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SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


PREMIERE    PARTIE. 


COMPTES  KENDUS  ET  ANALYSES. 

W.  DE  TANNENBERG.  —  Sur  les  applications  géométriques  du  Calcul 
DIFFÉRENTIEL.  —  i  Vol.  in-8*,  192  p.  PaHs,  A.  lïermann;  1899. 

Le  Volume  que  vient  de  faire  paraître  M.  de  Tannenberg,  sous 
un  titre  modeste,  contient  toutes  les  notions  qui  sont  nécessaires 
à  ceux  qui  veulent  entreprendre  une  étude  approfondie  de  la 
théorie  des  courbes  et  des  surfaces  :  il  a  le  grand  mérite  d'une 
extrême  clarté;  les  propositions  qu'il  renferme  sont  très  nom- 
breuses, malgré  son  petit  nombre  de  pages,  et  cependant  leur 
abondance  n'est  pas  une  cause  de  fatigue  pour  l'esprit,  parce 
qu'elles  se  présentent  de  la  façon  la  plus  naturelle,  et  que  leur 
démonstration  est  simple,  en  même  temps  que  rigoureuse. 

M.  de  Tannenberg  fait  naturellement  porter  son  étude  sur  les 
lignes  courbes  et  les  surfaces  dont  les  points  ont  des  coordonnées 
cartésiennes  développables  en  séries  entières,  ordonnées  suivant 
les  puissances  croissantes  d'une  variable  ou  de  deii\  variables 
indépendantes.  Son  Ouvrage  est  fort  judicieusement  divisé  en 
cinq  Parties  ;  les  deux  premières  sont  consacrées  aux  i)ropriété» 
descriptives  des  courbes  et  des  surfaces,  la  Iroisirme  aux  pro- 
priétés métriques  des   lignes,   la   (jiialriéuic  aux   propriétés  mé- 
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triques  des  surfaces  réglées,  la  cinquième,  enfin,  aux  propriétés 
métriques  des  surfaces  courbes. 

Dans  les  deux  premières  Parties,  l'auteur  définit  la  tangente  et 
le  plan  osculateur  à  une  courbe,  le  plan  tangent  à  une  surface,  les 
enveloppes  de  droites  et,  plus  généralement,  de  courbes  dépendant 
d'un  paramètre,  les  enveloppes  de  surfaces  à  un  ou  deux  para- 
mètres; enfin,  il  indique  les  notions  fondamentales  relatives  aux 
congruences  et  complexes  de  droites. 

Dans  la  troisième  Partie,  les  formules  relatives  au  Irièdre  trirec- 
tangle  fondamental  attacbé  à  une  courbe  reçoivent  leur  complet 
développement  et  donnent  lieu  à  d'intéressantes  applications. 
Celles-ci  se  continuent  naturellement  dans  la  quatrième  Partie, 
consacrée  aux  propriétés  métriques  des  surfaces  gauches  et  déve- 
loppables. 

La  cinquième  Partie  est  la  plus  importante.  On  y  trouve  d'abord 
la  définition  des  six  fonctions  caractéristiques  d'une  surface  et  les 
relations  fondamentales  qui  existent  entre  ces  fonctions;  les  pro- 
priétés infinitésimales  des  courbes  tracées  sur  une  surface  viennent 
ensuite  ;  l'étude  des  lignes  asjmplotiques  et  des  lignes  de  courbure 
d'une  surface,  celle  des  lignes  géodésiques  et  des  congruences  de 
normales  forment  des  applications  immédiates  des  théories  géné- 
rales précédemnïcnt  exposées.  H.  A. 


STOLZ    (0.).    —    (JIUND/    (;E     DKR     DiFFKRKNTIAL-    LM)     lNTK«iR\I.RKCIIM.NG. 

Dritter  Theil  :  Die  Lehrc  von  don  Doppctmte^ni/cn.  Kiiic  Erj-anzinig  zum 
ersleu  Tlicil  des  Wcrkcs.  i  Vol.  iii-8",  viu-vt^f)  p.  Leipzig,  Teubnor;  i8<j«j. 

Il  est  à  peu   près  inutile  de  dire  que  Ton  trouvera  dans  ses 

Lrçons  sur  les  intégrales  doubles,  comme  dans  les  lirons  «pii 

précédaient,   ce  souci    de    la   parfaite   rij^ueur  qui    dislingue    en 

fçénéral  les  écrits  de  M.  O.  Slol/.  :  non  seulement  M.  Slolz  cherche 

la  rij»;ueur,  mais  il  cherche  aussi  à  donner  aux  conditions  sous  les- 

«Iiielles   les   théorèmes  (pi'il  établit  sont  vrais,  toute    Textensioii 

dont  ces  théorèmes  sont  susceptibles.  Sans  doute,  celte  dernière 

recherche  est  moins  indispensable  que  la   rigueur,  et  Ton  conçoit 

des  enseignements  ou  Ton  s'en  j)asse,  pour  aller  plus  vile  el  habi- 
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tuer  plus  toi  les  étudiants  au  maniement  de  Toutil  qu^on  leur  met 
entre  les  mains;  toutefois,  l'esprit  n'est  pleinement  satisfait  que 
lorsque  cette  recherche  a  abouti,  et  l'enseignement  des  proposi- 
tions à  la  vérité  desquelles  il  est  impossible  d'assigner  des  condi- 
tions nécessaires  et  sufHsantes  a  évidemment  un  caractère  d*autant 
plus  scientifique  que  les  conditions  suffisantes  sont  plus  larges: 
Je  bénéfice  est  entier  si  la  plus  grande  extension  obtenue  dans  ces 
conditions  n'alourdit  ni  l'énoncé  ni  la  démonstration. 

Parmi  les  travaux  qu'il  a  utilisés  pour  son  exposition  et  qu*ii 
cite  tous  avec  grand  soin,  IVI.  Stolz  signale  particulièrement  le 
Mémoire  que  M.  de  la  Vallée- Poussin  a  publié  en  1892,  dans  le 
Journal  de  CrellCy  et  où  il  s'est  occupé  de  la  transformation  des 
intégrales  doubles  impropres  en  deux  intégrales  simples. 

Le  présent  Volume  contient  quatre  sections.  La  première  se 
rapporte  aux  intégrales  définies  doubles,  prises  entre  des  limites 
fixes,  considérées  comme  le  résultat  de  deux  intégrations  succes- 
sives; les  propositions  concernant  l'intégration  et  la  difierentia- 
lion  sous  le  signe  f  y  trouvent  leur  place,  et  le  cas  où  la  quantité 
sous  le  signe  f  devient  infinie  y  est  étudié  avec  soin,  ainsi  que  le 
cas  des  limites  infinies. 

Dans  la  seconde  section,  Fauteur  traite  de  l'intégrale  double  en 
elle-même  et  en  donne  la  définition  comme  limite  de  somme,  ana- 
logue à  la  définition  classique  de  l'intégrale  simple.  La  notion  de 
domaine  d'intégration  [Bereick)  qui  se  substitue  alors  à  celle  de 
l'intervalle  entre  les  limites,  entraîne  quelques  longueurs,  si  l'on 
veut  définir  abstraitement  ce  qu'est  un  contour,  l'intérieur  d'un 
contour,  le  sens  dans  lequel  on  parcourt  ce  contour,  etc.  ;  M.  Stol/. 
évite  ces  longueurs  en  faisant  un  légitime  appel  à  l'intuition  géo- 
métrique. Cette  notion  admise  et  la  décomposition  de  l'aire  en 
petites  parties  une  fois  expliquée,  les  notions  d'intégrale  supé- 
rieure et  inférieure  s'introduisent  uaturcllcuient ,  ainsi  cpie  les 
conditions  d'existence  d'une  véritable  intégrale  double. 

L'auteur  montre  ensuite  comment  une  telle  intégrale  se  ramène 
à  deux  intégrales  simples,  traite  du  théorème  de  Grecn  et  du  chan- 
gement de  variables.  Tout  ceci  concerne  les  intégrales  propres, 
c'est-à-dire  portant  sur  des  fonctions  qui  restent  limitées  dans  une 
aire  qui  est  elle-même  limitée.  Les  intégrales  impropres  sont 
approfondies  dans  la  section  suivante. 
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La  dernîtTe  section,  enfin,  se  rapporle  anx  applications  géomé- 
triques; il  convient  de  signaler  en  particulier  le  soin  avec  lequel 
l'auteur  défînit  Taire  d'une  portion  de  surface  courbe. 

Le  Livre  se  termine  par  un  Appendice  à  la  première  Partie, 
relatif  aux  ensembles  de  points,  aux  intégrales  supérieure  et  infé- 
rieure d'une  fonction  d'une  variable,  et  à  la  notion  générale  d'in- 
tégrale définie  (simple)  absolument  convergente  pour  nn  inter- 
valle (ini. 

M.  Stolz  a  enricbi  son  exposition  d'un  assez  grand  nombre 
d'exemples,  bien  choisis  pour  en  éclairer  les  points  principaux. 

J.T. 


ÂLois  WALTER.   —  TiiEORiB    der   atmospiiauischbn    Straiilenbrechung. 

In-8",  viii-74  p.  Leipzig,  Teubner;  1898. 

Dans  ce  petit  Volume,  W.  Walter  s'est  proposé  de  traiter  com- 
plètement le  problème  de  la  réfraction  atmosphérique  terrestre, 
dont  la  réfraction  astronomique  n'est  qu'un  cas  particulier:  ce  qui 
caractérise  sa  méthode,  c'est  la  distinction  qu'il  établit  tout  d'abord 
entre  la  mise  en  œuvre  des  données  purement  géométriques  du 
problème  et  celle  des  données  physiques  et  météorologiques. 

Dans  la  première  Partie  de  son  Ouvrage,  après  avoir  admis  la 
loi  de  la  réfraction  de  la  lumière  et  l'idenlité  des  conditions  phy- 
siques de  Tatmosphère  en  des  points  d'égale  altitude,  Tauleur  éta- 
blit un  certain  nombre  de  développements  en  séries  de  puissances, 
permettant  de  résoudre  toutes  les  questions  relatives  à  la  réfrac- 
tion, indépendamment  de  toute  hypothèse  faite  sur  la  loi  de  varia- 
tion de  l'indice  avec  l'altitude  :  les  formules  ainsi  obtenues  ren- 
ferment naturellement  des  coeflicients  purement  numériques 
indéterminés,  appelés  les  coefficients  de  réfraction  y  et  le  premier 
d'entre  eux  joue  un  rôle  pré|)ondérant,  qu'il  est  facile  de  mettre 
en  évidence.  Des  applicalions  à  des  cas  particuliers  montrent  bien 
l'importance  des  résultats  accpiis  par  celte  voie  très  sim|)lc. 

Dans  la  seconde  Partie,  M.  Waller  mmène  la  délerminalion  des 
coefficients  de  réfraclion  à  celle  de  la  loi  de  variation  de  la  tempé- 
rature avec  l'altitude,  et  discute  les  princi|)ales  hypothèses  faites 
sur  celte  loi  jusqu'à  maintenant.  En  particulier,  il  étudie  le  pre- 
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inier  coefficient  do  réfraclion,  et  montre  coninient  sa  valeur  dé- 
pend, pour  une  part  essentielle,  de  la  variation  que  subit  la  tem- 
pérature, quand  on  s'élève  d'un  mètre  dans  Tatmosplière,  au  lieu 
d'observation.  Ce  nouveau  nombre  dépend  des  conditions  météo- 
rologiques réalisées  au  lieu  de  Tobscrvalion;  une  série  de  nom- 
breuses expériences  serait  nécessaire  pour  permettre  de  lui  attri- 
buer, selon  les  circonstances,  une  valeur  déterminée  avec  quelque 
certitude. 

Le  Livre  de  M.  Walter  est  rédigé  avec  une  grande  netteté  et 
renferme  de  nombreuses  indications  bibliographiques  :  la  lecture 
en  sera  profitable  à  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  Géodésie  et  à 
l'Astronomie.  H.  A. 


STAHL  (IL).  —  Elliptische  Functione.n.  Vorlesiutgcn  von  Bernhard 
Riemann.  i  Vol.  in-8'*,  V11-14.I  p.  Leipzig,  Tcubner;  1899. 

Ces  Leçons  seront  les  bienvenues  :  outre  le  grand  intérêt  histo- 
rique qui  s'y  attache,  elles  constituent  encore  un  cadre  excellent 
pour  l'exposition  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  et  leur 
brièveté  même  fait  admirablement  ressortir  tout  ce  qu'il  y  a  d'es- 
sentiel dans  cette  théorie.  On  saura  certainement  gré  à  M.  Iler- 
inann  Stahl  du  soin  qu'il  a  apporté  à  leur  publication. 

Elles  font  partie,  nous  dit-il,  d'un  Cours  que  Hiemann  a  fait 
a  sur  les  fonctions  d'une  variable  complexe,  en  particulier  sur  les 
fonctions  elliptiques  et  abéliennes  ».  L'illustre  géon)ètre  a  donné 
cet  enseignement  deux  fois,  sous  des  formeîs  diflcrcnles,  d'abord 
dans  les  deux  semestres  de  l'année  i85;j-i85(),  piiis  dans  les  deux 
.semestres  de  l'année  1861-1862.  Dans  ce  Cours,  les  Leçons  sur  les 
fonctions  elliptiques  faisaient  un  tout  et  pouvaient  être  facilement 
séparées.  Le  texte  de  lliemann  a  été,  autant  que  possible,  con- 
servé; pour  la  commodité  du  lecteur,  M.  Slalil  a  dû  faire  ([uelqucs 
changements  de  notations,  quel(|ues  remaniements  dans  l'ordre 
des  matières;  il  a  enfin  introduit  une  division  en  cinq  sections  et 
vingt-deux  paragraphes. 

Il  a  eu  à  sa  disposition  des  notes  et  des  rédactions  de  Hatten- 
dorf,    IV\m,   Schering,  Dedekind;  reçu  des    renseigucmenls   de 
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MM.  Klein,  Schilling,  H.  Weber.  L'édition  que  publie  M.  Her- 
mann  Stahl  se  présente  avec  les  meilleures  garanties. 

Les  Leçons  de  Riemann,  proprement  dites,  tiennent  soixante- 
douze  pages.  Elles  sont  essentiellement  fondées  sur  les  propositions 
de  Liouville  et  la  méthode  propre  de  l'auteur  pour  la  représenta- 
tion des  fonctions  d'une  variable  complexe.  Sauf  l'introduction  de 
cette  méthode,  elles  ne  sont  pas  sans  analogie,  par  leur  esprit  et 
leur  suite,  avec  la  première  édition  du  Traité  de  Briot  et  Bouquet. 

Après  avoir  établi  qu'une  fonction  doublement  périodique  de- 
vient nécessairement  infinie  dans  le  parallélogramme  des  pé- 
riodes, et  montré,  par  la  considération  de  l'intégrale  prise  le  long 
de  ce  parallélogramme,  que  la  somme  des  résidus  est  nulle,  que  le 
nombre  des  pôles  est  égal  à  celui  des  zéros,  après  en  avoir  conclu 
la  classification  des  fonctions  doublement  périodiques  d'après 
leur  ordre,  Riemann  s'occupe  des  fonctions  doublement  pério- 
diques du  second  ordre.  Si  'f  (i^)  est  une  telle  fonction,  avec  les 
pôles  simples  v\,  v'.,,  le  fait  que  la  fonction  o(v\  -+-  v[^  —  v) —  ?(«') 
ne  devient  pas  infinie  suffit  à  montrer  que  cette  fonction  est  nulle  ; 
on  déduit  de  là  aisément  les  zéros  de  la  dérivée,  puis  Tcquation 
différentielle  que  vérifie  ?(^);  inversement,  une  équation  du  type 
considéré  définit  'f  (t')  comme  limite  supérieure  d'une  intégrale  de 
première  espèce.  En  même  temps,  la  représentation  conforme  du 
parallélogramme  des  périodes  sur  le  plan  conduit  de  suite  à  la  sur- 
face à  deux,  feuillets  T,  qui,  par  l'introduction  de  deux  coupures, 
devient  une  surface  T'  simplement  connexe. 

Une  transformation  rationnelle  permet  de  substituer  à  la  rela- 
tion entre  les  deux  variables  z,  s 

Ao5*  -f-  'iXiS  H-  Aj  —  o, 

dont  les  coefficients  sont  du  second  degré  en  z-,  une  relation  de  la 
forme  normale 

y  =  y/^(  I  _  j- j  (^i  _  /{i,r)  =  /(  .r,  A), 

La  considération  de  Tinlégrale  de  première  espèce  conduit 
immédiatement  à  la  définition  des  fonctions  sn  ;/,  en  £/,  du//,  et 
les  intégrales  |)rises  le  long  des  coupures  de  la  surface  T'  four- 
nissent les  modules  de  périodicité.  Uiemann  se  place  dans  le  cas 
où  /{'  est  réel,  compris  entre  o  et  i.  Il  a  mainlcnaul  tout  ce  qu'il 


COMPTi:S  IIKNDUSKT  ANALYSES.  u 

lui  faut  pour  faire  la  représenlalion  conforme  sur  le  parallélo- 
gramme des  périodes  de  la  surface  T'  et  des  quatre  parties  dans 
lesquelles  elle  est  divisée  par  les  axes  des  quanlilés  réelles  el 
purement  imaginaires. 

En  observant  que  la  différence 


sn 


reste  finie  pour  toutes  les  valeurs  de  «,  llicmann  est  conduit  aux 
formules  de  décomposition  en  fractions  des  fonctions  sn,  en,  dn, 
à  la  représentation  de  ces  fonctions  |)ar  des  séries  trigonomé- 
trîques.  En  construisant  de  même  une  fraction  dont  le  numérateur 
el  le  dénominateur  soient  des  produits  infinis  en  s  qui  admettent 
pour  zéros,  Tun  les  zéros,  l'autre  les  pôles  de  sn^/,  il  obtient  de 
même  les  trois  fonctions  sous  formes  de  quotients  de  fonctions 
entières,  et  c'est  ainsi  que  s'introduisent  les  fonctions  2»  dans  sa 
théorie. 

Aprt'S  avoir  établi  les  propriétés  élémentaires  de  ces  fonctions, 
Rieroann  montre  comment  elles  permettent  l'intégration  d'une 
IbnctioD  doublement  périodique  quelconcpie,  en  construisant,  au 
moven  de  ces  fonctions,  de  leurs  logariilimes  et  de  leurs  dérivées, 
une  expression  dont  la  différence  avec  l'intégrale  considérée  reste 
uniforme  et  continue  dans  le  parallélogramme,  des  périodes  et 
s'augmente  de  quantités  constantes  (piand  on  augmente  la  variable 
de  2 KL  ou  de  2/K'.  Il  est  inutile  de  dire  que  sa  méthode  revient  à 
cette  décomposition  en  éléments  simples  dont  M.  Hermile  a  mis 
en  pleine  lumirre  le  rôle  fondamental.  Riemann  applique  cette 
méthode  à  l'intégrale  de  troisième  espèce. 

I\>ur  parvenir  aux  théorèmes  d'addition,  Riemann  observe 
d'abord  la  composition  de  toute  fonction  doublement  périodique 
admettant    les   périodes   :>. K,    2/K',   au    moyen    de   x=:sn-//   et 

de  j/'  =  y/(x.  A),  ou,  ce  (|ui  revient  au  même,  de  sn-^/  et  de  sa 
dérivée,  en  particulier,  la  composition  des  fonctions  paires  et  des 
fonctions  impaires.  Remarquant  ensuite  i\\\v  Ton  peut  déduire 
ai>ément  une  fonriion  jiaire  ou  une  fonclion  impaire  dune  fonction 
doublement  ])ériodi([ue  ((uelconcpie,   il  ap|)lique  cette  remanpic 
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aux  fonctions 

snCii-hi»)            cn(u-^v)            dn(w-f-i') 
,  _ , 

snu  en  a  an  a 

et  détermine  ensuite  aisément  les  formes  des  fonctions  paires  et 
impaires  qu'il  en  déduit,  d'où  les  formules  d'addition. 

11  pose  ensuite  le  problème  de  la  transformation,  montre  com- 
ment il  conduit  aux  relations  linéaires  entre  les  périodes,  com- 
ment, enfin,  il  se  ramène  à  la  recherche  des  transformations  ration- 
nelles, les  deux  fonctions  ayant  une  période  commune,  tandis  que 
les  autres  difTèrent  par  un  facteur  entier.  La  multiplication  est 
regardée  comme  un  cas  particulier. 

La  dernière  Partie  des  Leçons,  tirée  d'un  autre  Cours,  est  l'es- 
quisse d'une  théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  où  l'on 
prendrait  pour  point  de  départ  les  fonctions  ^,  introduites 
a  priori  :  une  telle  exposition  a,  comme  Ton  sait,  été  l'objet  d'un 
Cours  de  Jacobi  en  i838.  M.  Slahl  pense,  d'après  M.  Dedekind, 
queRiemann  n'a  pas  connu  directement  les  Leçons  de  Jacobi  (*)  et 
qu'il  a  tiré  les  formules  fondamentales  du  Mémoire  de  Rosenhain 
(Mém.  des  savants,.,^  t.  IX;  i85i).  Le  nombre  de  zéros  est  déduit 
de  la  considération  de  l'intégrale /c/log2r(p).  Considérant  ensuite 
les  fonctions 

r^iooi»       \%{s^)Y       FËiLiilV 

L&(p)J  '     L^(^)J  '     L^(^)J  ' 

dont  les  périodes  sont  i  et  t,  qui  sont  du  secoi^d  ordre  et  dont  on 
reconnaît  de  suite  les  zéros  et  les  pôles,  Riemann  observe  que 
chacune  des  fonctions  prend  une  valeur  donnée  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  centre  du  parallélogramme,  et  il  en 
conclut  aisément  qu'elles  sont  des  fonctions  linéaires  de  l'une 
d'entre  elles  ;  on  peut  représenter  ces  fonctions,  respectivement 
multipliées  par  des   constantes   convenables   a-,  i-,   c-,    par  x^ 

dv 
I  —  x,  I  —  k''X\  la  dérivée  -y-  est  une  fonction  doublement  pério- 
dique du  troisième  ordre  dont  on  reconnaît  aisément  les  zéros, 


C)  Œuvres,  l.  I,  p.  5ui,  publiées  en  1881. 
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d'où  réqualion  dKTc'rcnlielle 

dv 

on  aperc^oil  des  lors  le  passage  aux  fonctions  de  Jacobi  et  le  moven 
de  délerininer  les  diverses  conslanles. 
La  fonclîou 

lorsqu'on  augmente  u  de  siK  ou  de  2/R',  s'augmente  d'une  quan- 
lilé  constante.  On  en  déduit  qu'elle  est  l'intégrale  d'une  fonction 
algébrique  de  snu.  En  parlant  de  lu,  Ricmann  obtient  aisément  la 
relation 

log 0  ( M  —  f')  —  l<>g 6(u  -h  a)  —  I     o{ii)dity 

OÎl 

Csn'w  - 

la  détermination  des  constantes  C,  C|  le  conduit  à  l'intégrale  de  troi- 
sième espèce  !!(//,  a)  et  au  théorème  de  l'échange  du  paramétre  et 
de  l'argument.  La  méthode  se  généralise  de  manière  à  fournir, 
sous  la  forme 

A|log  8i(«  —  ai)-h  . . .  -t-  A„|  logB(;t  —  a,„)  Aa  -f-  B, 

où  l'on  suppose  nulle  la  somme  A,  -H...-I- A;,,,  l'intégrale  d'une 
fonction  algébrique  de  sn^u  qui  n'admet  que  des  pôles  simples. 
Enfin,  des  considérations  analogues  permettent  d'obtenir  l'inté- 
grale de  seconde  espèce 


\i  (u)  =  I     t\n^  Il  du. 


Riemann  s'occupe  ensuite  de  l'équation  diilerentielle  linéaire  du 
second  ordre  que  vérifient  R  el  K\  et  où  la  variable  indépen- 
dante A  est  le  carré  du  module.  Il  en  déduit,  par  une  analyse  inté- 
ressante, la  relation 


\     dK'  dKj         \ 
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où  a'=  I  —  A,  puis  la  relalloD  de  Lcgcndrc 


KE'-f-EK— KK'=  -. 


Il  oblient  enfin  les  expressions  de  2r2(o),  ^3(0),  3(o)  au  mojen 
de  A'  et  de  K  en  parlant  de  l'équalion  aux  dérivées  partielles  en  c 
et  T  que  vérifient  les  quatre  fonctions  2?. 

Ces  leçons  ne  peuvent  manquer  d'intéresser  les  géomètres; 
mais  M.  Hermann  Slahl  a  voulu  aussi  qu'elles  pussent  servir  aux 
étudiants  pour  apprendre  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Il  a 
d'ailleurs  échappé  à  la  tentation  très  naturelle  de  conserver  le 
cadre  de  Riemann^  en  Télargissant  et  le  remplissant,  en  y  intro- 
duisant celles  des  propositions  Importantes  dont  la  théorie  s'est 
enrichie  depuis  Riemann,  en  complétant  quelques  démonstrations, 
en  comblant  quelques  lacunes,  en  donnant  enfin  les  explications  né- 
cessaires au  lecteur  qui  n'est  pas  familier  avec  la  théorie  des  fonc- 
tions. Sans  doute,  en  faisant  ainsi,  M.  Hermann  Stahl  aurait  écrit 
un  bon  Livre,  mais  il  a  bien  agi  en  renonçant  au  plaisir  d'écrire  ce 
Livre,  où  la  parole  et  la  pensée  de  Riemann  auraient  nécessaire- 
ment été  altérées.  Avec  raison,  il  a  voulu  conserver  pieusement 
l'une  et  l'autre  :  il  s'est  contenté  d'introduire  discrètement  çà  et 
là,  dans  le  texte,  quelques  propositions  complémentaires,  si  voi- 
sines de  celles  qu'établit  Riemann,  qu'il  est  réellement  difficile  de 
les  en  séparer;  encore  a-t-il  soin  de  prévenir  le  lecteur  par  l'em- 
ploi de  petits  caractères;  puis  il  a  écrit  un  véritable  commentaire 
des  Leçons  de  Riemann,  commentaire  qui  tient  la  moitié  du  vo- 
lume; il  donne  là,  en  restant  d'ailleurs  dans  l'esprit  de  celui  qu'il 
commente,  les  explications  utiles  et  ceux  des  compléments  qui  ne 
se  relient  pas  immédiatement  au  texte.  M.  Stahl  a  terminé  son 
Livre  en  introduisant  les  fonctions  de  Weîcrstrass,  en  sorte  que  le 
lecteur  de  ce  petit  Volume  puisse  se  trouver  en  possession  de  tous 
les  points  essentiels  de  la  théorie.  J.  T. 
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LEIBNIZ.  —  Dkr  Briefwkciiskl  vox  Gottfriko  Wimielm  Leibniz  mit  Ma- 
TiiEMATiKERN»  lierausgegebcn  von  C,-J.  Gerhanlt.  Krstcr  Band.  in-8", 
wviii  4-  760  p.  Berlin,  Mayer  et  Aluller:  181J9. 

Les  papiers  de  Leibniz,  qui  conservait  jusqu'à  ses  premiers 
brouillons,  fornienl  à  Hanovre  une  mine  inépuisable  d'inédits; 
l'exploitation  en  appartient  sans  conteste,  par  droit  de  premier 
occupunl,  à  C.-J.  (lerhardt,  qui,  dés  i84<),  éditait  Vllisloria  et 
origo  Calculi  differentiatis^  et,  de  1849  à  i8()3,  donnait  sept 
volumes  d'écrits  mathématiques  de  Leibniz  (les  quatre  premiers 
renfermant  la  correspondance,  les  trois  derniers  les  opuscules). 
Spécialement  attiré  vers  Thistoire  des  Mathématiques,  à  laquelle 
il  a  consacré  quelques  autres  travaux  importants.  Gerhardta  peut- 
être  hésité  avant  d'entreprendre  la  publication  des  écrits  philoso- 
phiques (*),  dont  il  a  donné  le  premier  volume  en  i8^5,  et  qu'il 
poursuit  depuis  cette  époque:  mais  qui  pouvait,  mieux  que  lui, 
déchiflTrer  l'écriture  souvent  illisible  de  Leibniz?  qui  était  capable, 
comme  lui,  de  faire  un  choix  judicieux  parmi  toutes  ces  pièces, 
dont  les  unes  sont  insignifiantes,  dont  les  autres  ne  peuvent,  telles 
qu'elles  sont,  supporter  l'impression?  qui  aurait  su,  comme  il  l'a 
l'ait,  tirer,  sous  une  forme  inlelli«»ible,  de  ces  dernières,  au  milieu 
des  surcharges,  des  ratures  et  des  notes  confuses,  ce  qu'il  y  avait 
qui  valût  vraiment  la  peine  d'être  reproduit? 

C'est,  en  tout  cas,  une  bonne  fortune,  pour  ceux  qui  s'inté- 
ressent à  l'histoire  des  Mathématiques,  que  l'Académie  des  Sciences 
de  Berlin  ait  voulu,  à  l'occasion  du  deuxième  centenaire  de  sa 
fondation,  honorer  spécialement  la  mémoire  de  celui  qui  y  prit 
une  si  grande  part,  et  qu'elle  ait,  dans  ce  but,  chargé  l'infatigable 
Gcrhardt  d'une  nouvelle  édition  de  la  correspondance  de  Leibniz 
avec  les  Mathématiciens.  Cette  nouvelle  édition  est  conçue  sur  un 
plan  différent  de  celui  de  la  précédente  et  que,  pour  ma  part,  je 
trouve  très  heureux.  Ainsi,  au  lieu  de  l'ordre  strictement  chrono- 
logique, le  premier  volume,  qui  vient  de  paraître,  nous  offre  trois 


(')  La  dislinriion  tics  deux  classes  d'écrits  de  Leibniz  n'est  pas  des  plus  aisées; 
l'historien  des  Matliématiqucs  a  à  s'occuper  de  diverses  pièces  publiées  comme 
ptiilosopliiqucs;  le  philosophe,  au  contraire,  peut  trouver,  surtout  dans  la  cor- 
rc<«pondance  mathéniatiquc,  nombKC  de  pass;i;;es  qui   l'inléressent  spéciiilenienl. 
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séries  dislinclcs,  précédées  cliaeunc  d'une  inlroduclion  spéciale  : 
1°  lettres  échangées  avec  Oldenburg,  Newton,  Collins  et  Conli; 
:>.°  correspondance  avec  Tschirnliaus;  .'i*^  correspondance  avec 
Huj'gens.  De  plus,  dans  ces  séries  sont  insérées  diverses  pièces, 
tirées  des  papiers  de  Leibniz,  ayant  rapport  de  date  et  de  sujet 
avec  les  lettres  publiées  (*).  Chaque  série  forme  ainsi  un  (oui 
complet,  facile  à  étudier  en  lui-même,  et  où  Ton  suit  sans  peine 
révolution  des  pensées,  surtout  si  Ton  a  recours  aux  introduc- 
tions, qui  ont  élé  écrites  avec  iino.  rare  compétence,  et  où  Tédileur 
a  su  dire  tout  ce  qu^il  fallait,  sans  rien  ajouter  d^oiseux. 

Est-ce  à  dire  que  tout  soit  parfait  dans  ce  beau  volume?  Ce  se- 
rait méconnaître  les  difficultés  de  la  tache  et  les  limites  pratiques 
de  la  correction.  La  vérité  est  cpie  le  texte  n'est  pas  partout  sufli- 
samnient  assuré,  soit  qu'il  ait  été  établi  sur  des  copies  fautives, 
soit  que  les  originaux  aient  été  mal  déchiffrés.  J'ai  déjà  eu  l'occa- 
sion d'indiquer  ailleurs  (^)  une  trentaine  de  corrections  néces- 
saires. Voici  (|uelques  autres  taches  relevées  après  un  examen 
attentif  des  vingt  ()remiéres  pages. 

P.  /\o  (seconde  du  texte  de  la  correspondance),  la  première 
lettre  est  datée  ir)/:4'>.  juillet  1670.  Si  je  comprends  bien  la  note 
de  l'éditeur,  cette  date  est  empruntée  a  la  lettre  suivante,  où  on 
lit  (p.  ,i\y  I.  4)  1 5/9.3  ;  il  y  a  donc  au  moins  une  faute  d'impres- 
sion. D'autre  part,  la  dillérence  des  deux  dates  de  style  julien  et 
grégorien  devrait  être  de  dix  jours,  et  la  correction  à  faire  reste 
incertaine  (^).  —  P.  4^,  I.  'nj  :  caltcntioribus,  lire  callentio- 
ribas,  —  P.  44»  '•  *8,  plerœf/uœ,  lire  plerœque ;  I.  36  :  du- 
rietieSy  lire  durities.  —  P.  47  •  'I  était  utile  de  signaler  que  la 
lettre  III  est  incomplète;  I.  3  en  rem.  :  liaconi  (au  lieu  de  la 
forme  ordinaire  Baconis)  est  suspect.  —  P.  5o,  I.  ai  :  interruni- 
peret,  lire  inlerrumperer,  —  P.  60,  I.  9  :  utitur,  lire  utetur; 
1.  i()  :  appUcationi,  lire  appUcationc  (s'il  n'y  a  pas  toutefois  une 


(')  Parmi  ces  pi<Mcs,  signuions  en  partirulier  le  (Irbiil  du  Trait»*  perdu  de 
Paseal  sur  les  eoniqucs,  début  «|uo  Leihiiiz  avait  «opir,  et  rcmuniuotis,  à  litre 
de  euriosilê,  que  Pascal  y  appelle  «/i/o/yo/c  la  .se<;ti(>n  eoniquc  ft'rmre  (elliptique 
ou  circulaire). 

(  -  )  Hcvuc  critùjuc,  numéro  du  mi  novemlire  i^<i<). 

(>)  (I'e>l  i3  y.\  juillet  qui  parait  la  Ircon  In  plus  prohaldc:  (cpendaiit  il  fau- 
drait examiner  la  lettre  d'<  Hdenliurg.  qui  e\i^te  eu  original. 
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correction  plus  grave  à  faire);  I.  21  :  chodartim  impriiiu*  j30iir 
chordarum,  —  P.  54,  l.  6  en  rem.  :  fore,  Wre  fave,  —  P.  55  : 
le  total  dn  compte  argent  ne  concorde  pas  avec  le  détail  des  ar- 
ticles. —  P.  56,  I.  5  :  utrique,  lire  ulriusque;  1.  148  :  rfe  est  à 
ajouter  avant  ratione,  —  P.  07,  1.  18  :  après  onerali,  il  y  a, 
semble-t-il,  une  phrase  omise;  I^eibniz,  après  avoir  parlé  de  Fal- 
cali,  a  dû  parler  de  l'acide.  —  P.  58,  I.  9  :  le  texte  n'est  guère  in- 
telligible et  me  paraît  suspect,  mais  je  n'ose  proposer  une  correc- 
tion ;  1.  22  :  l'indication  d'une  lettre  perdue  aurait  dû  èlre 
relevée;  1.  26  :  pisterio,  lire  pistorio,  —  P.  60,  I.  20  :  après 
polum,  il  y  a  un  membre  de  phrase  omis;  Leibniz  a  du  dire  que 
le  pôle  boréal  de  l'aimant  de  Grandami  était  pointé  vers  le 
nadir. 

Ajoutez  quelques  fautes  de  ponctuation  qui  gênent  la  lecture, 
on  trouvera  sans  doute  qu'une  revision  attentive  de  ces  textes, 
déjà  édités,  n'aurait  pas  été  inutile:  que,  d'un  autre  côté,  la  cor- 
rection typographique  aurait  pu  être  plus  satisfaisante,  car  bon 
nombre  des  taches  signalées  sont  évidemment  de  simples  fautes 
d'impression. 

Cependant  tout  cela  est  d'une  importance  secondaire,  et  si  j'ai 
cru  utile  de  faire  remarquer  que  l'on  ne  doit  pas  avoir  une  con- 
fiance absolue  dans  le  texte  de  la  correspondance  de  Leibniz  (pas 
plus  que  dans  celui  de  la  plupart  des  correspondances  publiées), 
si  j'ai  été  obligé,  par  suite,  de  juslifier  cette  remarque,  je  dois 
déclarer  d'autant  plus  nettement  que  je  n'ai  constaté  aucune  faute 
réellement  grave,  et  que  le  volume  publié  n'en  est  pas  moinspré- 
cieux  et  pas  moins  digne  d'être  consulté  à  l'avenir  au  lieu  des  édi- 
tions précédentes. 

Ce  qu'il  contient,  je  n'ai  pas  besoin  de  le  dire  plus  longuement  ; 
la  première  série  de  lettres  n'est  rien  moins  q-ue  l'ensemble  des 
pièces  qu'il  faut  lire  avant  tout  pour  se  former  une  idée  juste  des 
prétentions  et  des  droits  de  Leibniz  dans  l'invention  du  Calcul 
inGnitésimal;  la  seconde,  qui  contient  nombre  de  pièces  jusqu'à 
présent  inédites  (lettres  de  Tschirnhaus),  jette  un  jour  singulier 
sur  les  relations  des  deux  mathématiciens  allemands;  la  troisième 
enfin,  qui  devance  Tachèvement  de  la  publication  de  la  corres- 
pondance de  Hujgens,  permet  de  juger  de  la  grande  influence 
que  le   savant   hollandais  cxerra  sur  Leibniz,  et  de  ramener  à  un 

fUilt.  (f es  Sciences  mathcni .,  i'  >cr'iv,  [.  WIV.   (.Iaii\  icr  i|)m(*.  )  "y- 
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point  de  vue  exact  les  récits  que  l'on  fait  d'ordinaire  sur  son  alti- 
tude vis-à-vis  du  nouveau  calcul. 

Si  je  parle  de  Tinfluence  de  Huygens,  je  l'entends  d'ailleurs 
surtout  au  point  de  vue  moral,  et  non  seulement  eu  égard  aux 
conseils  qu'il  donna  à  Leibniz  pour  l'étude  des  Mathématiques. 
Car  je  ne  veux  pas  cacher  l'impression  générale  que  m'a  laissée, 
sur  le  caractère  de  I^ibniz,  la  lecture  de  ce  volume  de  corres- 
pondance. Au  début,  lorsque,  âgé  seulement  de  vingt-quatre  ans, 
il  entre  en  relation  avec  Oldenburg,  le  Secrétaire  de  la  Société 
Hoyalede  Londres,  il  est  excessivement  infatué  de  lui-même,  van- 
lard  et  gascon;  il  est  ce  que  Tscliirnhaus  restera  loute  sa  vie. 
Lorsque,  moins  de  trois  ans  aprrs,  le  9  avril  1673,  la  Société 
Kovule  l'admet  comme  associé  étranger  (*),  son  bagage  scienti- 
fique est  insignifiant;  l'opuscule  De  arte  combinatoria ,  qu'il 
avait  fait  imprimer  à  vingt  ans.  et  qu'il  avoua  plus  tard  n'avoir  pas 
été  un  début  particulièrement  heureux;  Yllypothcsis  physica 
nova  de  1^371,  formée  de  deux  opuscules  dont  l'un  est  dédié  à  la 
Société  Hojale,  l'autre  à  l'Académie  des  Sciences  de  Paris, 
ébauche  d'un  système  du  monde  encore  plus  imparfait  que  celui 
des  tourbillons  de  Descartes;  la  Nolitia  Opticœ  proniotœ,  de  la 
n)émc  année,  simple  promesse  qui  ne  devait  aboutir  à  rien;  enfin 
le  premier  modèle  de  celte  machine  arithmétique,  qui  devait  lui 
coûter  tant  de  peine  et  tant  de  frais  inutiles,  et  qui  n'a  pu  marcher 
régulièrement  que  de  nos  jours.  C'est  tout;  et  lorsqu'en  jan- 
vier ifi^.'i  il  va  il  Londres  et  entre  en  relations  personnelles  avec 
les  savants  anglais,  s'il  leur  parle  de  ce  qu'il  a  découvert  en  Ma- 
thématiques, il  se  fait  aussitôt  dire  par  Pell  que  c'est  déjà  connu, 
et  c'est  inutilement  qu'il  se  débat  contre  l'évidence.  Il  me  semble 
vraiment  bien  douteux  que  son  ton  et  ses  prétentions  aient  laissé 
une  impression  nettement  favorable  aux  membres  de  la  Société 
llojalc,  si  frappés  qu'ils  aient  pu  être  par  l'universalité  des  con- 
naissances de  ce  jeune  homme,  déjà  revêtu  d'une  charge  politique 
et  qui  s'était  au  moins  aussi  annoncé  comme  juriste  que  comme 
savant.  Mais  Oldenburg  tenait  évidemment  à  avoir  un  correspond 


(')  I^orsquc  rAcaili-iiiM*  «les  Sriciirc"*,  en  lO;.'),  lui  lit  le  même  honneur,  la 
ipiostiiin  notait  pa>  la  nii^nic.  I.eiluii/  asail  lii-jà  nettement  [)r(>u\c  son  ^Ouir 
iiiatliëtnatique. 
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dant  ulile  en  Allemagne,  et  les  relations  que  Leibniz  avait  déjà  su 
se  créer  semblaient  assurer  qu'il  remplirait  ce  rôle  dans  d'excel- 
lentes conditions. 

Lorsqu'en  1676  Leibniz  quitte  la  France,  il  a  singulièrement 
changé;  il  a  appris  à  ne  plus  parler  de  ses  rêves  comme  de  réa- 
lités, il  a  appris  à  concentrer  ses  efforts  sur  des  points  déterminas, 
où  le  succès  est  possible,  et  à  les  |)0ursuivrc  jusqu'à  ce  qu'il  ait 
obtenu  des  résultats  décisifs,  au  lieu  de  se  dépenser  en  promesses 
vagues  et  irréalisables.  Sa  correspondance  avec  Tschirnbaus  est 
particulièrement  intéressante  par  les  conseils  d'ami  qu*il  essaye  de 
lui  donner,  sans  le  froisser,  afin  de  le  corriger  à  son  tour  de  ses 
gasconnades. 

Que  ce  changement  de  caractère,  chez  I^eibniz,  s'accentue  de 
plus  en  plus,  ce  sera,  bien  entendu,  l'effet  de  l'âge  et  de  l'expé- 
rience; plus  ses  travaux  lui  acquéraient  de  gloire,  plus  il  pouvait 
savoir  quelle  peine  coiUe  l'établissement  d*une  nouvelle  vérité  po- 
sitive; mais  pour  que,  de  vingt-cinq  à  trente  ans,  il  se  soit  déjà 
ainsi  transformé,  il  faut  qu'il  ait  subi  quelque  iniluencc  spéciale,  et 
je  ne  puis  la  trouver  ailleurs  que  dans  cet  Huygens,  déjà  couvert 
de  gloire,  et  cependant  si  modeste  et  d'un  bon  sens  si  limpide.  A 
voir  avec  quel  respect  réel  il  lui  écrira  plus  tard,  lorsque  lui-même 
se  sera  élevé  à  un  niveau  égal,  à  voir  quel  compte  il  tient  de  son 
jugement,  si  sévère  qu'il  soit,  par  exemple,  sur  le  projet  de  Cha- 
racteristica  geometrica,  il  ne  me  semble  pas  que  l'on  puisse  nier 
l'impression  profonde  qui  lui  était  restée  de  son  premier  com- 
merce avec  Ilujrgens,  et  qu'aucun  autre  de  ses  contemporains  ne 
me  paraît  avoir  exercée  sur  lui. 

Je  reviens  sur  l'incident  auquel  j'ai  fait  allusion  tout  à  l'heure 
et  qui  eut  lieu  entre  Leibniz  et  Pell  ;  on  le  raconte  en  effet  d'ordi- 
naire un  peu  trop  à  l'avantage  du  premier.  Il  s'agit  au  reste  de  ses 
premiers  travaux  réels  en  Mathématiques.  On  sait  qu'avant  son 
arrivée  en  France,  en  1672,  il  n'avait  guère  étudié  que  les  élé- 
ments; du  moment  où  il  voulut  s'élever  plus  haut,  comme,  en 
même  temps  qu'il  étudiait  les  ouvrages  dont  la  connaissance  lui 
était  nécessaire,  il  essaj'a  de  voler  de  ses  propres  ailes,  il  devait 
fatalement  découvrir  de  bonne  foi  des  propositions  déjà  connues. 
Il  n'y  a,  en  fait,  dans  l'affaire  dont  il  s'agil,  qu'un  point  curieux, 
c'est  qu'on  était,  ce  semble,  mieux  informé  à  Londres  qu'à  Paris. 
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La  découverte  que  I^ibniz  crovait  avoir  faite  est  relative  à  la 
composition  d^uo  nombre  fonction  d'un  autre  au  moyen  de  ses 
différences  finies,  d'ordre  successif.  Sans  doute,  il  en  avait  parlé 
en  France  comme  il  en  parla  en  Angleterre;  mais  là  Pell  lui  ob- 
jecte que  cette  composition,  sur  laquelle  Briggs  avait  déjà  fait  des 
remarques,  a  été  donnée  dans  un  Ouvrage  publié  à  Ljon,  en 
1670,  par  le  Français  Mouton.  Leibniz  vérifie  que  le  fait  est 
exact,  mais  dans  une  lettre  à  Oldcnburg,  du  3  février  1678,  lettre 
évidemment  faite  pour  être  montrée,  il  revendique  la  priorité  sur 
deux  points. 

En  ce  qui  concerne  le  second,  il  avait  raison;  Mouton  n*avait 
considéré  que  des  différences  en  nombre  fini,  c'esl-à-dire  des  fonc- 
tions algébriques  entières;  Leibniz  avait  étendu  sa  proposition  au 
cas  d'un  nombre  indéfini  de  différences  non  nulles.  Là  est  certai- 
nement le  trait  du  génie  mathématique;  seulement  il  faut  avouer 
que,  tant  qu*une  idée  de  ce  genre  n'a  pas  reçu  d'applications  pré- 
cises, elle  reste  comme  non  avenue.  Or  Leibniz  a  beau  célébrer 
l'importance  de  sa  considération,  il  n'est  pas  encore  en  mesure  de 
prouver  ce  qu'il  avance  à  cet  égard,  et  il  est  obligé  de  rester 
dans  le  vague. 

Keportons-nous  maintenant  à  la  lettre  de  Newton  à  Oldenburg 
du  24  octobre  1676.  Newton  la  commence  précisément  en  disant 
comment,  au  début  de  ses  travaux  mathématiques,  alors  qu'il  étu- 
diait les  écrits  de  Wallis,  il  trouva  le  moyen  de  résoudre  le  pro- 
blème proposé  par  celui-ci,  d'interpoler  des  séries  indéfinies 
entre  les  termes  d'une  suite  d'expressions  finies,  et  comment  il 
parvint  ainsi  à  représenter  par  des  séries  Taire  du  cercle  et  celle 
de  l'hyperbole.  Or  ce  moyen  n'est  autre  que  l'extension  dont 
Leibniz  parle  à  Oldcnburg,  et  il  n'est  pas  douteux  que  ce  ne  soit 
en  poursuivant  son  idée  que  Leibniz  parvint  lui-même  en  1674  à 
l'expresssion  sériaire  spéciale  qu'il  donna  pour  la  quadrature  du 
cercle.  Si  cette  remarque  prouve  bien  l'importance  capitale  de 
l'idée  dont  il  s'agit,  et  si  l'indépendance  de  Leibniz  doit  être  re- 
connue, il  n'en  est  pas  moins  clair  que  sur  ce  point,  comme  sur 
bien  d'autres,  la  priorité  de  Newton  est  incontestable. 

Quant  à  l'autre  revendication  de  Leibniz  dans  sa  lettre  du  3  fé- 
vrier i6y3,  c'est  une  singulière  maladresse,  cl  je  m'étonne  que 
M.  Gerhardt,  en  analysant  sa  lettre  (p.  i'\).  ne  l'ait  pas  signalée. 
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Le  Tableau  de  coefficients  donn«  par  Mouton  est  naturellement 
celui  des  coefficients  du  binôme,  bien  familier  depuis  longtemps 
pour  tous  les  arithméticiens.  Or,  quel  que  soit  le  procédé  de 
formation  qu'ait  indiqué  Mouton  pour  ce  Tableau,  il  est  incontes- 
table que  celui  qui  correspond  à  la  formule 

procédé  que  revendique  Leibniz,  était  connu  depuis  Stifel  ('). 
Mais  il  est  encore  plus  étrange  que  Leibniz  dise  s'étonner  de  ne 
pas  avoir  trouvé  ce  procédé  dans  le  Triangle  arithmétique  de 
Pascal,  alors  qu'il  constitue  précisément  le  mode  de  formation  de 
ce  triangle.  Tout  cela  ne  pouvait  guère  faire  bonne  impression 
sur  les  savants  anglais,  et,  s'ils  n'ont  pas  relevé  ces  assertions,  c'a 
sans  doute  été  par  pure  politesse. 

Leibniz  ajoute,  à  la  fin  de  sa  lettre,  qu'il  a  obtenu  (c'était  d'ail- 
leurs par  un  procédé  tout  autre)  la  sommation  des  séries  indé- 
finies formés  par  les  inverses  des  nombres  figurés  successifs.  D'a- 
près le  récit  qu'il  a  fait  plus  tard,  ce  problème  lui  avait  été 
proposé,  pour  les  inverses  des  nombres  triangulaires,  par  Huj- 
gens,  au  début  de  leurs  relations,  et  si  la  démonstration  (p.  19) 
conservée  dans  les  papiers  de  Leibniz  ne  serait  guère  regardée 
aujourd'hui  comme  rigoureuse,  il  n'en  est  pas  moins  probable 
que  l'exactitude  de  la  solution  fut  le  premier  signe  auquel  Huj- 
gens  reconnut  la  réalité  des  aptitudes  mathématiques  du  jeune 
i^tranger.  Mais  là  encore  celui-ci  jouait  de  malheur.  Collins  lui 
fait  répondre,  le  6  avril  1678  (p.  86),  qu'il  considère  (2)  la  mé- 
thode de  sommation  des  séries  dont  parle  Leibniz  comme  donnée 
par  Mengoli  dans  un  ouvrage  publié  en  i658.  Avant  d'examiner 
le  fait,  Leibniz  répond  que  sa  méthode  doit  être  différente  (ce 
qui  ne  semble  pas  douteux)  et  que  Mengoli  n'a  dû  enseigner  que 
la  sommation  d'un  nombre  fini  de  termes,  tandis  qu'il  est,  lui,  par- 


(')    La   relation   CJJ' =  Cj*_t   est,  au  contraire,  une  découverte  de 

Fermât,  qui  en  a  laissé  partager  la  gloire  à  Pascal,  quoiqu'il  Teùt  faite   long- 
temps avant  ce  dernier. 

(^)  Putat.  Cette  expression  singulière  s'explique  par  l'obscurité  des  écrits  de 
Mengoli.  Toutefois  il  est  clair  que  Collins  en  a  tiré  une  méthode,  qu'il  possède 
bien,  mais  dont  il  ne  prétend  nullement  s'attribuer  l'invention. 
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iSc)-;);  S.  (juKTfiEu,  élude  approfondie  sur  Nicolas  de  Cues,  ses 
idées  el  ses  travaux  concernanl  la  Cosmographie  et  la  Géographie 
(avec  reproduction  d'une  curieuse  Carte  de  l'Europe  centrale); 
F.  MîJLLER,  terminologie  des  premiers  auteurs  mathématiques 
ayanl  écrit  en  allemand,  patient  relevé  qui  ne  me  semble  guère 
favorable  aux  idées  des  puristes  actuels;  E.  Wappler,  textes  pour 
rhistoire  de  l'Algèbre  en  Allemagne,  tirés  d'un  manuscrit  de 
Widmann  d'Eger;  II.  Staig.huller,  Johann  Scheubel,  professeur 
à  Tubingue,  surtout  considéré  comme  algébriste  (il  a  été  trop 
rabaissé  par  ïrcullein  et  mérite  d'être  placé  à  côté  de  Stîfel); 
M.  Steinsch^'eider,  bibliographie  des  écrits  mathématiques  com- 
posés par  des  auteurs  juifs  dans  la  première  moitié  du  xvi* siècle; 
K.  HuNRATH,  sur  les  Tables  trigonomélriques  de  Kheticus  et  de 
Viele,  étude  circonstanciée;  A.  von  Bralnmîjhl,  histoire  de  la 
méthode  de  proslha|)hérèse,  qui  servit  avant  l'invention  des  loga- 
rithmes, pour  éviter  les  multiplications  dans  les  calculs  trigono- 
métriques. 

XVII*  et  wMi*  siècles.  —  K.  Wohlwill,  la  découverte  de  la 
forme  parabolique  de  la  trajectoire  des  projectiles  (important 
article  auquel  je  consacrerai  une  étude  spéciale);  G.  Wertheim, 
exposé  clair  et  exact  de  la  dispute  entre  Fermât  et  Wallis;  J.-H. 
(/RAF,  sur  un  curieux  plagiat  d'une  Géométrie  pratique  du  gra- 
veur Sébastien  Leclerc,  mise  sous  le  nom  iVOzonam  (sic)  (*); 
(i.  Exestrom,  Wargentin  et  ses  travaux  sur  les  Tables  de  mor- 
talité (il  ne  mérite  pas  les  reproches  qu'on  lui  a  adressés  au  sujet 
de  l'emploi  de  la  méthode  dite  de  IJal/ey)]  E.  Gelcich,  sur 
l'histoire  de  la  détermination  des  longitudes  en  mer,  preuves  de 
l'incertitude  qu'elle  a  constamment  olFerle  avant  la  construction 
des  chronomètres. 

Mathématiques  modernes.  —  S.  Dickstkkn,  histoire  des  cri- 
tiques concernant  la  Théorie  des  fonctions  analytiques  de  La- 
grange;  P.  Stâckel,  Taurinus,  un  précurseur  de  Lobatchefski  et 
de  Bolyai  (c'est  le  neveu  de  Schweikarl,  qui  inventa  le  terme  de 


(M  Ozaiiaiii  avait  composé  une  (Jéome'trie  pratique  tout  à  fait  différente.  Le 
plagiaire  (Berne,  iTu^î))  a  voulu  lui  prcu«lre  son  nom,  m  m^mc  temps  qu'il  pre- 
nait l'ouvrage  à  un  autre. 
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Gt*omélrie  astrale);  F.  Meyer,  sur  l'Encyclopédie' des  Sciences 
Malhémaliques,  courte  analyse  des  six  premiers  articles  de  ce 
recueil;  F. -A.  Unger,  description  des  machines  à  calculer,  pleine 
d'indications  utiles. 

Ces  brèves  mentions  suffiront  à  peine  pour  donner  une  idée 
exacte  de  l'intérêt  qu'offre  ce  Fctschrift.  Sans  doute  il  n'élait  pas 
difficile,  pour  l'occasion  dont  il  s'agissait,  de  trouver  les  collabo- 
rateurs désirables;  mais  limiter  à  chacun  l'espace  autant  qu'il  a 
été  nécessaire  de  le  faire,  obtenir  néanmoins  des  articles  d'une 
valeur  réelle,  et  assurer  une  variété  aussi  complète,  cela  n'était 
point  une  tâche  aisée.  MM.  Curtze  et  Giinlher  doivent  être  fiers 
du  succès  de  leurs  efforts.  Paul  Tankery. 


H.  BROCARD.  —  Notes  de  bibliographie  des  courbes  géométriques, 
partie  complémentaire;  243  p.  in-S**  aulographiées,  imprimerie  et  litho- 
graphie Comte- Jacquet,  Bar-le-Duc;  1897. 

C'est  un  complément  de  l'utile  vocabulaire  dont  il  a  été  parlé 
dans  le  numéro  du  Bulletin  de  juillet  1898  (p.  i65).  L'étendue 
de  ce  complément  tient  moins  à  des  omissions  d'articles  dans  le 
premier  travail  qu'à  ce  que  M.  Brocard  a  développé,  en  général, 
les  indications  sur  chaque  courbe. 

Le  nombre  des  articles  s'élève  à  1022,  d'après  la  table  alphabé- 
tique commune  aux  deux  répertoires.  Il  est  vrai  que  tous  ces 
articles  ne  se  rapportent  pas  réellement  à  des  courbes,  et  que, 
d'autre  part,  il  y  a  quelques  doubles  emplois  ;  mais  on  ne  peut  que 
savoir  le  plus  grand  gré  à  M.  Brocard  d'avoir  relevé  patiemment 
une  nomenclature  aussi  étendue  et  d'avoir  ainsi  préparc  tous  les 
matériaux  pour  qui  voudra  entreprendre  de  dresser  un  catalogue 
méthodique  des  courbes  spécialement  dénommées  jusqu'à  présent. 

Bien  entendu,  un  répertoire  de  cette  nature  ne  peut  que  s'ac- 
croître sans  cesse,  si  on  veut  le  tenir  au  courant.  Mais  il  me  semble 
qu'il  est  déjà  assez  considérable  pour  qu'on  l'arrête  avec  le 
XIX*  siècle,  et  qu'on  laisse  s'écouler  une  ou  deux  générations  avant 
de  fixer  un  nouveau  jalon  lexicographiquc. 
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Le  travail  de  M.  Brocard  est-il  désormais  complet  pour  le  passé? 
Ce  serait  plutôt  là  le  point  important,  mais  je  ne  pense  pas  qu'il 
y  ait  personne  autre  que  l'auteur  qui  puisse  réellement  répondre 
à  cette  question,  et  il  a  montré  assez  de  conscience  et  de  savoir- 
faire  pour  que  nous  ayons  toute  confiance  en  lui.  Je  ne  compte 
pas  la  possibilité  de  signaler  quelque  nom  mort-né  perdu  dans  un 
Mémoire  oublié  ou  dans  un  manuscrit  inédit^  cette  possibilité 
existera  toujours,  mais  ne  peut  exciter  un  intérêt  proprement 
scientifique. 

C'est  ainsi  que  je  signalais,  l'autre  jour,  dans  ce  qui  reste  du 
Traité  des  coniques  de  Pascal  (*),  le  terme,  d'ailleurs  assez  mal 
fait,  à^antobole,  pour  désigner  la  section  conique  fermée  (cercle 
ou  ellipse)  :  «  vel  (planum)  per  verticem  non  transiens,  nulli  ex 
verticalibus  (lignes  du  sommet  ou  génératrices)  parallelum  est; 
talis  coni  sectio  est  Ântobola,  eo  quod  in  se  ipsam  redit.  » 

C'est  ainsi  encore  que,  tout  récemment,  j'ai  rencontré  à  la 
Bibliothèque  de  Munich  (cod.  gall.  247  à  262)  un  ouvrage  ano- 
nyme considérable,  dont  les  deux  dernières  parties  seraient  une 
mine  précieuse  pour  l'histoire  oubliée  des  lignes  courbes.  Cet 
ouvrage  intitulé  :  Application  de  l'Algèbre  et  des  lieux  géomé- 
triques pour  la  solution  des  problèmes  de  Géométrie,  est  certai- 
nement d'Ozanam,  et  il  n'a  été  achevé  qu'après  la  publication  de 
V Analyse  des  infiniment  petits  du  marquis  de  l'Hospital,  c'est- 
à-dire  après  1696. 

J'y  ai,  par  exemple,  relevé  ce  petit  détail  curieux  de  Thistoire 
à\x  folium  de  Descaries,  au  Livre  II,  Chap.  IV,  dans  une  série  de 
problèmes  concernant  le  tracé  des  tangentes. 

Probl.  42,  le  folium.,  rapporté  aux  tangentes  au  point  double 
comme  axes,  est  appelé  ligne  inclinée,  et  aucune  mention  de 
Descaries  n'y  est  faite. 

Le  probl.  43,  au  contraire,  débute  comme  suit  : 

«  Tirer  une  touchante  par  le  point  B  donné  sur  la  ligne  de 
Descartes  ABC.  » 

«  Celte  courbe  a  été  appelée  ligne  de  Descartes,  parce  que 


(')  Dcr  Brie/ivee/iset  von  G.-\V.  Leibniz  mit  Mathcmatikern,  Berlin,  Maycr 
cL  MUllcr,  1899,  p.  i36.  Voir  plus  haut  p.  16,  note  1. 
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M.  Dcscarles  en  a  parlé  le  premier,  et  qu'en  celle  façon  il  semble 
Tavoir  inventée.  » 

Suit  renoncé  de  <c  la  propriété  essentielle  »,  qui  conduit  immé- 
diatement à  a  Téquation  constitutive  »  : 

c'est-à-dire  à  Téquation  au  folium  rapporté  à  son  axe  de  symétrie 
I^OY)  et  à  la  perpendiculaire  au  point  double  (OX). 

De  fait,  Descartes  avait  proposé  \efolium  sous  la  première  forme 
à  Fermât  en  janvier  i638;  il  le  proposa  ensuite  sous  la  seconde 
(lettre  à  Mersenne  du  l'i  aoiU  i638)  à  Roberval,  pour  se  moquer 
de  lui  s'il  ne  reconnaissait  pas  que  c'était  la  même  courbe.  Il  me 
semble  que  la  rédaction  d*Ozanam  ne  peut  s'expliquer  qu'en 
admettant  qu'il  aura  compilé,  sans  se  rendre  compte  de  cette 
identité,  un  recueil  antérieur  dans  lequel  les  deux  problèmes 
étaient  dans  un  ordre  inverse,  la  ligne  de  Descartes  définie 
d'abord  de  la  seconde  façon,  puis  la  même  ligne  de  Descartes  qua- 
lifiée à* inclinée  et  définie  de  la  première  façon. 

Quand  Ozanam  écrivait,  il  y  avait  bien  trente  ans  que  Clerselier 
avait  publié  les  Lettres  de  Descartes  où  la  plaisanterie  de  ce 
dernier  était  révélée;  on  peut  admettre  que  le  recueil  que  je  sup- 
pose avait  été  formé  depuis.  En  tout  cas,  la  boucle  seule  du  foliuni 
est  figurée  sur  le  manuscrit,  et  non  les  branches  asymptotiques, 
qui  cependant  avaient  déjà  été  reconnues  par  Huygens. 

Paul  Taniskry. 


PASCAL  (E.)-  —  Die  Variationsreciinung  autorisikrtk  deutsche  Ausgabe, 
von  AdolJ Schepfy  i  vol.  in-S®,  vi-i46  p.,  Teubner;  1899. 

Nous  sommes  heureux  d'annoncer  la  traduction  allemande  de 
l'exposition  résumée  que  M.  Pascal  a  donnée  dans  les  Manuels 
Hœpli  de  la  théorie  du  Calcul  des  variations,  exposition  qui  forme, 
avec  le  Calcul  des  différences  finies,  la  troisième  partie  du  Calcul 
infinitésimal  de  l'auteur.  Le  Bulletin  (*)  a  déjà  parle  des  qualités 


(  ')  T.  X\I,,  p.  J70;  181)7. 
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et  de  Tobjet  du  iravail  de  M.  Pascal;  nous  nous  contenterons  de 
signaler,  cette  fois,  les  nombreux  et  intéressants  renseignements 
historiques  et  bibliographiques  que  Ton  j  trouve,  la  façon  dont 
est  mise  en  lumière  la  part  qu'ont  apportée  à  cette  théorie  ceux 
qui  Tout  fondée  et  développée.  J.  T. 


TCHEBY'CHEF  (P.-L.).  —  Œuvres  publiées  par  les  soins  de  MM.  A.  Markoff 
et  iV.  Sonitt,  Membres  ordinaires  de  rAcadémie  impériale  des  Sciences.  T.  I 
avec  portrait,  Saint-Pétersbourg  ;  1899.  Commissionnaires  de  T Académie 
impériale  des  Sciences,  vi-7i4  p-  in-4''- 

C'est  avec  beaucoup  de  plaisir  et  beaucoup  de  reconnaissance 
que  sera  accueillie  la  publication  des  Œuvres  de  Tcheb^chef.  Le 
grand  géomètre  russe  était  très  apprécié  et  très  populaire  dans 
notre  pa^s.  C'est  dans  les  Recueils  français  qu'il  a  publié  plusieurs 
des  plus  importants  de  ses  Mémoires,  il  nous  rendait  aussi  fré- 
quemment visite;  il  prenait  grand  plaisir  à  s'entretenir  avec  plu- 
sieurs d'entre  nous  et  à  nous  faire  connaître  les  conceptions  très 
originales  qui  impriment  un  caractère  si  particulier  à  chacun  de 
ses  travaux.  Nous  avions  tous  une  grande  admiration  pour  le 
savant,  en  même  temps  qu'une  grande  reconnaissance  pour  les 
marques  d'estime  et  de  bienveillance  qu'il  ne  cessait  de  nous 
prodiguer.  C'est  avec  joie  que  nous  voyons  revivre  ses  traits  dans 
le  portrait  que  les  éditeurs  ont  placé  en  tête  du  Volume  que  nous 
recevons  aujourd'hui. 

Cette  publication,  entreprise  grâce  au  concours  qu'a  bien 
voulu  assurer  M.  le  général  d'artillerie  W.-T.  ïchebychef,  frère 
du  regrett'»  géomètre,  sera,  nous  n'avons  pas  besoin  d'y  insister, 
un  véritable  service  rendu  aux  études  mathématiques.  Tchebjchef, 
on  le  sait,  était  un  géomètre  ne  se  rattachant  à  aucune  école; 
les  vues  qu'il  a  apportées  dans  les  Mathématiques  lui  appar- 
tiennent entièrement;  dans  la  solution  des  problèmes  qu'il  était 
conduit  à  se  poser,  il  a  apporté  une  rare  fertilité  de  moyens 
et  une  pénétration  véritablement  extraordinaire.  Il  a  pour  ainsi 
dire  renouvelé  l'élude  de  toutes  les  questions  dont  il  a  eu  à 
s'occuper.  L'étude  de  ses  travaux  est  donc  de  celles  que  Ton  ne 
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saurait  trop  recommander;  elle  est  de  nature  à  éveiller  chez  tous 
ceux  qui  l'entreprendront  sérieusement  les  qualités  d'originalité 
et  d'invention,  cet  esprit  d'initiative  qui  sont,  aujourd'hui  plus 
que  jamais,  nécessaires  à  tous  les  savants. 

MM.  Markoffet  Son  in,  auxquels  l'Académie  de  Sain  t-Pélersbourg 
a  confié  la  publication  nouvelle,  s'en  sont  occupés  avec  le  plus 
grand  zèle  ;  ils  ont  fait  appel  au  concours  désintéressé  de  beaucoup 
de  savants  russes,  principalement  d'anciens  élèves  de  Tchebjchef, 
et  ils  ont  eu  ainsi  à  leur  disposition  les  traductions  des  articles 
qui^  du  vivant  de  Tauleur,  ont  été  publiés  dans  une  seule  langue. 

L'édition  comprendra  deux  Volumes.  Elles  renferme  tous  les 
travaux  imprimés  du  vivant  de  Tauteur,  sauf  deux  thèses  publiées 
à  part  :  l'une  pour  le  grade  de  magister,  intitulée  :  Essai  d'ana- 
lyse élémentaire  de  la  théorie  des  probabilités,  Moscou,  i845, 
et  une  thèse  de  doctorat  intitulée  :  Théorie  des  congruences. 

L'ordre  chronologique  est  celui  qui  a  été  adopté  pour  la  distri- 
bution des  matières. 

Le  Tome  l  comprend  29  Notes  et  Mémoires  publiés  de  i843 
à  i858:ilsse  rapportent  aux  fractions  continues,  à  l'intégration 
des  diiïerentielles  irrationnelles,  à  la  théorie  des  cartes  géogra- 
phiques, à  celle  des  parallélogrammes,  aux  propriétés  des 
nombres  premiers,  à  l'interpolation  et  à  la  représentation  approxi- 
mative des  fonctions.  La  réunion  de  tant  de  beaux  travaux 
inspirés  par  les  mêmes  idées  directrices  donne  à  chacun  d'eux 
une  valeur  nouvelle;  elle  contribuera  à  assurer  le  développement 
et  la  continuation  de  recherches  que  Tchebychef  a  poursuivies 
pendant  toute  sa  vie  et  auxquelles  il  attribuait  avec  raison  tant 
d'importance.  G.   D. 


»o« 
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MELANGES. 


SUR  UNE  FORMULE  DE  WEIERSTRASS; 
Par  m.  Emile  PICARD. 

On  sait  quelle  est,  dans  la  ihcorîe  des  intégrales  liyperellip- 
tiques  d'après  Weierstrass,  l'importance  de  Tidcntité 

(1)        ^   I  >/n^) 1  à   r  v/FÔÔ  1  ^         \i{x,y) 

à^Uy^x))/V(y)\        ^yi{x^y)y/W{^)\        |/P(ar) /PÔô' 

OÙ  P(j^)  désigne  un  polynôme  arbitraire  ayant  des  racines 
distinctes  ai,  ^2)  •  •  •  i  <^/n  ^^  ^^  U(^,j^)  est  un  polynôme  en  x 
ely  défini  par  cette  identité  même.  Weierstrass  considère  l'inté- 
grale double 

Cette  intégrale  est  nulle  si,  ;jl  étant  le  plus  petit  des  deux 
nombres  [i  et  v,  on  a 

jJl  -4-  I  <  V. 

Si,  au  contraire,  |jl  -4-  i  =:  v,  l'intégrale  a  une  valeur  diflerente 
de  zéro.  C'est  ce  résultat  que  nous  nous  proposons  d'établir  d'une 
manière  très  simple  et  entièrement  différente  de  celle  de  l'illustre 
géomètre. 

Nous  allons  envisager  l'intégrale  double  prise  le  long  d'un 
domaine  à  deux  dimensions  formé  par  une  courbe  fermée  C  du 
plan  de  la  variable  x  qui  comprenne  à  son  intérieur  deux  des 
points  ûf,  et  par  une  courbe  fermée  C  analogue  dans  le  plan  de  la 
variable ^^  Si  les  deux  courbes  C  et  C,  tracées  sur  le  même  plan, 
offrent  la  disposition  de  la  /iff,  i,  c'est-à-dire  si  les  contours  C 
et  C  ne  se  coupent  pas  (ou  peuvent  être  ramenés  à  des  contours 
ne  se  coupant  pas  sans  traverser  les  points  a),  on  aura  de  suite, 
d'après  l'identité  (i). 


(I) 


puisque,  tous  les  éléments  restant  finis  dans  les  deux  intégrales 

f  J  ri.r\iy'-.r)z  I    I   oy  [(  r  -  y)  z  \ 
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on  n*a  qu^à  faire  ia  première  intégralion  dans  chacune  de  ces  inté- 
grales et  Ton  obtient  ainsi  zéro, 

Fig.  I. 

c 

Le  résultat  précédent  ne  subsiste  pas  si  les  deux  contours  ont 
la  disposition  de  la  Jig.  2. 

Les  contours  C  et  C  ont  deux  points  communs/?  et  q  et  le 
maniement  des  intégrales  (2)  demande  quelques  précautions  à 
cause  des  deux  éléments  qui  y  deviennent  infinis.  Prenons  sur  C 


deux  points  X\  et  x^  de  part  et  d'autre  de/>,  et  deux  points  x^  et 
Xk  de  part  et  d'autre  de  q.  Nous  allons  calculer  la  valeur  de  l'inté- 
grale 

rintégration  par  rapport  ky  étant  faite  le  long  de  C,  et  l'intégra- 
tion par  rapport  à  x  étant  faite  le  long  de  l'arc  XtX^  et  le  long  de 

l'arc  x^x^.  Le  radical  y/P(a:)  a  une  valeur  bien  déterminée  le  long 

de  C,  et  le  radical  yP{y)  une  valeur  bien  déterminée  le  long  de  C; 
nous  pouvons  supposer  qu'ils  sont  égaux  en  /?,  ils  auront  alors 
des  valeurs  de  signes  contraires  en  q. 

Ceci  posé,  l'intégrale  précédente  est  manifestement  égale  à 
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Pour  calculer  riutégrale  quî  forme  la  première  ligue,  U*açons 
un  arc  mrn,  comme  l^indique  la  fig.  2.  Une  intégrale  prise  le 
long  de  Cà  est  égale  à  la  somme  d\ine  intégrale  prise  le  long  du 
contour  mqnrm  et  d^une  intégrale  relative  au  contour  mrnpm. 
Or,  pour  la  première  ligne,  la  première  de  ces  deux  intégrales 
est  très  petite  si  x^  est  très  voisin  de  jr^;  la  seconde  se  réduit  à 


/ 


'^^^^       dy. 


{y—^i)\l^'iy) 


prise  le  long  du  contour  mrnpm  :  elle  a  donc  pour  valeur  'mi. 
L*intégrale  de  la  seconde  ligne  se  calculera  de  même  ;  sa  valeur 

est  encore  27:/,  en  se  rappelant  qu'en  q  les  radicaux  y/P(x)  et 

y/P(j^)  sont  de  signes  contraires. 
Si  Ton  calcule  maintenant  Tintégrale 


J  J  Oy\_{x—y)z\         ^ 


dans  les  mêmes  conditions,  on  trouve  évidemment  zéro.  Par  suite 
Tin  tég  raie 

y^i^.y) 


fj 


dx  dy. 


prise  pour^  le  long  de  C,  et  pour  j:Ie  long  de  C  à  l'exclusion  des 
deux  arcs  très  petits  x^x^  et  ^3^:4  est  très  voisine  de  \T.i,  On 
aura  donc  par  suite,   puisque  l'élément  de  cette  intégrale  reste 

fini  en  p  el  q^ 

\}(x,y) 


SI 


dx  dy  =  4  ~  ' . 


Ce    résultat   est  bien    d'accord   avec    la    relation   obtenue   par 
Weierstrass  et  qu'il  formule  de  la  manière  suivante  {^Œuvres, 

t.  I,  p.  1 17)  : 

'^*V{x.y)dxdy  _  jr 


ff 


Le  polynôme  K(^)  est  désigné  dans  notre  texte  par  P(^),  et 
r   represcnle  —• 
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coMPTi:s  i;kni)US  et  analyses. 

Emil  WOHLWILL.  —  Die  EvrDE'iKrxc;  der  Pvhvbklform  dkr  Wuiiff.inik, 
Jbhandlun^eu  zur  Cesc/ùcttte  dcr  Mathematik,  IX,  p.  579-G35,  Tciibner, 
Leipzig;  1899. 

Dans  le  quatrième  volume  de  son  Histoire  de  la  inélhode  expé- 
rimentale en  Italie,  ouvrage  où  sont  au  resle  consi<;ncs  les  résul- 
lals  de  recherches  exlrememenl  mcriloires,  llaCaello  Caverni  a 
soutenu  un  singulier  paradoxe  dont  le  tiième  essentiel  est  le  sui- 
vant :  ce  n'est  point  Galilée  cpii  a  découvert  qiic  la  trajectoire  des 
projectiles  <'st  une  parabole,  et  si  même  il  avait  eu  cette  idée,  il 
Tavait  écartée,  pour  s'en  tenir  a  la  fantastique  hypothèse  de  Tar- 
laglia.  La  découverte  serait  due  à  Cavalieri,  qui,  de  fait,  a  été  le 
premier  à  la  publier  dans  son  Specchio  ustorio  (i635î);  mais 
Galilée  aurait  ensuite  persuadé  Cavalieri  que  l'antériorité  lui 
appartenait,  et  se  serait  arrogé  une  gloire  dont,  au  dire  de  M.  Ca- 
verni, il  convient  de  le  dépouiller  sans  scrupule. 

M.  Wohlwill  a  cru  devoir  faire  à  ce  paradoxe  l'honneur  d'une 
réfutation  en  règle,  qu'il  ne  mérilait  certainement  pas  en  lui- 
même,  mais  (|ue  la  réputation  acquise  par  M.  Caverni  pouvait 
rendre  utile;  je  ne  m'étendrai  pas  sur  cette  réfutation,  faite  de 
main  de  maître;  je  constate  seulement  qu'elle  est  absolument 
compléle,  que  tous  les  détails  de  la  question  sont  parfaitement 
éclaircis,  et  (|ue  de  nouvelles  vérilicaliuns  ont  permis  de  piéciser 
certaines  dates  importantes. 

Mais  je  voudrais  présenter  quelques  réllcxions  sur  le  fait  bien 
connu  qui  a  été  le  point  de  départ  du  roman  échafaudé  par  AI.  Ca- 
verni; car  ce  fait  est,  à  nïon  avis,  un  élément  essentiel  de 
riiisloire  du  principe  de  rindépendance  de  l'eilet  d'une  force  et  de 
reffel  du  mouvement  antérieurement  acquis,  vX  cependant  il  me 
parait  avoir  été  négligé  sous  ce  rapport. 

Dans  son  célèbre  dialogue  des  ;l/a5.v//;i/6^/*,s7ew?/(i()3'>.),  (ialilée 
ne  parle  nullement  de  la  courbe  décrite  par  les  |)rojectiles  ;  il 
réserve  expressément  la  question  pour  l'ouvrage  dont  il  avait 
réuni  les  éléments  depuis  plus  de  vingt  ans,  les  Xito^^e  Scienze, 
i\\ù  parurent  en  i(>38.  Au  contraire,  il  énonce  très  claiiement  la 

Huit,  fies  Sciences  mathem.y  ■*'  st'rrie.  l.  WIV.  (  IVviicr  i()<n).)  3 
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loi  diîs  r.'iiTc'S  ilrs  Iciiips  pour  la  cliulc  des  graves,  el  il  pose  égale- 
infiil  le  principe  (le  riiidépendance  des  monveinenls,  c'esl-à-dire 
les  (liiux  éléments  néce>saires  et  sufiisanls  |>our  reconnaître  la 
forme  purabolirpie  des  trajecloires. 

Mais  dans  les  Massimi  Sistemi,  ce  principe  de  l'indépendance 
jon(!  surtout  un  rôle  important  pour  établir  que  les  mouvements  se 
passent  à  la  surface  de  la  t(;ri'e  de  la  même  façon,  soit  qu^elle 
louriie,  soit  qu'elle  ne  lourne  pas  :  c'est-à-dire  que  Galilée  étend 
rindépendance  au  mouvement  de  rotation  conçu  comme  tel,  qu'il 
n'admet  point  la  déviation  des  corps  vers  Test,  et  qu'il  n'a  aucune 
idée  <lu  théorème  de  Coriolis.  Personne  ne  peut  lui  en  faire  un 
reproche,  mais  il  importe,  pour  l'historien,  de  constater  le  fait; 
j'ajoute  que  le  seul  phénomène  à  la  surface  de  la  terre,  où  Galilée 
croit  voir  un  effet  lié  à  la  rolalion  de  la  terre  est  celui  des  marées, 
et  (pie  c'est  à  celle  (pjestion  qu'il  consacre  la  quatrième  journée  des 
A/(tssiffii  Sistrmiy  pour  exposer  une  théorie  1res  ingénieuse,  mais 
dont  les  conclusions  sont  naturellement  erronées. 

Le  seul  endroit  des  Massinn  Sis  te  mi  qui  puisse  faire  penser  que 
(jalilée  ait  eu,  au  moins  à  un  moment  donné,  quelques  scrupules 
sur  sa  façon  d'entendre  l'indépendance  des  mouvements,  se  ren- 
contre dans  une  réponse  de  Salviati  à  Simplicio,  après  le  calcul 
du  ttMups  de  la  chule  d'un  grave  depuis  la  lune  jusqu'à  la  terre  (*). 
Comme  le  péripaléticien  objecte  que  ce  temps,  quoique  très  réduit 
par  rapport  aux  évaluations  d(î  Scheiner,  est  encore  assez  grand 
pour  faire  croire  à  un  retard  du  point  de  chute  (déviation  vers 
l'ouest),  Salviati  répli(|ue  (pi'il  faudrait  beaucoup  plutôt  admettre 
une  avance  (dé'vialion  vers  Test),  |)uisque  le  mouvement  de  circu- 
lation se  fait  suivant  d(>s  cercles  de  plus  en  plus  petits.  Mais  si 
importante  que  soit  cette  remar(|ue,  elle  ne  vaut  que  comme  un 
doute.  Galilée  a  pu  le  ressentira  l'occasion  delà  question  spéciale 
(pi'il  traitait  là,  mais  il  n'a  pas  cru,  pour  cela,  devoir  modifier  ses 


(')  \o|.  m,  I».  !.')i).  tir  l'tùl.  N.i/.  —  l^c  calnil  du  Icmps  de  cliule  est  fait  en 
Mi|i|Mis.inl  l.t  roiir%(.iii('<>  di'  raiMM'Irralion,  maigre  rénoriiie  variation  de  distance. 
On  \cvv,i  «jiit'  t'flli'  roii«»lam'«'  rlail  l(tin  (Trln^  un  d«>^iiie  pour  (jalilêc.  M.  Wohl- 
will  a  d'.Milrr  p.ii I  rendu  lié"*  prohald**  (|u«*  toute  celte  discussion,  y  compris 
l'cnonri'-  de  l.i  loi  dc^  (Mirc<«  (!<>>  l('ni|»>,  est  une  addition  faite  en  dernier  lieu 
.lu   )d.in  priuiitil. 
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assenions  positives,  d'après  lesquelles  le  nioiivemenl  apparent  de 
chute  des  graves  se  fait  rigoureusement  selon  la  verticale,  pas  plus 
qu'il  n'a  jugé  à  propos,  dans  les  iViiove  Scienze,  de  revenir  sur 
ce  sujet. 

Il  s'ensuit  donc  que  lorsque,  dans  les  iMassimi  Sistemi,  il  parle 
lie  la  spirale  trajectoire  absolue  d'un  grave  (tombant  à  l'équa- 
teur)  (*),  si  l'on  veut  délerminer  cette  spirale  d'après  ses  idées, 
très  nettement  exprimées,  en  la  rapportant  au  centre  de  la  terre 
comme  pôle  cl,  comme  axe,  au  rajon  passant  par  la  position  ini- 
tiale, on  doit  prendre  une  équation  telle  que  celle-ci 


t  • 


(i)  p  =  rt ^10 

mais,  au  lieu  de  cela,  et  c'est  ici  la  pierre  de  scandale  pour 
M.  Caverni,  Galilée,  qui  n'a  point,  en  cet  endroit,  encore  énoncé 
la  loi  des  carrés  des  temps,  dit  qu'il  est  possible  que  cette  trajec- 
toire absolue  soit  un  ceicle  : 

{'i)  p  =  a  cosio  =  a  —  za  sm'  —  • 

Comment  cette  assertion  pouvait-elle  être  j)rise  par  les  mathé- 
maticiens contemporains  de  Galilée?  Aucun  d'eux,  surtout  Cava- 
licri,  ne  pouvait  lier  ce  problème,  de  la  trajectoire  absolue  du 
grave  abandonné  5  lui-même,  avec  celui  de  la  trajectoire  apparente 
(les  projectiles;  dans  un  cas,  le  mouvement  vers  le  centre  est  sup- 
posé changer  de  direction;  dans  l'autre,  il  est  supposé  rester  pa- 
rallèle à  lui-même.  Mais  aucun  d'eux  n'était  capable  non  plus  de 
reconnaître  l'erreur  de  principe  commise  par  (ialilée;  on  pouvait 
tout  au  plus  constater  la  contradiction  théorique  entre  la  loi  des 
carrés  des  temps  et  la  relation  (2),  comme  aussi  l'impossibilité  de 
laire  coïncider  sufiisamment  pour  l'expérience   les  relations  (1) 

et(:i),  car  cette  coïncidence  (si  I  on  remplace  sm  -  par—  1  exi- 
gerait encore  pour^'  une  valeur  ù  peu  près  dix  fois  plus  faible  que 
la  valeur  réelle. 
Ce  lut  dans  ces  limites   que  dut  se   borner  la  communication 


(')  J'ajoute  celle   rcslriclion,  (|iii    n'osl  poinl  dans  'Galilée,  parc**  «m'clle    esl 
ninduo  nécessaire  par  sa  lijîure  el  par  ses  explira lions. 
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faile  à  Galilée,  vn  iG-ij,  par  un  ami  de  Carcavi  (  probableinenl 
Fermai)  ('),  commuiiicaiion  inallieiireusemcnl  perdue.  Galilée  ré- 
pondît qu'il  ne  fallait  voir,  dans  son  hypothèse  de  la  possibilité 
d'une  forme  circulaire  de  la  lr;ijectoire  absolue,  qu'un  caprice  et 
une  bizarre  fanlaisie. 

Mais,  si  Ton  lait  abstraction  de  la  contradiction  avec  l'expé- 
rience, ce  caprice  n'est  nullement  une  absurdité.  Il  implique  seu- 
lement que,  théoriquement,  Galilée  ne  regardait  point  la  loi  des 
carrés  «les  temps  comme  d'une  rigueur  absolue,  c'est-à-<lire  qu'il 
doutait  si  la  pesanteur  restait  constante,  malgré  les  variations  de 
distance  au  centre  de  la  terre.  Était-il  capable  de  déterminer  la  loi 
de  variation  de  la  pesanteur  satisfaisant  à  la  condition  d^une  forme 
circulaire  pour  la  trajectoire  absolue?  C'est  bien  douteux;  cepen- 
dant on  ne  peut  se  prononcer  d'une  façon  assurée  pour  la  néga- 
tive, car  Galilée  a  été  loin  de  publier  toutes  ses  idées.  Or  je  suis, 
pour  ma  part,  de  l'opinion  de  Libri,  que  la  conception  des  indi- 
KHsibles  (-)  lui  appartient  et  que  l'on  doit  au  j>lus  hésiter  sur  la 
question  de  savoir  jusqu'à  (|uel  point  il  l'avait  développée. 

En  tout  cas,  en  supposant,  bien  entendu,  Tindépeudance  des 
mouvements  comme  il  l'admet  dans  les  tMassimi  Slslemi,  il  est 
aisé  de  reconnaître  que,  pour  que  la  trajectoire  absolue  soit  circu- 
laire, il  faut  que  la  pesanteur  soit  proportionnelle  à  la  distance  au 
centre.  Or,  il  est  remarquable  que  Galilée  ait  précisément  admis 
avec  grande  faveur  l'opinion  de  Beaugrand  sur  une  telle  propor- 
tionnalité, et  cela  malgré  les  paralogismes  évidents  commis  par 
Heaugrand  dans  sa  prétiMidiie  démonstration. 

Si  le  caprice  de  (ialilée  doit  s'expliquer,  comjue  le  dit 
M.  \\ohl\vill,  par  un  trait  de  caractère  du  grand  penseur,  et  aussi 
par  le  parti  polémique  qu'il  lire  de  sa  fantaisie,  il  me  semble  que 
les  remarques  qui  précèdent  en  peuvent  mieux  faire  com|)rendre 
le  point  de  départ  et  aussi  la  véritable  portée. 

l'our  en  revenir  à  Cavalieri,  je  dirais  aussi  (|ue  M.  Wohlwill 
montre  peut-être  un  peu  trop  d'indulgence  à  sou  égard.  Le  fait 


(')  il  SCSI  orcup'î  (le  \ù  spirale  de  Galilée  (voir  Œuvres  de  Fermât,  Paris, 
Gautiiier-N  iilars,  l.  III.  p.  70;  1N96). 

(-}  En  i(»3i,  (^axalieri  n'avail  encore  rien  publié  sur  ce  sujet:  Galilée  élail 
cepcntlunl  au  couidul  du  projet  tie  la  Geometria  indii'isibiliunt. 


i 
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d'avoir  imprimé  une  proposilion  (pTil  savait  appartenir  à  Galilée 
el  dont  il  ne  pouvait  douter  que  eelui-ci  ne  voulut  se  réserver  la 
publication,  était  au  moins  une  indiscrétion;  en  prévenant  le 
lecteur  qu'il  devait  en  parlie  ce  qu'il  allait  dire  aux  enseignements 
de  Castelli  et  aux  communications  de  Galilée,  il  aggravait  son 
lort;  car  ce  qui  lui  ap|)artenait  en  propre,  c'était  au  plus  une  dé- 
monstration facile  à  trouver  et  qui  ne  pouvait  dillerer  de  celle 
même  de  Galilée.  Celui-ci  fut  blessé,  puis  il  pardonna  devant  des 
excuses  qui  rachetaient  la  faute.  Nous  pouvons  bien  aussi  Texcuser, 

mais  elle  n'en  reste  pas  moins  réelle. 

Paul  Tawneivv. 


aaogiii* 


A.  BOUCHÉ-LECl.ERCQ.  —  L'Astrologik  grecqi.k,  xx-+-658  p.  gr.  in-S"; 

Ernest  Leroux»  i\aris;  1899. 

Dans  la  préface  de  mes  Recherches  sur  r histoire  de  l'Astro- 
nomie ancienne,  j'écrivais,  il  y  a  se|)t  ans,  que  l'histoire  de 
l'Astrologie  restait  entièrement  à  faire,  et  que  l'on  ne  pouvait 
même  pas  dire  que  le  premier  canevas  en  fiU  tracé. 

Aujourd'hui  cette  lacune  est  comblée,  et  je  dois  d'ailleurs  dé- 
clarer qu'elle  l'est  d'une  façon  qui  dépasse  ce  que  je  considérais 
comme  immédiatement  possible.  C'est  que  M.  Bouché-Leclerc((  a 
eu  la  grande  sagesse  de  savoir  délimiter  sou  sujet;  il  s'est  borné, 
en  principe,  à  le  considérer  dans  ranti(|uité  classique  et  à  ne 
tenir  compte  <|ue  des  ouvrages  astrologi(|ues  imprimés.  Dans  son 
Histoire  de  ta  Divination^  il  avait  déjà  prouvé  qu'il  était  ca|)al)le 
d'épuiser  un  sujet  ainsi  délimité,  quel(|ue  vaste  qu'il  fût;  et  l'on 
ne  peut  «pie  se  féliciter  si,  par  surcroit,  il  a  ajouté  quelques 
ejrcursus  indiqués  par  la  nalure  du  sujet,  mais  pour  lescpiels  il 
devait  recourir  à  de  nouvelles  sources. 

Le  savant  professeur  à  la  Faculté  des  Lettres  de  Paris  met 
quehpie  coquetterie  à  ne  pas  être  pris  pour  un  mathématicien;  il 
a  su,  en  tout  cas,  s'assimiler  toutes  les  connaissances  nécessaires 
pour  bien  comprendre  sa  matière  el  pour  l'expliquer  clairement 
et  exactement.  Je  dirai  même  que,  par  exemple,  les  figures  (pi'il  a 
I racées,  pmprio  Ma/te,  pour  rendre  compte  des  apparences  des 
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mouvements  planétaires,  mériteraient  amplement  cPélre  adoplécs 
dans  l'enseignement  des  Ijcées  pour  la  Cosmographie,  si,  ce  que 
je  crains  fort,  cet  enseignement  est  resté  ce  que  je  l'ai  connu. 
Notez  que,  dans  les  questions  de  détail  que  M.  Bouclié-Leclercq 
avait  à  traiter,  plus  d'une  exige  une  réflexion  attentive,  et  qu'une 
erreur  y  serait  bien  pardonnable,  même  à  un  professionnel.  Mais 
si  Ton  en  trouve  une  dans  son  Livre  (et  pour  ma  part,  au  point  de 
vue  mathématique,  je  n'en  ai  découvert  qu'une  seule),  ce  sera 
précisément  une  de  ces  inadvertances  que  l'on  passe  à  tout  le 
monde,  sauf  aux  enfants  de  l'école  primaire  (*). 

Il  y  a  cependant  des  lecteurs  que  M.  Bouché-Leclercq  ne  con- 
tentera pas.  Ce  sont  ceux  qui  voudraient  apprendre  dans  son 
livre  à  pratiquer  l'Astrologie.  Ils  feront  encore  mieux  de  le  lire 
que  de  recourir  au  Tetrabiblos  de  Ptolémée;  mais  il  n'est  peut- 
être  pas  inutileque  j'explique  pourquoi  ils  ne  seront  pas  beaucoup 
plus  avancés. 

Dans  tout  procédé  de  divination,  susceptible  de  conquérir  la 
vogue,  il  y  a,  comme  en  cartomancie,  le  petit  jeu  et  le  grand  jeu. 
Le  petit  jeu  repose  sur  un  petit  nombre  de  combinaisons  aisées, 
auxquelles  on  n'a  à  appliquer  que  des  rrgles  faciles  à  retenir,  mais 
on  n'obtient  que  des  réponses  vagues  ou  banales.  Le  grand  jeu 
approche  d'autant  plus  de  l'idéal  divinatoire  que  les  combinaisons 
sont  en  nombre  plus  considérable,  et  que  les  règles  sont  plus  com- 
pliquées. Le  devin,  et  c'est  là  son  art,  peut  alors  choisir  arbitraire- 
ment telle  règle  ou  telle  combinaison  pour  prédire  ce  qui  convient, 
et  pour  corriger  successivement  ce  qu'il  a  déjà  dit.  Si  plus  tard 
l'événement  le  dément,  sa  réponse  est  prête;  son  ait  est  sérieux 
et  impeccable;  mais  Thomme  peut  se  tromper;  il  a  oublié  telle  con- 
sidération dont  l'importance  est  cependant  bien  reconnue. 

Nul  procédé  de  divination  ne  peut  certainement  lutter  sous  ce 
rapport  avec  le  grand  jeu  de  la  génethliaque,  tel  (|uc  l'enseigne 
IHolémée  ;  les  combinaisons  sont  en  nombre  réellement  illimité, 
et  les  règles  forment  le  fouillis  le  plus  inextricable.  Évidemment 
c'est    un    simple    Irompe-l'œil  ;  jamais   aucun  praticien   ne   s'est 


(')  Page  7  :  «  Il  fallait  savoir  que  le  nombre  lo  est,  après  l'unilé,  le  premier 
nombre  qui  soit  composé  de  deux  moitiés  impaires.  »  C'est  probablement  là 
d'ailleurs  une  phrase  empruntée;  mais  je  n'ai  pu  deviner  à  qui  elle  Tétait. 
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assimilé  la  lotalilé  d*iinc  pareille  lliéorie  ;  mais  clirtcun  pouvait  y 
puiser  suivanisa  fantaisie,  et,  en  cas  de  besoin,  le  Livre  du  maître 
était  là,  susceptible  de  fournir  aux  accusalions  portant  contre  Tart 
une  riposte  décisive.  De  la  sorte,  l'Astrologie  put  régner  quinze 
cents  ans;  et  si  son  système  n'avait  pas  postulé  Timmobililé  de  la 
Terre,  nous  n'en  serions  peut-être  pas  encore  débarrassés. 

Après  Ptolémée,  et  en  dehors  de  lui,  nous  n'avons  ou  bien  que 
des  auteurs  qui  cherchent  à  l'imiter,  ou  bien  des  manuels  tout  à 
fait  enfantins  pour  le  petit  jeu  astrologique,  savoir  si  le  moment 
est  propice  pour  telle  ou  telle  action.  Le  degré  intermédiaire  fait 
défaut;  pour  apprendre  à  pratiquer  effectivement  l'Astrologie  à  la 
façon  des  Grecs,  il  faudrait  étudier  un  certain  nombre  de  thèmes 
et,  à  côté,  les  prédictions  réellement  faites.  Cela  est  possible  dans 
une  certaine  mesure,  au  moins  pour  l'Astrologie  de  la  Henaissance  ; 
mais  pour  l'antiquité,  il  faut  y  renoncer,  à  moins  que  l'on  n'ad- 
mette que  les  Byzantins  aient  conservé  les  traditions  classiques  et 
que  les  inédits  que  recherchent  actuellement  MM.  Cumont,  Boll 
etKroli,  ne  fournissent  pour  la  période  byzantine  des  documents 
qui  nous  manquent  jusqu'à  présent. 

Avant  Ptolémée,  les  matériaux  sont  insuffisants  pour  résoudre 
sûrement  un  certain  nombre  de  questions  capitales;  en  tout  cas, 
jM.  Bouché-Leclercq  a  su  en  tirer  un  assez  bon  parti  pour  établir 
un  point  important,  à  savoir  que  la  perfection  de  l'Astrologie  (au 
sens  que  j'ai  indiqué)  est  en  grande  partie  due  à  Ptolémée.  Il 
semble  certainement,  dans  son  Tetrabibhs,  s'être  montré  nova- 
leur  beaucoup  plus  original  et  réformateur  beaucoup  plus  hardi 
<|ue  dans  la  Syntaxe. 

Mais  d'où  vient  l'Astrologie?  quelles  sont  ses  premières  origines? 
M.  Bouché-Leclercq  fait  preuve,  vis-à-vis  des  h-gendes  consacrées, 
d'un  scepticisme  radical.  Il  prétend  réduire  au  minimum  les 
connaissances  astronomiques  des  Kgyptiens  et  des  Chaldéens;  il 
croit  que  leurs  procéilés  divinatoires  étaient  restés  tout  à  fait  dans 
les  limbes,  que  Télaboratiou  ])res(|ue  complète  eu  est  due  à  une 
aberration  du  génie  grec,  entraîné  par  sa  croyance  instinctive  à 
l'uiiilé  du  monde  et  par  le  goût  pour  les  sp(*culaiions  mysti(|ucs 
sur  les  nombres  et  les  figures  (pythagorisme).  Il  reconnaît 
d'ailleurs  très  nettement  qu'avant  leur  contact  plus  intime  avec 
rOrienl,  les  Grecs  ne  sup|)osaient  aux  a>lres  (|ue  des  inlluonces 
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iiM'lror()ln«;i(|iics,  iiKiis  îipW's  le»  conquelrs  d'Alexandre,  si  les 
|»rii|)leH  iM'IlriHHrs  oui  louriii  l.i  inalièrc,  ce  sont  les  Hellènes  qui 
onl  donné  hi  (orme. 

.re^linie(|ue  M.  nnu(:lié-Leelere(|  a  eu  ^randemcnl  raison  de  réagir 
vi^oun'us<*nienl  (Mnilre  les  exaf^éralions  donl  la  tradition  couranle 
il  tant  de  peine  à  se  délaire.  Mais  n'a-t-il  pas  été  trop  loin?  Je 
pense  pour  ma  part  cpie  ses  doutes,  relatifs  à  certaines  con- 
nalHsane(*H  aH|rononii(|uesdes  (îlialdéens,  ne  sont  pas  suliisaniment 
juHliliés.  Mais  snrioul  pour  rAslroloj;ie,  l'Iieure  n'est  pas  venue 
de  diM(-ul(*r  à  fond  la  (piestioii,  alors  qu'il  existe  encore  tant 
tTéerilures  eunéifornies  cpii  n'ont  pas  été  décliilïVées,  et  que,  d'un 
moment  t\  Tautre,  les  concdusions  aujourd'hui  les  plus  plausibles 
peuvent  être  mises  à  néant  par  une  déeouverle  inattendue.  Dans 
l'état  «eluel  «le»  nos  connaissances,  M.  Bouché-Leclerc(|  a  surtout 
raison  d'insister  sur  l(*s  faits  suivants  :  Pelosiris,  Necepsos, 
Manétlton,  (]ui  représentent  la  tradition  astrologique  éi^jptienne, 
sont  dt\H  noms  s«*rv«nl  d'enseigne  à  des  écrits  apocrvphes  dont  les 
auteurs  ont  rei^u  la  culture  «»rec(pie:  les  Cllialdéens  qui  ont  circidé 
dans  ri'lmpire  romain  comme  astrolo<*ues  viennent  sans  doute  de 
tout  autre  pav^i  ipio  île  la  CJialflée;  enlin,  les  écritures  cunéiftirmes 
astiH>loi;ii|ues  tléclulViéo  jusqu*à  présent  nous  révèlent  bien  des 
prtïcédés  analogues  à  ceux  ties  (irecs,  mais  sous  les  Ai*sacides  ou 
au  plus  tôt  sous  les  Séleucides,  c\\sl-à-ilire  après  Alexandre, 
louant  aux  ('.haldéens  antérieurs,  cliex  qui  les  noms  des  étoiles 
semblent  axoir  été  plus  ou  moins  dilVérenls,  on  est  encore  loin 
d'avoir  debi^uiillé  leur  r.iel:  il  devient  cependant  probable  que 
leur>  constellations  rodiacales  sont  Toiigine  tie  celles  des  Grecs; 
en  tout  c;i'<  on  n'a  cncon*  rien  ivnconliv  qni  ressemble  à  la  géneth- 
li^que:  ra>tixdoî;ie  se  borne  à  obserxer  des  conjonclions  et  des 
op|H\>ition>  el  '^uvlout  le>  cJrx^onst^nces  des  tVlipses  donl  elle  lire 
dc^  ptvx,i^es  d'uUorét  gênerai  el  n^>n  |^rlicnlier:  c'est  un  sujet 
quK  à  rc|Mquc  gxvcxjuc,  p;^s>o  tout  à  f^it  au  dernier  plan. 

Il  n\  n  c>l  p,^^  tnxMON  m\m  qno.  si  le  nom  de  f  .liaKKVn  esl  devenu, 
d,*»'>  r,initv^c.r»o»  >\r.*M'\n)e  d*Ast'\^logne.  il  a  bien  fallu  que  les 
1  K/.%  *  pv  .».:•*.  c;  t  e,.*  a>îï\^\^c  0  i  eux,  et  le  pr\>blrine  du  départ 
,:  •  :  'V  x;  ï\  ,.:.r  ,;vî:,\-^.o  <;  \%  ^rtvv^::e.  qui  est  en  tout  cas 
;^.  X  .     ,  :  /    •  ^.  .  V  ,  :  V  j.îr,  "x  ^x  :v.v  *\  ;v,<  nî.  Si  M.  fciucht'- 

l  .  ,       ,  :  x'    ,   •    .    .-         ::.  V.  :..r  ^.tî  q*30^jues  |v>tnls,  par 
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exemple  en  monlranl  que,  selon  loule  probabilité,  Torigine  de  la 
semaine  (avec  les  jours  dénommés  (raprès  les  planèles)  ne  remonle 
pas  beaucoup  au  delà  de  noire  ère,  il  ne  reste  encore  que  lro|> 
d'incerliludes  sur  n()nd)re  d'autres  cpieslions  non  moins  impor- 
tantes. 

f/aulenr  aura  en  tout  cas  pleinement  atteint  le  double  but  qiTil 
s'était  proposé:  constituer  un  répertoire  commode  pour  la  claire 
explication  des  termes  aslrolo<^i(pics  employés  dans  Tantiquilé, 
termes  dont  il  faut  connaître  le  sens  exact  pour  comprendre 
nombre  <le  documents  importants  pour  rUistoiie  de  TAstronomie; 
raconter,  sous  une  (orme  attrayante,  mal<;ré  Taridité  des  détails, 
riijstoire  de  cette  singulière  maladie  de  l'esprit  bumain  à  laquelle 
si  peu  de  matliématiciens  ont  écbappé,  à  partir  de  son  invasion, 
que  le  nom  de  leur  science,  Vars  /ttafhcmaficn,  est  précisément, 
dans  Tantiquité,  devenu  celui  de  TAstrologie. 

I\VUL    T.VJVJNKUY. 


KIEPERT  (L.)-  —  Grlndhiss  dkr  Differkntial  rxn  Intkgral-Riccuxunc;. 
11.  Thoil  :  Itttcf^rnl-Rcclnuui}^.  Siehcnte  verbcxscrte  iiiid  vermehrte  Aujlage 
des  ^leichnamii^cn  Leilfadens,  von  1)"^  Max  Stci^cinnim.  i  vol.  in -8",  xx- 
(W7  \).  Helwinjische  Verlagsbuchliamilunjj::  1899. 

La  dernière  édition  de  ce  Traité  ne  remonte  qu'à  trois  ans; 
c\*st  la  meilleure  preuve  de  la  faveur  dont  il  jouit  dans  le  public 
pour  lequel  il  a  été  écrit.  M.  Kiepert  ne  signale  d'ailleurs  qu'un 
petit  nombre  de  cbangements  sur  la  sixièiiie  édition  ;  mais,  dans 
la  préface,  il  fait  un  pressant  ap|>el  aux  lecbniciens  pour  que 
ceux-ci  veuillent  bien  lui  signaler  les  défauts  ou  les  lacunes  de  son 
Livre  :  cet  appel  mérite  d  être  signalé  et  cetl(;  opinion  que,  ])Our 
écrire  un  livre  de  ce  genre,  la  collaboration  entre*  le  savant  et  l'in- 
génieur est  très  désirable,  contient  sans  doute  une  grande  part  de 
vérité;  ce  qui  intéresse  l'un  n'est  pas  toujours  ce  cpii  intéresse 
Taulre;  s'il  ap|)artient  sûrement  au  premier  d'étal)Iir  bîs  j)ro|)o- 
sltions  fondamentales  et  de  coordonner  les  matières  cpiil  traite,  il 
appartient  aux  praticiens  de  dire  (pielles  cboses  leur  servent 
eirecli\ement,  quelles  parties  il  faut  élaguer,  malgré  leur  intérêt 
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thfkvrîque.  \er§  quel  Lui  il  faut  dîrî^^er  le  l«:^leiir.  El  il  e>l  \rai 
aa<§î  que  les  collaL«^raleur>  de  celle  dernière  sorte  doivent  être 
multiples,  parce  que  les  besoins  des  uns  ne  sont  |us  ceux  des  autres  : 
^ioe  à  leur  concours,  s'ils  veulent  l'apporter,  l'ancien  manuel  de 
Ste^emann.  que  M.  kie|>ert  a  déjà  singulièrement  ani<^lioré«  el 
dont  le  remaniement  est  facile  puis4^u*ii  continuera  sans  doute  de 
s'écouler  aussi  rapidement,  pourrait  rendre  encore  de  meilleurs 
services.  J.  T. 


MELANGES. 

SUR  UVE  RELATIOV  GÉOMÉTRIQUE  EHTRE  DEUX  COURRES; 

PAa  M.  >.  J.  HATZID\klS. 

Le*  normales  an\di(Térenls  points  dune  courbe  c  qui  font  avec 
les  normales  principales,  aux  points  correspondants,  un  angle 
constant  le  lon;r  de  la  courbe,  peuvent-elles  être  normales  prin- 
cipales ou  binormales  dune  autre  courbe  c  ? 

Premier  cas.  —  En  posant  MM'=<i,  on  aura,  pour  des  coor- 
données relati\es  de  M'  par  rapport  au  Iriôdre  de  M  :  o.  <icosS, 
/^fsinO.  H  désijrnanl  rani:le  constant  uienlionnê.  Les  projections 
de  la  vitesse  relative  de  M'  sur  les  a\cs  du  Irîrdre  de  M  seront 
t  DiBBOux,  Sur/aces,  t.  L  p.  8  » 

car  <î  doit  élre  é\idemnienl  constaut.  si  la  droite  MM'  est  perpen- 
ilîruldire  à  la  \iles<e  de  M,  ce  qui  est  une  condition  nécessaire. 

Le  Irièdre  de  c,  dans  une  po^^ilioii  quelct»n(|tie,  devieiulra 
par<illf'le  ;iti  Iririlre  de  r\  <\  on  le  fait  tourner  d'abord  autour  tie  la 
tanî^enlc  M. r  jusqu'à  ce  que  la  ni>rniale  principale  M  >•  coïncide 
ii\ec  MM  .  el  ensuite  autour  de  MM  jusqu'à  ce  que  Mx  <le\iennc 
pardIK-le  à  M'.r'. 

Si  doiir  ni»u<  roncc\i>n>  un  Irièilro  internirilinii r  .ri'r*,,   qui 
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résulte  après  avoir  fail  tourner  seulement  autour  de  Mx,  on  aura, 
pour  les  rotations/?!,  q^,  r^  de  ce  dernier  trièdre, 

qi=      ^  cosO -i- r  sinO  = /•  sinO, 
ri  =  —  ^  sinO  -H  rcosO  =  /•  cosO. 

Mais  nous  avons,  d*un  autre  côté, 

,  .  ,  du>  ,  . 

p  =  pi  cos  10 -i- ri  simu,  q  ~  q^-\ — -y  r  = — /?i  sinw -f- ri  costo, 

tu  =  angle  (Ma*,  M'x')\ 

on  aura  lionc,  en  remplaçant, 

Ip'  =  pcos(x}  -+-  rcosO  sino), 

(i)  '  rsinO  = f 

as 

/•'  =  —  /?  sin  (0  -4-  /*  cos  0  cos  oj. 

On  a  ainsi  les  deux  rotations/?',  r'  en  fonction  des  courbures/?,  /• 
de  M  (»). 

Uanglc  0)  peut  être  exprimé  en  fonction  de  /?,  r,  a  et  6^  en  effet, 
on  a 

(•>.  )      V'cosw  =  I  —  fa  cosO,         V'sinto  = — VJ  sinO -h  V'-cosO  =  rt/>, 

d'où 

(i)  lancrto  = r* 

Remarquons  que  Ton  a  aussi 

w  =  —  sin  0  I  r  ds  -h  const. 


(')  On  a  supposé  ici  8<  -»  w<    '»  que   les  sens  positifs  des   triùdrcs  ont  la 

même  orientation  et  que  la  projection  de  la  vitesse  V  sur  le    plan  yz   fait   un 

angle  aigu   avec   Mz;  dans   le  second  cas,  0<  — t  w<  ^»  les  sens  positifs   des 

trièdres  sont  supposés  d'orientation  contraire  et  que  la  projection  de  la  vitesse  V 
sur  le  plan  yz  fait  un  angle  aigu  avec  M  y.  Si  Ton  change  ces  conditions,  on  doit 
clianger  aussi  quelques  signes  dans  les  formules. 
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On  lire  des  égaillés  (?.) 

ds'^- 
{  4  •  V'i  ==  -,—  =11  —  ra  cosO  .î  —  a V*- 

On  a  mainlenanl 

V  V 

el  comme,  (  2\ 

I        «into 


il  vienl,  (T», 


» 


\^ 


A 


i     .  — az 

f    s  =  ^ -. ■- 

On  a  ainsi  les  deux  courbures  de  c  en  fonction  de  celles 
de  c  ci  lie  a.  co,  h:  ou  lu'en,  à  eu  use  de  *  3  ■, 


La  courbe  e  nesi  pas  tout  ù  faii  arbitraire:  en  effel,  on  a, 

\  T'  el  (  ^^  , 


.    ^  d  an 

r  MU*»  — Y  ^^^  l«»n:: 

ils  1  —  ra  oof '» 


ou  hion 


.1  :  [  :  --  I  ffs  :=  ds        '  </i  / 

éqnalion  ilirtérenliollo  uni  iK' finira  la  combe  «\  quanti  <7,  ^  seront 
donnés.  On  on  lire 


,S^ 


o. 


La  courbe  c  n\^si  /as^  nr.fi  fdus,  /»•.•//  à  fail  arbitraire ,  car 
ses  doux  Taxons  ^  ,  t  soni  lirs,  6  .  aux  nî\on<  de  r:  si  donc  on 
élimîno«  onlro  (>  ol  S.  los  t|nanl)tos  :.  t,  on  aura  une  é<|nation 
do  U  forme  f\:  ,  t,  c     -  o. 
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Des  cas  particuliers  très  inléressanls  sont  les  doux  suivanls  : 

r^  0  =  0.  Alors  les  normales  principales  des  deux  courbes 
coïncident.  On  retrouve  les  courbes  de  M.  Bertrand  (Darboux, 
I.  I,  p.  i3  el  suiv.).  El,  en  cllel,  récpiation  (7)  devient  alors 

d-z  _        a  /    do  d-z\ 

d's  ~~  f^Vdi  ~^'d~s)* 


ou  bien,  en  întéjrranl, 


_  a 


On  Ironve,  en  outre,  (o  =  consl.,  etc. 

Keniar<|uons  qu'en  supposant  (0  =  const.,  on  a  de  nouveau  le 
cas  de  M.  Bertrand,  ou  bien  le  cas  évident  d\ine  droite  c  et  d'une 
liélice  cylindrique  c',  (i)  et  (5). 

a"  0  =  '-•  La  binormale  de  c  coïncide  cwec  la  normale  prin- 

cipale  de  c' \  on  a  ainsi  les  courbes  c'  de  INI.  Mannbeim  (voir 
Comptes  rendus,  novembre  i8rj,ou  Intermédiaire  des  Mathé- 
maticiens, mai  et  juillet  i8()()).  Les  deux  courbures  de  d  sont 
liées  par  une  équation  algébrique  du  second  degré  d'une 
forme  particulière,  . ..  (Voir  second  cas). 

Second  cas.' —  Nous  allons  maintenant  considérer  le  cas  où  les 
normales  aux  dilïerenls  pv>inls  d'une  courbe  c  qui  fonl,  avec  les 
normales  principales  aux  points  correspondants,  un  angle  constant 
le  lon*^  de  la  courbe,  sont  binormalcs  d'une  autre  courbe  c. 

En  posant  M\r=^,  et  Q' désignant  Tangle  constant  menlionné, 
on  aura,  pour  les  projections  de  la  vitesse  relative  de  M'  sur  les 
axes  du  trièdre  de  r, 

/  \'Jr=z  i  —  ar  sin 0,         V'^  =  —  np  cos 0,         V-  =  ap sin 0 

"'   !  («=-;-"■)■ 

puisqu'on  aura  a  =  consl. 

f-,e  trièdre  de  c,  dans  une  |)Osition  quelconcpie,  deviendra  paral- 
lèle au  trièdre  de  r',  si  on  le  fait  tourner  d'abord  autour  de  la 
tangente  -M.r  jusqu'à  ce  que  la  binormale  M:;  coïncide  avec  MM', 
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cl  ensuite  autour  de  MM'  jusqu'à  ce  que  Mjr  devienne  parallèle 
a  M'y.  Il  suffit  donc  de  considérer  un  Irièdre  intermédiaire  xvi  z' 
pour  avoir,  pour  les  rotations/?,,  //,,  /*,  de  ce  dernier  trièdre, 

q^=  q  co«iO  —  /•  sinO  —  —  r  sinO, 
/•,  =  y  iinO  -i-  rcosO  =  /cosO, 

puisque  //  =  o. 

Mais,  d'un  autre  côté, 

/>  ~ /?iCOSto -7- ^iSincii,  /^rg-h— -,  q  r:- — />|  siii  w  — //icosw. 

d'où,  en  remplaçant,  il  vient 

'  p'  =:  p  cn>ui  —  rsinOsiiKo, 
1  r  =  rrosO  -. — ,   > 


f/'  ~  o  =  —  yo  sinw  —  /•  sinOcosio, 
co  =  angle ( M j-,  M'a-';. 

Des  équations  (2)  on  lire 

—  /' 
(3;  tangcii  = sinO, 

mais,  comme  on  trouve  aussi  des  égalités  (1), 

—  rin 

il  vient 

(3)  rsinO  =  rz( /?2-h  r^sin-O  ), 

c'esl-ù-dlre 

sin  0  /  I  sin-0  , 

L'éfj nation  alf^êbrique  du  second  déparé  (5')  ^/o/7  donc  être 
vérifiée  par  les  deux  courbures  de  la  courbe  M. 

Il  est  facile  de  montrer  (|iie,  rt'ciproqucinenl,  toute  courbe 
satisfaisant  à  C équation  (5')  a  la  propriété  *:éométrif/ue  indi- 
quée. Nous  omettons  la  démonstration  à  cause  du  manque  de 
place. 
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Comme  on  u 

V  .       V 

p  =—  -r,  /•  =  -,  , 

I     ^ 

ii  vient,  des  relations  ('>.), 

j    I         — sin<o  /       rosoj        sinoj    .    /\ 

< 

1    I    _  sinco  /rosO        f/u)\ 


if,; 


puisque,  (i), 

II)  V     —     -  : -^  . 

sinco 
l/é(|ualion  (.i)  nous  donne 

—  rsinO  p 

sinoj  —  —  -  -   —  -■■  cos<o  —  — j       ' 


ri 

f/r  dp 

fh*i  .    -  '    (h  (Is 

—,-    =  —  smO 


(is  />--T-  /-^sin^O  * 

d4»nc  on  a,  ((j), 


sin  0  T 

(I        Q 


/    I                      T^siiiO          1  rosO         .    ,  '  f/ii       \/s    | 
f  -  -  =  — \  —    ...  —  sin  0 / 


l)onc,  f/es  deux  iiiyoïis  de  la  courbe.  c\  celui  de  torsion 
s' ex f trime  en  fonction  des  p,  t  de  c  \  ou  bien,  (^)'),  en  fonction 
île  p  AT///]  et  des  n  et  0,   celui  de  courbure,  au  contraire,  au 

j  dp     dz  f 

moyen  des  o,  t,  -.-  >  -r  »  ^',  'i. 

Les  (juanlilés  «,  0  donn«*es,  aucune  des  deux  courI)es  n'esl.  tout 
à  fait  arbitraire;  en  elïel,  la  courbe  c  est  dt'liuie  |>ar  rrcpialion 
al<;«'d)rif[ue  (;V);  la  courbe  r'  doit  vérifier  une  équation  dilléreu- 
lielle  entn»  ses  deux  ra\ons,  (lue  Ton  trouvera  eu  éliminant, 
rnire  (.V)  et  les  inléj;rales  de  (7  ),  p,  t.  Nous  Tomettons  ici. 


4^  pi:K3I1i:ki-:  I'artie. 

L>»-ii\  •  i-i  f».«rlK-uIi*iT>  mil  jriiti.ii>l*:>  ^•»Dl  {*-*  >eii\«iiil'»>  : 

1  S  =  »».  L>??>  lilD«iriiiàlv<  *h:<  «ieux  o>iirbe>  «•tïncîJoiil.  el, 
i<.»ciime  *ju  a.     ^   •  /•  ^în^*  :=  ••.  «iM  aura 

ou         /■«  =  o.         •  'j  bien  -rint»  =  o: 

^*  =  u  «jonn»*  aiis-i  /'  =  »».  ot  le-^  Jr-îi\  c«»iirli^>  s-'^nl  plaoes;  on  a, 
i  ,  au?>i  ••►  =  o,  J  où  r  ^  r:  le^  c»>ur.e^  >onl  i'2jle>,  |tiiî§qii  on 
a.  eo  pf^nrraL  ■  i   . 

el  i«-i.  ji^r  >iiîle.  '/<  ^  */<  «?  re>le  îndrjteriainr  .  L^s  conrhes  sont 
de$  f-cirjns  p'^tnr's  ti' une  .<nr/*v^e  cyiî/oJri'/ue  ::^nt?raie^  ré- 
siliât r^ideol  au^si  *t  priori. 

Si  '-•>  =  ••,  p  ^  o.  Mil  :»  au->i.  4  MU  i  ,  'i  =z  o.  Le^  deux  courbes 
•^  'nicident.  ce  qu'on  j-mrr.*;!  au-i-i  Imuvrr  d'avance. 

'2'  ^  =  -•  La  bin«>rmale  de  '/  CMincide  a\t-c  l«  normale  prîncî- 

|»ale  de  «*.  I.a  coin  bec  e-t  une  courf***  de  J/.  Mono/t^^im  el  Féqua- 
lit»n  ■  y    dcMcnl  l.i«-u  1  ri|iijlii»n  de  ve>  courLos  : 

I  i  I 

-  =  <i  ' —  t  - 

Cf.  IVeiuier  cj^  . 

ft^m-r/ 'ff/e.  —  N»»iis  ax^^n-i  eu  «:'»nnji'i'i  in.;e,  apr»'>  la  rédaction 
Jr--  li^r.o^  l'rév'.-  Ir-ntr.'».  d*ii:i  Vrli-. !'*  «le  M.  E.  tl'>àro.  qui  traite  la 
lîirriie  •{  :v-ti  -ti     'l'A  peu  u-'tiér tl;>r-e    j».ir  une  méthode  dillerente 
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Ernst  SGHRODER.  —  Algebra  der  Logik,  t.  I,  xii-717  p.;    1890. 
T.  II,  i"*  Partie,  \iv-4oo  p.;  1891.  Leipzig,  Toubner. 

M.  Schrôder,  l'auteur  bien  connu  d'un  Lehrbuch  der  A  rit  h- 
metik  und  Algebra  (1873),  a  consacré  un  gros  Ouvrage  (et  une 
grande  partie  de  sa  vie)  à  développer  le  Calcul  logique  de  Boole, 
à  le  corriger,  à  le  perfectionner,  et  à  en  faire  une  Science  indépen- 
dante et  complète  (  *  ).  Nous  ne  nous  étendrons  pas  ici  sur  les  rai- 
sons philosophiques  qui  rendent  ce  système  utile  et  même  néces- 
saire au  progrès  de  la  Logique,  et  que  l'auteur  a  exposées  tout  au 
long  dans  une  Introduction  de  126  pages.  Nous  nous  proposons 
simplement  de  faire  connaître  cette  nouvelle  Algèbre  aux  Mathé- 
maticiens, de  leur  en  expliquer  les  principes,  les  déHnitions  et  les 
règles  fondamentales. 

Voici  comment  la  Logique  est  devenue  susceptible  d'un  traite- 
ment mathématique,  et  a  donné  naissance  à  celle  Algèbre.  Tout 
jugement  catégorique  (à  copule  est)  exprime  un  rapport  d'inclu- 
sion ou  d'exclusion  entre  deux  concepts  :  or  chaque  concept  a  une 
extension,  c'est-à-dire  détermine  une  certaine  classe  d'objets  aux- 
quels il  s'applique.  Donc,  au  point  de  vue  de  l'extension,  le  rap- 
port d'inclusion  de  deux  concepts  se  traduit  par  le  rapport  d'in- 
clusion des  classes  correspondantes.  Dire  «  tout  a  est  b  »,  c'est 
affirmer  que  la  classe  a  est  contenue  dans  la  classe  b.  On  exprimera 
cette  relation  de  contenu  à  contenant  par  un  signe  approprié  ('-*), 
et  l'on  écrira 

Telle  est  la  relation  fondamentale  de  la  Logique  selon  M.  Schrôder 


(')  C'est  ce  que  l'Auleur  avait  commencé  à  faire  dans  son  opuscule  :  Der  Ope- 
rationskreU  des  Logikkalkuls^  .'17  pages  (Leipzig,  Tcubner,  1^77). 

(')  Le  signe  employé  par  ^L  SchroHcr  est  formé  par  la  réunion  du  signe 
d'égalité  et  du  signe  d*inclusion  proprement  dite  (analogue  au  signe  d'inéga- 
lité -C)«  Comme  nous  n'aurons  jamais  besoin  de  ce  dernier,  nous  remployons 
pour  désigner  la  relation  générale  d*inclusion. 

(*)  Qu'on  peut  lire  :  a  a  dans  b  ». 

Butt,  des  Sciences  niathéin.,  2*  série,  l.  X\IV.  (Mars  lyoo.)  4 
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(§§  i,  S).  Elle  jouit  de  deux  propriétés  essentielles  qui  constituent 
les  deux  principes  de  TAIgèbre  de  la  Logique  : 

I.  a<,a. 

«  (Tout)  a  est  a.  »  C'est  \e  principe  d'identité, 
II.   Si  a  <  6  et  6  <  c,  il  en  résuhe 

a  <ic. 

C'est  \^  principe  du  syllogisme  (en  Barbara), 

Il  va  sans  dire  que  la  relation  d'inclusion  (de  subsomplion) 
n'exclut  pas  V identité  :  dire  que  tout  a  est  6,  ce  n'est  pas  affirmer 
que  tout  b  est  a,  mais  ce  n'est  pas  non  plus  affirmer  qu'il  y  a 
d'autres  b  que  les  a  (des  b  qui  ne  sont  pas  a). 

Il  est  clair  que  les  deux  classes  a  cl  b  seront  identiques,  si 
tout  a  est  b  et  si  tout  b  est  a.  D'où  la  définition  formelle  de  Téga- 
lité  logique  (ou  identité)  : 

«  Si  a  <  t  et  6  <  rt,  on  a  rt  =  6,  et  réciproquement.  » 

De  cette  définition  et  du  principe  d'identité,  il  résulte  que 

a  =  a. 

De  la  même  définition  et  du  principe  du  syllogisme  résultent  les 
propositions  suivantes  : 

«  Si  a  <  6,  et  6  =  c,  on  a  a  <  c.  » 

«  Si  a  =  6,  et  6  <<  c,  on  a  tf  <<  c.  » 

«  Si  «  =  6,  et  6  =  c,  on  a  a  =  c  (§  i).  » 

Comme  on  le  voit,  les  concepts  sont  représentés  dans  le  calcul, 
ou  plutôt  remplacés  par  les  classes  qui  constituent  leur  extension, 
c'est-à-dire  par  des  ensembles  d'objets  ou  d'individus  quelconques 
(qui  forment  ce  qu'on  appelle  en  Logique  des  espèces  et  des  genres). 
La  relation  de  l'espèce  au  genre  est  ramenée  à  la  relation  (pure- 
ment extensive)  du  contenu  au  contenant.  Le  Calcul  logique  n'est 
donc  pas  autre  chose  que  le  Calcul  des  ensembles  considérés  au 
point  de  vue  de  leur  inclusion  ou  exclusion  relative  (*). 


(')  On  remarquera  que  la  théorie  des  ensembles  pourrait  s'exprimer  commo- 
dément et  avec  avantage  au  moyen  des  notations  de  la  Logique.  La  relation  <C  a 
déjà  été  adoptée  par  MM.  Canton  et  Dcdckind.  De  même,  on  verra  que  ces  auteurs 
ont  employé  les  notions  de  somme  et  de  produit  logiques,  sous  une  notation 
dilTcrente, 
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D'antre  pnrl,  la  lliéorie  des  ensembles  trouve  une  interprétation 
naturelle  et  une  application  intuitive  en  Gëonictric,  dans  Totudc 
des  «  domaines  »  ou  «  ensembles  de  points  »  ;  ceux-ci  peuvent 
donc  servir  de  schèmes  aux  classes,  el  par  suile  aux  conccpls  cor- 
respondants. Ce  schématisme  avait  déjà  élé  employé  par  Eu  1er, 
qui  figurait  Textension  des  concepts  par  des  cercles  qui  s'em- 
boîtent ou  se  coupent  muluellement.  Ainsi,  à  côté  de  son  inter- 
prétation logique,  la  nouvelle  Algèbre  comporte  des  applications 
variées  à  la  théorie  des  ensembles  et  à  la  Géométrie  (§  3). 

Nous  allons  maintenant  définir  les  trois  opérations  fondamen- 
tales de  la  Logique.  Les  deux  premières,  qui  sont  des  combinaisons 
de  deux  termes,  s'appellent  multiplication  et  addition,  en  vertu 
de  leur  analogie  formelle  avec  les  opérations  arithmétiques  de 
même  nom  (*  ). 

La  somme  de  deux  classes  a  et  b  esl  Tensemble  des  objets  con- 
lenus  dans  Tune  ou  l'autre  de  ces  classes.  On  la  définira  donc  for- 
mellement comme  suit  : 

«  Si  a  <  c  et  6  <<  c,  on  a  a  -I-  6  <  c,  et  réciproquement.  » 

Cela  signifie  que  toute  classe  c  qui  contient  à  la  fois  a  et  b 
contient  leur  somme  a  +  6;  et  réciproquement. 

Le  produit  de  deux  classes  a  el  b  est  Tensemble  des  objets 
contenus  à  la  fois  dans  Tune  et  dans  l'autre  (communs  à  toutes 
deux).  On  le  définira  donc  formellement  comme  suit  : 

«  Si  c  <  rt  et  c  <  6,  on  a  c  <  a6.  » 

Cela  veut  dire  que  toute  classe  c  contenue  à  la  fois  dans  a 
et  dans  b  est  contenue  dans  leur  produit  ab\  et  réciproque- 
ment (2)  (§5). 

Il  convient  de  définir  en  même  temps  deux  classes  particulières, 
qui  joueront  le  rôle  de  modules  de  l'addition  et  de  la  multiplica- 


(')  Oo  les  désignera  aussi  par  les  mémos  signes  algébriques. 

(^)  On  «remarquera  que  ces  notions  de  somme  et  de  />rorf«t7  coïncident  respec- 
tivement avec  les  notions  du  plus  petit  commun  multiple  et  du  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  deux  ensembles  (de  .>f.  Canlor,  ap.  Atathematische  Annalen, 
t.  XVII  et  XXI)  et  avec  celles  que  M.  Dedekind  désigne  par  in(A,n,  ...)  et 
«(A,  B,...)  ap.  Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen?  n°"  8  et  17  (liraunsclnveig, 
Vicweg,  1887).  M.  Cantor  indiffuc  par  le  signe  -+-  la  somme  de  plusieurs  ensembles. 
quand  ils  sont  deux  à  deux  sans  connexion  (n'ont  aucun  élément  commun  ).  C'est 
la  somme  loglipio  telle  que  la  concevait  Boole;  mais  cette  restriction  est  inutile 
et  même  fâcheuse,  comme  le  montre  M:  Sclinider  (§  IS  ). 
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tion,  et  que,  par  suite  de  cette  analogie  formelle,  on  représentera 
respectivement  par  les  chiffres  o  et  i . 
En  voici  la  déGnition  formelle  : 

o  <  a:,         :r  <  I, 

quel  que  soit  a:;  c'est-à-dire  que  o  est  une  classe  contenue  dans 
toutes  les  autres,  et  que  i  est  une  classe  qui  contient  toutes  les 
autres  (§  4).  Il  est  aisé  de  voir  que  la  classe  i  contient  la  totalité 
des  objets  dont  il  peut  être  question  dans  une  étude  ou  une 
recherche  déterminée  :  c'est  ce  que  Boole  appelait  l'Univers  du 
discours.  M.  Schrôder  montre  que  cette  notion  est  trop  large 
et  trop  vague,  et  il  la  précise  par  des  considérations  que  nous  ne 
pouvons  résumer  ici.  Quant  au  o,  il  résulte  des  mêmes  considé- 
rations qu'il  ne  peut  être  qu'une  classe  vide  de  tout  élément, 
le  Néant  (logique)  (§§  7,  9).  On  démontre  alors  aisément  que  les 
inclusions 

équivalent  respectivement  aux  égalités 

;r  =  o,  i  =  X, 

c'est-à-dire  qu'une  classe  contenue  dans  o  est  identiquement  nulle, 
et  qu'une  classe  qui  contient  i  équivaut  au  Tout  (§  4). 

De  la  déHnition  de  la  somme  et  du  produit  résultent  immédia- 
tement les  formules  suivantes  : 


b  <i  a  -^  by 


ab  •<  a. 
ab  <  b, 


en  vertu  du  principe  d'identité  (en  remplaçant  respectivement  c 
par  a -{- b  ou  par  ab  dans  cette  définition).  Ainsi  une  somme 
contient  chacun  de  ses  termes;  et,  au  contraire,  un  produit  est 
contenu  dans  chacun  de  ses  facteurs  (§  S). 

On  conçoit  sans  peine  que  les  notions  de  somme  et  de  produit 
s'étendent  à  un  nombre  quelconque  de  termes  ou  de  facteurs. 

On  a  dû  remarquer,  dans  les  définitions  de  la  somme  et  du  pro- 
duit, et  dans  celles  de  o  et  de  i,  une  symétrie  parfaite;  il  est  évi- 
dent que  celte  symétrie  devra  persister  dans  toutes  les  consé- 
quences qu'on  en  pourra  déduire.   Cette  symétrie   se  ramène    à 


-^-'^ 
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rîdenlilé  formelle,  si  Ton  permute  les  signes  -f-  et  x ,  les  chiffres  o 
et  I,  et  si  Ton  renverse  le  signe  <  (ou  si  Ton  intervertit  les  deux 
membres  d'une  inclusion).  Par  suite,  de  chaque  formule  on 
devra  déduire  une  formule  équivalente  (c'est-à-dire  également 
vraie  ou  également  fausse)  en  effectuant  sur  elle  cet  ensemble  de 
transformations.  C'est  en  cela  que  consiste  \e  principe  de  dualité 
en  Logique  (*).  Il  permet,  comme  on  voit,  de  se  dispenser  de 
démontrer  une  formule  quand  on  a  établi  la  formule  corrélative 
par  dualité  (comme  en  Géométrie  projective)  (§  14). 

On  prouve  facilement  que  les  deux  opérations  logiques  véri- 
fient la  loi  commutative  et  la  loi  associative.  Elles  jouissent  en 
outre  de  propriétés  spéciales  fort  remarquables,  qui  apportent 
une  simplification  notable  dans  les  calculs.  Ce  sont  : 

I®  La  loi  de  tautologie  (Boole,  Jevons)  : 

rt  -»-  rt  =  a,  [  aa=  a. 

7?  La  loi  d' absorption  (dont  la  précédente  est  un  cas  particu- 
lier) : 

a-^ab  =  a,  \  a(a  -h  ù)  =  a. 

On  établit  encore  une  relation  fondamentale  entre  les  deux  co- 
pules <  et  =,  qui  permet  de  transformer  une  inclusion  en  une 
égalité  (de  deux  manières  corrélatives),  et  inversement  : 

((  L*inclusion 

a  <b 

équivaut  à  chacune  des  égalités 

a  =  ab,  I  a  -{-//  =  b. 


Cette  proposition  a  des  corollaires  très  importants,  qui  déter- 
minent le  rôle  de  o  et  de  i  dans  le  calcul.  On  a  en  effet,  quel  cjue 
soit  JT, 


On  a  d'autre  part 


(  '  )  Comme  M.  Schrôdcr.  nous  écrirons  les  forinuios  rorrtHalivos  par  dualilc  sur 
la  mémr  ligne  en  les  séparant  par  un  trait  vertiral. 
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ce  qui  montre,  comme  nous  l'avons  dil,  que  o  et  i  sont  les  mo- 
dules de  Taddition  el  de  la  mulliplicalion  (§§  10,  11). 

On  peut  enfin  établir  la  loi  distributive  pour  Tinclusion,  dans  le 
sens  direct  : 

ab  ^  ac  <ia{b -h  c),  \  a -h  bc  <.{a -^- b){a -\- c). 

Mais  on  ne  peut  pas  démontrer  les   inclusions  inverses,  ni   par 
suite  la  loi  distributive  pour  régalilé 

ab -^  ac  —  a{b -h  c)j  \  a  -h  bc  =  (  a  -h  b)(a  -h  c). 

C'est  ce  que  M.  Scthnider  a  prouvé,  en  montrant  qu'un  certain 
Calcul  (le  Calcul  des  groupes)  vérifie  tous  les  principes  précé- 
dents et  toutes  les  lois  qui  en  dérivent,  y  compris  la  loi  distribu- 
tive directe,  mais  ne  vérifie  pas  la  loi  distributive  inverse  ('). 

On  est  donc  obligé  de  postuler  celle-ci,  au  moins  dans  un  cas 
particulier,  et  de  s'assurer  intuitivement  qu'elle  est  bien  vériGée 
par  les  concepts,  d'une  part,  et  par  les  classes,  ensembles  et  do- 
maines géométriques,  d'autre  part  (§  12). 

On  a  dû  remarquer  que  la  loi  distributive  a  deux  formes  corré- 
latives, c'est-à-dire  que  si  la  multiplication  est  distributive  par  rap- 
port à  l'addition  (comme  en  Arithmétique  et  en  Algèbre),  l'addi- 
tion est  à  son  tour  distributive  par  rapport  à  la  multiplication. 
Cette  réciprocité,  conséquence  du. principe  de  dualité,  introduit 
dans  le  Calcul  logique  une  symétrie  parfaite  qui  lui  donne  un  grand 
avantage  esthétique  sur  l'Algèbre  ordinaire. 

On  définit  enfin  la  troisième  opération,  propre  au  Calcul  logique, 
\'d  négation  :  elle  ne  porte  que  sur  une  classe  x  et  la  transforme 
en  une  autre  classe,  X\  (non-;r).  Celle-ci  se  trouve  définie  d'une 
manière  (ormelie  parles  relations  suivantes  : 

qui    traduisent   respectivement  le  principe  de  contradiction    et 
celui  du  tiers  exclu  :  u  Aucun  objet  n'est  à  la  fois  x  et  non-.r; 


(  ')  \uir  les  Irô-^  iiilércssaiils  Appendices  IV,  V  et  VI,  où  se  trouve  esquisse  rr 
(.ulcul  logi(|iic  (lc?>  groupes.  Cf.  les  arlicles  de  M.  Schrculer  dans  Math.  Annaten, 
I.  \\I\,  «M  dans  llopprs.  Arcliiv  fiir  MathcnHttilx  tind  P/iysik  (t>^^';). 
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tout  objet  est  ou  x  ou  non-x  ».  On  démontre  que  la  classe  X\ 
ainsi  définie  est  déterminée  d'une  manière  unique.  On  prouve 
que  X  est  la  négation  de  x^  comme  x^  est  celle  de  x  (ce  qui  est 
évident,  du  reste,  en  vertu  de  la  symétrie  des  deux  relations  qui 
définissent  ^i  par  rapport  à  a;),  c'cst-à-dirc  que 

ce  qui  est  la  loi  de  la  double  négation  :  «  Deux  négations  valent 
une  affirmation  ».  On  constate  aisément  que  o  et  i  sont  la  négation 
Tune  de  l'autre  (§§  13,  16). 

On  établit  ensuite  \es  formules  fondamentales  de  de  Morgan  : 

{ab)i=  ai-h  bi.  \  (a -h  b)i=  atbi, 

qui  montrent  que  la  négation,  appliquée  à  un  produit,  le  trans- 
forme en  une  somme;  appliquée  à  une  somme,  la  transforme  en 
produit;  et  qui  permettent  d^ejfectuer  les  négations  complexes, 
en  supprimant  les  parenthèses  et  en  faisant  porter  la  négation  sur 
chaque  terme  ou  facteur. 

On  démontre  le  principe  de  la  contraposilion,  à  savoir  que 
l'inclusion  et  l'égalité 

a  <C^b,  I  a  •=^  b^ 

équivalent  respeclivemenl  à  celles-ci  : 

bx<ax.  i  A,  =  rt|. 

Ainsi,  pour  convertir  par  contraposilion  une  proposition,  il 
suffit  de  nier  les  deux  membres  et  de  les  intervertir  (ce  qui  n'a  de 
sens,  d'ailleurs,  que  pour  la  copule  <!,  et  non  pour  la  copule 
symétrique  =). 

On  peut  alors  établir  une  nouvelle  relation  fondamentale  entre 

les  deux  copules,  à  savoir  celle-ci  : 

<c  L'inclusion 

a<b 

équivaut  à  chacune  des  deux  égalités 

abx  —  <>.  I  ^,  t-  />  =  I.  » 
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Celle  proposilion  (*)  a  pour  corollaire  la  suivante  : 

«  L'égal i lé 

a  —  b 

équivaut  à  chacune  des  égalités  suivantes  : 

rt^i-f-rti6  =  o,  I  a^ -4- ai  61  =  I.  » 

Cette  relation  permet  donc  de  transformer  une  inclusion  ou  une 
égalité  en  une  égalité  à  second  membre  o  ou  i ,  c'est-à-dire  de 
ramener  les  propositions  à  la  forme  normale  des  équations  algé- 
briques en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  un  membre  (§  17). 

Avant  d'arriver  à  la  théorie  des  équations  logiques,  signalons 
les  formules  du  développement  de  o  et  de  i  par  rapport  à  une, 
deux,  .  . . ,  /i  classes  données  et  à  leurs  négations.  On  a  identi- 
quement 

o  =  aai-f- 6^1-h  cci -h. . .,  |    i  =  (a -+- aj  )(6 -h  6i)(c -4- Ci). . ., 

ce  qui  donne  les  développements  corrélatifs  suivants  : 

o=r(a-4-6)(a-h6|)(ai-f-^)(ai-l-^i), 
1  =1  ab  -^  ab\-^  a\b  -^^  a\bx^ 

0  =  (a-+-6-hc)(rt^-6-+-C|)(a-f-^i-Hc)(a-f-6|-f-C|)(a|-4-6H-c) 

(ûfi-h  6  -f-  Ci)(ai-f-  ^i-f-c)(ai-i-  61-+-  Cl), 

1  =  abc  -+-  abc\ -h  ab\ c  -h  abi Ci  -h  «i 6c  -h  a\ bct  -h  aibic  -h  ai biCt, 

dont  on  aperçoit  immédiatement  la  loi  générale.  Les  formules  du 
développement  de  i  représentent  les  règles  de  la  classification 
dichotomique,  c'est-à-dire  de  la  division  d'une  classe  x  par 
rapport  à  d'autres  classes  (sous-classes)  a,  ^,  ....  Par  exemple 

(§  1«)  : 

X  =  .vab  -h  xabi-h  xa\b  -^  xa^b^. 
Nous  n'avons  pas  besoin  de  dire  ce  que  l'on  entend  psiv  fonction 


(•)   Elle    a    aussi    pour    corollaires    les    formules    sui\antos,    dues   à    Peirce 

(§§n»i«)- 

(ab  <c)  -{a  <c  -h  b^), 
{ab<c~-d)—  {(idi<  C-+-  6,), 

qui  permcUcnl  de  transporter  un  terme  (ou  facteur)  d'un  membre  dans  l'aulre 
d'une  inclusion. 
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(algébrique)  d'une  ou  plusieurs  classes  variables  ou  inconnues  Xy 
y^  z^  * . .,  Il  suffit  de  remarquer  que,  en  vertu  de  la  loi  de  tauto- 


logie 


XX  =  X, 


toutes  les  fonctions  (et  équations)  sont   du  premier  degré  par 
rapport  à  chacune  des  variables  (ou  des  inconnues). 

Voici  la  formule  du  développement  d'une  fonction  /{x)  par 
rapport  à  la  variable  x 

/(^)  =/W^-^/(o)xx. 

Pour  la  prouver,  il  suffit  de  poser 

/(x)  =  \x  -h  Bxi 

et  de  faire  dans  cette  égalité,  successivement 

x  =  i,        :ri  =  o, 
et 

X  =  Oj  Xi  =  I  . 

On  établit  de  même  les  formules  analogues  de  développement 
(dues,  comme  la  précédente,  à  Boole)  par  rapport  à  deux, 
trois,  . . . ,  /t  variables  : 

f^x.y,  z)—f{\,  I,  \)xyz^f{\,  i,  o)x^4;, -+-/(i,  o,  \)xyxz 

-+-/(«»  o,  o)J7'i-i-+-/(o,  I,  i)J^i7--f-/(o,  I,  ^)x^yzx 

dont  on  aperçoit  sans  peine  la  loi  de  formation  (*). 

Les  fonctions  ainsi  développées  ont  celte  propriété  remarquable, 
que  leur  somme,  leur  produit  et  leur  né;;ation  s'obtiennent  en 
additionnant,  en  multipliant  et  en  niant  leurs  coefficients  (chacun 
à  chacun)  (§  19). 

La  théorie  des  équations  logiques  se  distingue  de  celle  des 
équations  algébriques  par  des  caractères  originaux.  En  premier 
lieu,  tout  svstème  d^équations  simultanées  se  réduit  à  une  seule, 
qu'on  obtient  en  les  additionnant  membre  à  membre  :  en  eflbt, 


(')  Boolc  a  remarque   l'analogie    de   ce   (ic\rl<>ppeincnl   avec    la    lorniule   de 
Taylor,  qui  le  lui  a  pcul-ùlre  suggéré. 
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pour  qu'un  polynôme  s'annule,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses 
termes  soient  nuls  séparément.  En  second  lieu,  on  peut  éliminer 
d'une  seule  équation  un  nombre  quelconque  d'inconnues,  toutes, 
si  l'on  veut.  Enfin,  on  peut  résoudre  une  seule  équation  par  rap- 
port à  toutes  les  inconnues.  Nous  allons  expliquer  comment 
s'effectue  la  double  opération  de  la^ résolution  et  de  l'élimination. 
Soit  l'équation  à  une  inconnue 

En  développant  le  pi'emier  membre,  on  la  met  sous  la  forme 

ax  -î-  bx\^  =  o. 

Elle  équivaut  aux  deux  équations  simultanées 

ax  =  o,        bxi  =  o, 

c'est-à-dire  aux  deux  inclusions  équivalentes 

X  <Ca\,        b  <^x. 

Ainsi  l'équation  donnée  équivaut  à  la  double  inclusion 

b<x<iax 

dont  la  conséquence  nécessaire  est  (en  vertu  du  principe  du  syllo- 
gisme) 

b  <  ^i 

ou 

ab  =  o. 

Ainsi  l'équation  |)roposée  est  vérifiée  par  toutes  les  valeurs  de  or 
comprises  entre  b  et  a,  (c'est-à-dire  par  toutes  les  classes  qui 
contiennent  b  et  qui  sont  contenues  dans  ^i),  à  la  condition  que  b 
soit  contenue  dans  a,,  ou  que  ab  =  o.  Cette  égalité,  qui  exprime 
la  condition  nécessaire  et  suffisante  de  la  résolubilité  de  l'équation, 
s'appelle  la  résultante  de  l'élimination  de  x.  Elle  formule  la  con- 
séquence que  l'on  peut  tirer,  par  rapport  aux  coefficients,  de 
Téquation,  supposée  vérifiée. 

D'autre  part,  quand  la  résultante  est  vérifiée,  la  solution  géné- 
rale de  l'équation  est  donnée  par  la  double  inclusion 

b  <  /•   :  a , 
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qui  peut  se  mettre  sous  forme  (Inégalité 

X  =  axx  -+-  bx\^ 
ou,  en  employant  une  indéterminée  (*)  «, 

équivalences  qui  dérivent  de  la  résultante  supposée  vérifiée  (^). 

On  voit  que  la  solution,  dans  le  cas  général,  est  relativement 
indéterminée,  c'est-à-dire  comprise  entre  deux  limites  connues. 
Elle  n'est  déterminée  que  dans  le  cas  particulier  où 

b  =  ai. 
La  solution  devient  alors 

X  =  b  =  (il, 

(iela  est  évident  par  intuition  :  si  Ton  trace  un  cercle  qui  repré- 
sente CT|  et  un  cercle  inlérieur  qui  représenle  b,  toute  aire  conte- 
nant b  et  contenue  dans  Ot  est  une  solution;  mais  si  les  deux 
cercles  b  et  a«  deviennent  égaux  (coïncident),  Punique  solution 
possible  leur  est  nécessairement  égale  (identique)  (§  21). 

Maintenant  que  l'on  sait  résoudre  une  équation  à  une  inconnue 
et  en  éliminer  cette  inconnue,  on  peut  résoudre  une  équation  à 
plusieurs  inconnues  et  en  éliminer  un  nombre  quelconque.  On 
démontre  aisément  que  l'élimination  est  une  opération  commuta- 
live  et  associative,  de  sorte  que  l'on  peut,  sans  changer  le  résultat, 
intervertir  l'ordre  des  inconnues  à  éliminer,  et  en  éliminer  plu- 
sieurs à  la  fois  ou  successivement.  Pour  éliminer  toutes  les  incon- 
nues ensemble,  il  suffit  de  développer  le  premier  membre  de 
l'équation  par  rapport  à  toutes  les  inconnues,  et  d'égaler  à  o  le 
produit  de  tous  les  coefficients  de  ce  développement  (c'est  là  une 


(')  Susceptible  de  prendre  toutes  les  valeurs,  y  compris  o  et  1. 

(')  On  peul  définir,  avec  M.  VoiOT,  la  solution  générale  d'une  équali<>n 
riimme  l'expression  qui,  substituée  à  Tinconnue,  réduit  IVquation  à  la  résullanU- 
«le  l'éliminalion  de  cette  inconnue.  Ainsi,  en  général,  toutes  l«'s  fois  que  la  résul- 
tante est  vérifiée,  si  Ton  substitue  à  l'inconnue  x  la  solution  générale  dans 
r«''quation  primitive,  on  réduit  celle-ci  à  une  identité,  puisqu'elle  sera  vérifiée  par 
loulc  valeur  de  rindéteriiiinée  u.  Pour  oniployer  le  langage  de  M.  NN  liileliead 
{  L'niversal  Afffebra,  n°  [VI)  on  transforme  ainsi  une  équali«»n  /imitante  pur 
r«ipport  à  X  en  une  «'i|uatiou  illimitante  par  r.ipporl  à  u. 
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généralisation  de  la  résultante  de  l'élimination  d^une  inconnue). 

Pour  résoudre  Téquatlon  par  rapporta  toutes  les  inconnues,  on 
les  élimine  une  à  une,  par  exemple,  dans  Tordre  /,  .  , .,  x,  y,  z. 
On  obtient  ainsi  une  suite  de  résultantes  partielles  dont  la  der- 
nière, ne  contenant  plus  aucune  inconnue,  est  Identique  à  la 
résultante  totale  que  nous  venons  de  définir.  Si  cette  dernière 
résultante  est  vérifiée,  Téquatlon  est  résoluble.  On  résoudra  donc 
Tavant-dernière  résultante  par  rapport  à  :;;  on  aura  la  valeur  de 
cette  inconnue  en  fonction  d'une  indéterminée  r.  On  la  portera 
dans  la  résultante  antépénultième,  qui  deviendra  une  équation 
en  y  :  on  la  résoudra,  et  on  en  tirera  la  valeur  de  r  en  fonction 
de  V  et  d'une  nouvelle  indéterminée  u.  On  la  portera  dans  la 
résultante  précédente,  que  l'on  résoudra  par  rapport  à  x;  et  ainsi 
de  suite.  Enfin  on  remontera  à  l'équation  proposée,  où  toutes  les 
inconnues,  sauf  /,  seront  exprimées  au  moyen  des  classes  connues 
(des  coefficients)  et  d'un  nombre  égal  d'indéterminées.  On  en 
tirera  la  valeur  de  t  en  fonction  de  n  indéterminées. 

Dans  le  cas  où  plusieurs  inconnues  s'éliminent  en  même  temps, 
on  remplace  les  résultantes  qui  manquent  par  des  identités.  C'est 
d'ailleurs  signe  que  ces  inconnues  dépendent  les  unes  des  autres; 
on  peut,  par  suite,  les  considérer  toutes,  moins  une,  comme  des 
indéterminées  (§  22). 

On  voit  quels  avantages  considérables  la  théorie  des  équations 
logiques  possède  sur  la  théorie  des  équations  algébriques;  toutes 
les  équations  sont  du  premier  degré;  tout  système  d'équations  se 
réduit  à  une  seule;  enfin  toute  équation  est  résoluble  par  rapport 
à  toutes  ses  inconnues,  et  l'on  peut  les  en  éliminer  toutes. 

11  reste  toutefois  un  desideratum,  au  point  de  vue  de  l'élégance 
algébrique  :  les  solutions  générales  d'une  équation  à  plusieurs 
inconnues  sont  asymétriques,  et  leur  forme  dépend  de  l'ordre  dans 
lequel  les  inconnues  ont  été  éliminées,  puisque  la  dernière  éli- 
minée ne  contient  qu'w/?e  indéterminée,  tandis  que  la  première  en 
contient /i.  1!  y  a  donc  lieu  de  chercher  des  solutions  générales 
symétriques.  M.  Schroder  consacre  à  cette  recherche  un  Chapitre 
spécial,  troj)  technique  pour  qu'on  puisse  l'analyser  ici  (' )  (§24). 

On   a   pu   remarquer  qu'il   n'est  ])as  question    des    opérations 


(')  Cf.  Whitkukad,  (/nhersaf  Afffchrn.  n"*  35-3' 
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inverses  {souslTBclion  et  division).  On  peut  les  considérer  comme 
les  solutions  générales  des  équations 

mais  comme  ces  solutions  sont,  d\ine  part,  soumises  à  des  condi- 
tions restrictives  exprimées  par  les  résultantes 

et  d'autre  part,  indéterminées,  ces  opérations  seraient  incom- 
modes et  peu  pratiques. 

Si  l'on  veut  déterminer  les  résultats,  en  prenant  la  différence 
minimum  et  le  quotient  maximum ,  on  trouve  que  ces  valeurs 

principales  sont 

a  —  b  =  abi,  alb  =  a  -h  bi, 

de  sorte  que  la  soustraction  et  la  division  déterminées  se  ramènent 
à  la  multiplication  et  à  Taddition  combinées  avec  la  négation  (*). 
Ainsi,  ou  bien  ces  opérations  sont  indéterminées,  ou  bien  elles 
sont  inutiles.  De  toute  façon,  il  est  préférable  de  s^en  passer, 
d'autant  plus  qu'elles  sont  de  peu  d'usage  au  point  de  vue  de  la 
logique,  et  d'une  interprétation  diflîcile  (^)  (§  23). 

Le  premier  Volume  contient  de  nombreux  exercices  et  pro- 
blèmes qui  fournissent  l'occasion  d'appliquer  les  règles  générales 
du  calcul,  et  d'établir  quelques  règles  spéciales  de  transformation 
et  de  simplification  (§§  18,  25).  Il  se  termine  par  un  exposé  som- 
maire des  diverses  méthodes  inventées  pour  résoudre  les  problèmes 
logiques,  à  savoir  celle  de  Boole,  celle  de  levons  et  de  Venn, 
enfin  celle  de  Peirce  et  de  Mac  Coll  (§§  26,  27). 

Le  second  Volume  est  principalement  consacré  à  appliquer  la 
même  Algèbre  au  Calculdes  propositions.  C'est  un  fait  remarquable 
(découvert  par  Boole)  que  les  mêmes  formules  et  les  mêmes  règles 
de  calcul  soient  applicables  aux  concepts  et  aux  propositions. 
Pour  cela,  il  suffit  de  représenter  chaque  proposition   par  son 


(  *  )  La  principale  réforme  que  M.  Srhrodcr  ait  fait  subir  au  système  de  Boole 
a  consisté  précisément  à  remplacer  la  soustraction  par  la  négation  (  Boole  repré- 
sentait la  négation  de  x  par  i  —  x). 

(')  Voir  John  Vexn,  Synibotic  Logic,  Gliap.  III  (  j«  éd.  iSy'i;  London,  Mac- 
millan  ). 
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domaine  de  valabililé,  c'esl-à-dîre  par  l'ensemble  des  instants 
où  elle  est  vraie.  Dès  lors,  les  relations  entre  propositions  se  tra- 
duisent par  des  relations  entre  leurs  domaines  de  valabilité,  c'est- 
à-dire  entre  des  ensembles  soumis  au  Calcul  des  classes  (*).  L'in- 
clusion 

A<B 

signifie  que  le  domaine  de  valabilitë  de  la  proposition  A  est  con- 
tenu dans  celui  de  B;  elle  exprime  donc  le  jugement  hypothé- 
tique :  «  Si  (ou  quand)  A.  est  vraie,  B  est  vraie  »,  ou  simplement 
((  A  implique  B  ».  Le  produit  AB  est  la  partie  commune  aux 
domaines  de  valabilité  de  A  et  de  B,  c'est-à-dire  l'ensemble  des 
instants  où  A  et  B  sont  vraies  à  la  fois;  il  représente  donc  le 
domaine  de  valabilité  de  V affirmation  simultanée  de  A  et  de  B. 
La  somme  A  -i-  B  est  l'ensemble  des  instants  où  l'une  (au  moins) 
des  deux  propositions  A  et  B  est  vraie;  elle  représente  donc  le 
domaine  de  valabilité  de  l'affirmation  alternative  de  A  et  de  B  : 
<(  ou  A  est  vraie,  ou  B  est  vraie  ». 

L'égalité 

A=  B 

équivaut  toujours  aux  deux  inclusions  simultanées 

A<B,        B<A. 

Elle  signifie  que  les  deux  propositions  A  et  B  sont  équivalentes, 
en  ce  sens  qu'elles  sont  vraies  (ou  fausses)  en  même  temps. 
Le  zéro,  défini  par  la  relation  formelle 

o<\ 

(quel  que  soit  X),  représente  une  proposition  qui  n'est  jamais 
vraie;  il  est  donc  le  symbole  de  l'impossibilité  ou  de  Tabsurdité. 
Le  un  ou  tout,  défini  de  même  par 

X<i, 

(quel  que  soit  X),  représente  une  proposition  qui  est  toujours 
vraie  :  c'est  le  symbole  de  l'évidence  on  de  la  nécessité  (par 
exemple,  des  propositions  identiques)  (§  28). 


(')  On  représentera   les  propositions  par  des  majuscules,  pour  les  distinguer 
des  concepts. 
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Reste  à  vérifier  si,  moj^enDant  cette  interprétation,  les  principes 

du  calcul  des  classes  sont  encore  valables  pour  les  propositions. 

Le  principe  d^ identité 

A<  A 


signifie  :  «  Si  A  est  vraie,  elle  est  vraie  ».  Le  principe  du  syllo- 

(A<B)(B<C)<(A<C), 


gisme 


signifie  :  «  Si  A  entraîne  B,  et  si  B  entraîne  C,  alors  A  en- 
traîne C  ».  L'un  et  Tautre  sont  encore  évidents  dans  la  nouvelle 
interprétation.  Dès  lors,  toutes  les  conséquences  formelles  que 
l'on  en  a  déduites  sont  également  valables  pour  les  propositions  (*). 
Par  exemple,  \es  principes  de  contradiction  eidu  tiers  exclu 

XXi  =  o,  X-4-Xi  =  i, 

vaudront  pour  les  propositions;  ils  ont  alors  le  sens  suivant  : 
<c  II  est  impossible  qu'une  même  proposition  soit  vraie  et  fausse  à 
la  fois  »  et  :  «  Ou  bien  une  proposition  est  vraie,  ou  bien  elle  est 
fausse  ». 

Aux  principes    précédents,  qui  sont  les  mêmes  que  pour  le 
Calcul  des  classes,  M.  Schrôder  joint  un  axiome  spécial  bu  Calcul 

des  propositions 

(A  =  i)=A, 

c'est-à-dire  :  «  Affirmer  qu'une  proposition  A  est  toujours  vraie, 
c'est  affirmer  cette  proposition  elle-même  ».  Seulement,  cet 
axiome  ne  vaut  que  pour  les  propositions  à  sens  constant  (juge- 
ments catégoriques)  qui  sont,  en  effet,  toujours  vraies  ou  toujours 
fausses;  mais  non   pour  les  propositions   à  sens  variable,  qui 


(')  Il  faut  encore  s'assurer  que  le  postulat  (loi  distributÎYc  inverse) 

(A4-B)C<  AC-f-  BC 

est  vrai  pour  les  propositions  :  «  Affirmer  que  A  ou  B  est  vraie,  et  que  C  est 
vraie,  c'est  affirmer,  ou  bien  que  \  et  C  sont  vraies,  ou  bien  que  B  et  C  sont 
vraies  »,  ce  qui  semble  évident.  M.  Schrodcr  croit  pouvoir  déduire  cette  formule 
d'un  résultat  plus  simple 

(A-f-B  =  i)^(A^i)4-(B  ^i) 
(qui  résulte  d'ailleurs  de  Vaxiome  spécial),  ce  qui  ne  nous  parali  pas  ccrlain. 
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peuvent  ôlre  lanlôt  vraies,  tantôt  fausses  (exemple  :  il  pleut)  (*). 
M.  Scliroder  exclut  ainsi  de  son  Algèbre  les  jugements  condition- 
nels, généraux  ou  indéterminés,  qui  font  précisément  Tobjel  du 
Calcul  des  probabilités.  Il  rompt  par  là,  ou  du  moins  il  néglige,  la 
liaison  si  remarquable  que  Boole  avait  établie  entre  la  Logique  et 
le  Calcul  des  probabilités  (^). 

Pour  exprimer  la  négation  d'une  proposition,  M.  Schroder  fait 
porter  le  signe  de  négation  sur  la  copule,  puisque  c'est  là  relation 
exprimée  par  la  copule  qui  est  niée  (');  ainsi  il  écrit 

(a  =  b)i={a\=  b). 

Cela  posé,  l'axiome  spécial  entraîne  les  équivalences  suivantes  : 

A=(A  =  i)  =  (A|  =  o)  =  (A,  =  o)  =  (Ai|=i), 
A,=(A  =:.o)  =  (Ai=  i)  =  (A,=  i)  =  (A,|  =  o). 

IMus  généralement,  on  a 

(A|=B)  =  (A  =  B,)  =  (A,=  B)  =  (A,|=B,). 

Ainsi,  dans  une  proposition  à  sens  constant,  on  peut  transporter 
la  négation  de  la  copule  sur  Tun  des  deux  membres;  par  suite,  on 
peut  transformer  une  proposition  négative  en  une  affirmative  (*) 

(§31). 


(')  Le  calcul  dos  propositions  à  sens  couplant  se  réduit,  en  somme,  à  une 
Arithmétitjue  ou  il  n'y  aurait  que  deua:  valeurs  distinctes,  o  et  i. 

(')  Kt  que  les  reclierelies  de  M.  Mac  Coll  ont  contribué  à  préciser  et  à  déve- 
Itipper,  Voir  son  Calculus  of  Kquivatent  Statements,  a  p.  Proceedings  of  ihe 
London  Mathematical  SiKietr,  t.  I\,  \.  \I,  WMII,  \\I\,  \\\. 

(*)  Le  signe  de  négation  est  alors  une  hurre  verticale  qui  traverse  le  signe  de 
copule  en  son  milieu.  Nous  avons  reporté  cette  barre  à  gauche  du  signe  de  copule. 

(»)  L'auteur  emprunte  aux  Mathématiques  les  signes  1  et  II,  qui  lui  fouraîssenl 
une  notation  très  commode.  Les  propositions  nVtant  susceptibles  que  des  valeurs 
o  et  I,  pour  qu'une  s»»nime  soit  é^ale  ù  i,  il  faut  et  il  suffit  qu'un  de  ses  termes 
soit  égal  à  i  (de  même,  pour  qu'un  produit  s»»it  égal  A  o.  il  faut  et  il  guffit 
qu'un  de  ses  facteurs  soit  égal  à  o).  Tour  qu'un  pnvduit  soit  égal  à  i,  il  faut  que 
tous  se»*  termes  soient  égaux  A  i  (de  même,  pour  qu'une  somme  soit  égale  à  o, 
il  faut  et  il  suffit  que  tous  ses  termes  >oient  eg,iu\  à  o).  Soit  donc  P^  une  pro- 
position qui  contient  un  clément  >.ui.ible.r  ^  lequel  paivourt  un  ensemble  déter- 
miné de  valeur>^.  i:,!*,»  «^  signiliera  que  l'une  au  moins  des  propositions  P^ 
est  vraie,  c'esl-à  dire  que  «  quelque  x  "  \erifie  la  pioposiiion  P;  et  n,P^(  -  ') 
signifiera  que  toutes  lc>  propositions  \\  sont  \r.iies.  c'csi-à-diie  que  /t.»ut  j-  » 
vérifie  la  proposition  P.  On  mterpivle  de  même  les  s.oiimes  et  piM.hiils  relatifs 
à  plusieurs  variables  1^,.  Il,,  .  i^  >><*  * 
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L*axlomc  spécial  permel  encore  la  Iransformalion  suivante  d'une 
inclusion  en  une  somme  (c'esl-à-dire  en  une  alternative) 

(A<B)  =  (AB,  =  o)  =  (A,-i-B  =  i)=  A,-4-H. 

tt  Dire  que  si  A  est  vraie,  B  est  vraie,  c'est  affirmer  que,  ou 
bien  A  est  fausse,  ou  bien  B  est  vraie.   )> 

Et  par  conséquent 

(A  =  B)  =  (A<B)(B<  A)  =  (A,-+-B)(Ah-B,)  =  AB-4- A,B,. 

«  Dire  que  les  propositions  A  et  B  sont  équivalentes,  c'est 
affirmer  qu'elles  sont  ou  toutes  deux  vraies,  ou  toutes  deux 
fausses.   » 

Ces  deux  transformations  permettent  de  réduire  des  propositions 
secondaires,  c^est-à-dire  dont  les  termes  sont  des  propositions,  à 
des  propositions  primaires,  c'est-à-dire  dont  les  termes  sont  des 
concepts  (classes).  Elles  fournissent  encore  un  moyen  de  vérifier 
des  équivalences  de  propositions  secondaires,  en  les  réduisant  à 
des  propositions  primaires  dont  l'identité  est  manifeste  (§  32). 

L'auteur  applique  alors  son  Algèbre  au  problème  de  la  Logique 
classique.  Les  quatre  jugements  traditionnels  se  traduisent  ainsi  : 

i"  \J universelle  affirmative  (A)  :  «  Tout  a  est  b  »  par 

2®  h^ universelle  négative  [E)  :  «  Nul  a  n'est  b  »  (c'est-à-dire  : 
«  tout  a  est  lïOU'b  »),  par 

(a<^j)=(a6  =  o); 

3"  {^particulière  affirmative  (I)  :  «  Quelque  a  est  b  »  (né- 
gation de  E)  par 

(a|<^,)  =  (a6|=o); 

4*  La  particulière  négative  (O)  :  «  Quelque  a  n'est  pas  b  » 
(négation  de  A)  par 

(ai<^)  =  (a6,|=o)(i)(§33). 


(*)  Cette  traduction  algébrique  des  particulières  a  élc  trouvée  pour  la 
première  fois  par  M.  Mac  Coll  en  1878,  ainsi  que  son  application  à  la  théorie 
du  syllogisme.  On  voit  que  les  propositions  universelles  se  traduisent  par 
une  copule  affirmative^  et  les  propositions  particulières  pur  une  copule  néga^ 

Bull,  des  Sciences  mathc'm.f  2'  série,  t.  XXIV.  (  Mars  njoo.)  5 
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M.  ScliKider  applique  ces  notalioDS  précises  à  la  théorie  du 
syllogisme.  Sur  les  dix-Deuf  modes  cooclaaDls  d'Aristote,  il  en 
trouve  quatre  non  concluants,  parce  qu*ils  reposent  sur  la  con- 
version partielle  de  A  en  L  ce  qui  implique  un  jugement  d^exis- 
tence  non  compris  dans  les  prémisses.  Les  svllogismes  concluants 
dérivent  tous  d'une  seule  formule  d'élimination  trouvée  par 
Miss  Ladd.  Ainsi  est  vérifiée  la  vue  profonde  de  Boole,  pour  qui 
le  svllogisme,  et  plus  généralement  la  déduction,  se  ramenait  a  un 
processus  dVIimination  (des  mo\ens  termes)  (§§  42-44). 

L*auteur  cherche  à  généraliser  la  théorie  du  svllogisme  en  s'in- 
spirant  des  idées  de  Gergonne  ^  ' ).  Au  lieu  des  quatre  propositions 
classiques  A.  E,  I.  O.  il  distingue  quatorze  relations  fonda  me  n^ 
iales  entre  deux  classes  ou  leurs  négation^  :  ce  sont  les  sept  rela- 
tions dVxtension  possibles  entre  deu\  domaines  t  figurés  par  deux 
cercles^  et  leurs  négations.  Il  recherche  leur  traduction  analv- 
liqne  \^dans  TAIgèbre  de  la  Logique  i  et  la  possibilité  de  les  réduire 
les  unes  aux  autres,  et  notamment  à  Tégalité.  Enfin  il  les  ramène 
aux  quatre  relations  primitives  de  de  Morgan  : 

ah  =  Ok.         abi  =  o,         «Il  b  =  o,        di  bi  ^  o. 

et  à  leurs  négations.  Il  retrouve  ainsi  un  théorème  de  M.  Peano,  à 
savoir  que  le  nombre  des  jugements  que  Ton  peut  énoncer  sur  !• 
concej4>  «classes  '  est  égal  à 


Atn>î  sur  doux  concepts  seulement  on  j»eut  porter  ^^-^7^  juge- 
ments didférfnCs.  Onde^iae  par  là  quelle  [>eut  être  la  complication 
de  la  sy'Uo;zisùque  ^*ffterKtiis'f^.  où  Ton  combine  chaque  juge- 
ment partant  sur  a  et  b  a\ec  chaque  ju;£ement  portant  >ur  6  et  r 
poar  en  tinfr  une  c\>oclu>ion  touchant  a  et  c   ^  31-3^»  48k. 

L'aateur  revîeut  au  problème  de  l'elimiaatîon,  dans  le  cas  gê- 
nerai où  à  une  ou  plusieurs  équatîv^ns  vienoent  se  joindre  une  ou 
pi«jL>ieuf>:/i<'7M'-f^Kî/«>"-t^e  pn>l>lrttitf  nVst  pas  encore  complètement 


^r^c  C^r*£  {i*.  ianrs   •?*  3r»^9»;5iCi»>ttS  B«fd:it;^es^  U  ntè^titia  a*  porte  p*>  *a  rvAlitê 
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résolu  :  la  difficiillé  vient  de  ce  (juc  les  inéquations  simultanées 
ne  se  réduisent  pas  à  une  seule,  comme  les  équations  simultanées. 
On  penl  obtenir  la  résultante  complète  pour  le  système  d'une 
équation  et  iïune  inéquation 

{ax-k-  bxx  —  o)( px  -\-  qxt\=  o)<,(aù  =  o)(pai-\-  qui  |=  o), 

mais  la  même  formule  d'élimination,  appliquée  à  un  système  de 
plusieurs  inéquations,  fournit  une  résultante  qui  n'est  pas  com- 
plète. Pour  la  compléter,  il  faut  lui  adjoindre  une  clause  qui 
exclut  certains  cas  (exceptionnels)  où  plusieurs  classes  connues 
(figurant  comme  coefficients)  se  réduiraient  au  même  individu. 
Par  exemple,  pour  que  le  système  suivant  de  deux  inégalités 

{px\=o)(qXx\=o), 

soit  résoluble,  faut-il  non  seulement  que  la  résultante 

{P\=0){q\=^0) 

soil^rifiée^  mais  encore  que  les  deux  classes/>  et  q  ne  se  réduisent 
pas  9m  même  individu  (§§  40,  41,  49). 

Pour  exprimer  analytiquement  ces  clauses,  on  a  besoin  d'une 
définition  (brmelle  de  Tindividu,  ou,  plus  exactement,  de  la  classe 
singulière  (qui  se  réduit  à  un  individu).  C'est  une  classe  /  non 
nulle,  et  de  plus  telle  qu'elle  ne  peut  avoir  des  parties  communes 
à  la  fois  avec  deux  classes  disjointes  (sans  connexion)  quelconques 

OU,  en  particulier,  avec  une  cUsse  quelconque  x  et  sa  négation 
(car  XX %  =  o) 

(£|=:o)nx[(t>!=o)(iar,  |=o)=o]. 

Cette  formule  exprime,  en  somme,  ce  fait  que  la  classe  singulière 
est  indivisible.  On  en  déduit  la  suivante  (par  contraposition) 

(i  1=  o)  Ux[(ix  =  o)-+-{ixi  =  0)=  i], 
ou  encore  la  formule  équivalente 

(i|=o)n,f(i<:r)-4-(i<r,)=i]. 

Celle-ci   signifie  que  la  classe  i  est  tout   entière  contenue,  soit 
clans  jr,  soit  dans  non-x  (quelle  que  soit  x)  (§  48). 
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Celle  définition  de  Tindividu  montre  à  quel  degré  de  rigueur 
et  de  Hoesse  la  nouvelle  Algèbre  peut  pousser  Tanalyse  logique,- 
et  comment  elle  constirue  un  instrument  de  précision  pour  la 
pensée.  Elle  ne  sert  pas  seulement  à  traduire  les  jugements  sous- 
une  forme  absolument  claire  et  exempte  des  équivoques  de  lan- 
gage (•).  Elle  constilue  un  algorithme,  c'est-à-dire  permet  de 
remplacer  le  raisonnement  par  un  calcul  formel,  soumis  à  des 
règles  fixes,  qui  fournir  automatiquement,  en  quelque  sorte,  les 
conséquences  de  prémisses  données  ou  la  solution  d'un  problème 
posé.  En  un  mot,  c'est  une  machine  à  penser,  le  Calculas  ratio- 
cinator  de  Leibnitz,  qui  devait  être  aussi  utile  aux  sciences  dé- 
duclives  que  le  télescope  ou  le  microscope  aux  sciences  d'obser- 
vation. Elle  remplace  et  englobe  (en  la  corrigeant  parfois)  la 
Logique  classique,  et  en  même  temps  elle  a  une  portée  incompa- 
rablement plus  grande  que  la  Sjllogistique  d'Aristote,  et  permet 
de  traiter  des  problèmes  bien  plus  compliqués.  Elle  fait  enfin 
rentrer  la  Logique  dans  le  cadre  des  sciences  mathématiques,  et, 
en  lui  prêtant  leur  méthode  rigoureuse  et  formelle,  elle  lui 
apporte  un  perfectionnement  considérable  et  lui  assure  un  progrès 
indéfini  (^).  Louis  Couturat. 


MANSION  (P.).  —  Introduction  a  la  théorie  des  déterminants,  avec  de 

NOMBREUX  EXERCICES  A  l' USAGE  DES  ÉTABLISSEMENTS  d'iNSTRUCTION  MODERNE. 

3*  édition.  Un  vol.  in-8";  Sg  p.  Gand,  Hosle;  1899. 
Éléments  de  la  théorie  des  déterminants,  avec  de  nombreux  exër- 
:   ciCES.  6'  édition,  revue  et  augmentée.  Un  vol.  in-8°,  iv-91  p.  Paris,  Gau- 
thior-Villars;  1899. 

Nous  nous  contentons  de  signaler  ces  nouvelles  éditions  de 
livres  bien  connus;  l'exposition  est  très  claire;  les  exemples  sont 
nombreux  et  intéressants  :  outre  les  propriétés  fondamentales  des 

(•)  Par  exemple,  elle  a  révélé  les  jugeineols  d'existence  que  le  langage  ordi- 
naire sous-enlend  liabiluellenienl  dans  les  propositions  universelles.  «  Tout  a 
est  b  »,  «  nul  a  n'est  b  »  implique,  dans  l'usage  de  la  conversation,  quoique  à 
tort,  qu'il  y  a  des  a  (que  la  classe  a  existe,  n'est  pas  nulle). 

(')  Sur  les  rapports  de  la  Logique  et  de  la  .Mathématique,  tels  qu'ils  res- 
sortent  de  l'élude  des  nouvelles  Algèhres,  l'oir  noire  article  sur  VA/gébre  uni- 
s'erselie  de  M.  Whitehead,  ap.  Itevue  de  Métaphysique  et  de  Aforale  de  mai  iqoo. 
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.déterminants,  raiiteur  développe  dans  sc^  Éléments  la  résolution 
des  équations  linéaires  et  la  méthode  d'élimination  due  à  M.  Syl- 
vester;  les  ptopriélés  générales  des  déterminants  ne  sont  déve- 
loppées qu'après  Fétude  des  déterminants  du  deuxième  et  du 
troisième  degré  :  c'est  là  une  méthode  qui  a  des  avantages  incon- 
testables, car  l'expérience  montre  que  les  étudiants  qui  sont  en 
possession  des  définitions  et  propriétés  générales  peuvent  être 
parfaitement  incapables  de  reconnaître,  par  exemple,  les  mineurs 
d'un  déterminant  du  troisième  degré  quand  ces  mineurs  sont 
écrits  explicitement,  et  a  fortiori,  de  tirer  quelque  parti  des  rela- 
tions entre  ces  mineurs.  Je  me  permettrai  de  signaler  une  légère 
lacune,  qu'il  sera  facile  de  combler  dans  une  prochaine  édition  : 
M.  Mansion  n'est  pas  de  ceux  qui  craignent  de  multiplier  les  dé- 
.nominations,  et  l'on  trouvera,  par  exemple,  dans  ses  Eléments, 
la  plupart  des  noms  que  Ton  a  introduits  pour  désigner  des  déter- 
minants spéciaux,  ayant  quelque  propriété  remarquable.  Je 
regrette  qu'il  n'ait  pas  parlé  de  la  notion  de  rang  dont  M.  Fro- 
benius  et  Kronecker  ont  montré  l'importance  capitale,  qui  s'intro- 
duit d'elle-même  dans  l'exposition,  classique  en  France,  de  la 
théorie  des  équations  linéaires  que  l'on  doit  à  M.  Ilouché,  comme 
aussi  dans  la  théorie  des  formes  quadratiques.  J.  T. 
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FUNÉRAIILES  DE  M.  JOSEPH  BERTRAND, 


• 


SF.CRKTAinB   PBRPKTUKL  DK   L  ACADKMIE   DES  SCIENCES. 


Discours  de  M.  Mauiuce  LKVV, 
Prt^sidcnt  de  r.Vcadéinic. 


Mrssiei'rs, 

Les  hommes  comme  Joseph  Bertrand  aiment  à  être  loués  par 
leurs  œuvres  et  leurs  disciples.  Si  tous  ses  élèves  se  trouvaient 
aujourd'hui  à  Paris,  ils  lui  feraient,  à  eux  seuls,  un  imposant  cor- 


^o  PREMIÈRE  PARTIE. 

lège.  Car  son  nom  n'a  jamais  éveillé  chez  eux,  comme  partout, 
qu'admiration,  respect  et  sympathie  profonde. 

La  grandeur  même  de  ce  nom  dit  mieux  que  de  simples  paroles 
ce  que  la  mort  de  celui  qui  Ta  porté  et  illustré  fait  perdre  tout  à 
la  fois  aux  Sciences  et  aux  Lettres,  et  ce  n'est  pas  pour  vous,  ses 
confrères,  collègues  ou  amis,  qu'il  serait  utile  d'y  insister. 

Mais  ce  que  nous  perdons  plus  particulièrement  à  l'Académie 
des  Sciences,  ceux  qui  en  font  partie  sont  seuls  en  état  de  le 
mesurer.  Ce  n'est  pas  seulement  Tune  de  nos  gloires  qui  s'en  va; 
c'est  l'âme  même  de  notre  Compagnie  qui  est  atteinte.  Car,  parla 
vertu  d'un  long  et  mutuel  amour,  l'âme  de  notre  Secrétaire  per- 
pétuel et  celle  de  l'Académie  étaient  arrivées  à  une  telle  commu- 
nion que,  depuis  longtemps,  elles  n'en  faisaient  plus  qu'une. 

Leur  violente  séparation  aura  un  long  et  douloureux  retentisse- 
ment. 

Depuis  quarante-quatre  ans  que  Joseph  Bertrand  siégeait  à 
TAcadémie,  depuis  vingt-six  ans  qu'il  y  exerçait  la  suprême  dignité 
du  secrétariat  perpétuel,  ses  services  se  sont  chaque  jour  renou- 
velés. Sa  présence  au  bureau  valait  une  encyclopédie,  une  ency- 
clopédie toujours  renseignée,  toujours  ouverte  à  la  bonne  page. 
Avec  lui,  jamais  une  question  ne  demeurait  en  suspens.  Qu'elle 
fût  de  science  ou  de  tradition  académique,  il  savait  toujours  la 
résoudre  ou  la  faire  trancher  sur  l'heure. 

Celte  puissante  faculté,  qui  a  fini  par  faire  de  lui  comme  l'incar- 
nation de  notre  Compagnie,  ne  tenait  pas  seulement  à  Tuniversalité 
de  son  génie,  à  la  sûreté  et  à  la  spontanéité  de  sa  mémoire,  au 
charme  de  sa  parole  ailée  et  persuasive.  Elle  était  la  résultante  de 
tout  cela  et,  en  plus,  d'une  vie  éclose  et  cultivée  en  milieu  savant. 

Illustre  en  quelque  sorte  depuis  son  enfance,  causeur  recherché 
et  partout  écouté,  il  a  connu  lout  ce  (|ui  a  marqué  dans  la  science 
des  soixante,  presque  des  soixante-dix  dernières  années.  Quant 
aux  savants  du  commencement  du  siècle,  ou  «  l'enfant  prodige  », 
comme  on  l'appelait,  avait  été  leur  jeune  ami,  ou  il  en  avait  entendu 
parler  par  son  père  ou  chez  son  oncle  Duhamel,  en  telle  sorte  que 
Ton  peut  dire  que  si  Joseph  Bertrand  n'a  pas,  comme  Fontenelle, 
vécu  cent  ans,  il  a,  du  moins,  au  point  de  vue  scientifique  et  aca- 
démique, vécu  lout  notre  grand  dix-neuvième  siècle.  Quant  au 
dix-huitième,   il   en  était   par  sa   culture   première.   Celte  haule 
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science  du  siècle  passé,  si  près  el  pourtant,  à  tant  dVgards,  si  loin 
de  nous,  il  aimait  à  la  rappeler.  C'est  par  elle  qu*il  commençait 
volontiers  ses  leçons  du  Collège  de  France,  quand  l'occasion  lui 
en  était  offerte.  Nul  mieux  que  lui  ne  savait  la  ressusciter,  la  faire 
recaitre  de  ses  cendres  et  la  montrer  comme  la  préface  nécessaire 
de  la  nôtre. 

Il  était  ainsi  la  chaîne  qui  nous  reliait  solidement  à  tout  le 
passé  de  la  Science  actuelle  et  à  tout  le  passé  de  notre  Académie 
elle-même,  dont  il  a  d'ailleurs  écrit  THistoire» 

C'est  cette  chaîne  qui  se  trouve  aujourd'hui  rompue  et  qui  se 
remplacera  très  difficilement. 

Vous  parlerai-je  de  l'homme?  Ce  sera  encore  el  presque  toujours 
vous  parler  du  savant.  Les  grandes  natures  sont  simples,  et  Joseph 
Bertrand  me  paraît  pouvoir  être  caractérisé  d*un  mot  :  il  était 
vrai. 

Il  était  aussi  vrai  dans  la  vie  que  dans  les  Mathématiques. 

Lorsqu'il  ne  rencontrait  pas  les  qualités  de  droiture  et  de  sin- 
cérité qui  étaient  en  lui,  il  se  détournait  discrètement,  sans  aflec- 
lation  et  sans  colère. 

J*aiine  qu^avec  douceur  nous  nous  montrions  sages. 

Mais  sa  douceur  était  protégée  par  une  riposte  aussi  fine  que 
prompte. 

11  était  curieux  de  vérité  en  tout.  Cette  curiosité  l'a  naturellement 
engagé  à  tout  aborder.  Sa  mémoire  pouvait  tout  recevoir  et  tout 
retenir,  et  sa  raison  avant  tout  mathématique,  mais  d'admirable 
ordonnance  générale,  mettait  chaque  chose  en  place  et  savait 
découvrir,  un  peu  partout,  des  doutes  à  éclaircir  et  des  problèmes 
à  résoudre.  C'est  ainsi  qu'il  a  été  un  mathématicien  original  et 
fécond,  un  érudit  de  marque  et  un  fin  critique. 

Le  critique,  chez  lui,  a  bien  souvent  aidé  le  mathématicien,  ce 
qui  n'est  pas  extraordinaire.  Car  tout  progrès  résulte  de  la  judi- 
cieuse critique  de  quelque  coin  du  passé. 

C'est  en  faisant  la  critique  approfondie  d'un  théorème  fumeux 
de  Poisson  qu'il  a  été  amené  à  ses  belles  découvertes  sur  les  pro- 
priétés des  intégrales  des  problèmes  de  la  Dynamique  et  à  une 
nouvelle  méthode  pour  les  aborder. 

Le  calcul  des  probabilités  où  il  est  si  facile  de  se  tromper,  où 
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k^  pio>  grands  se  sont  trompés,  a  natarellement  dû  attirer  le 
maître  crîtîqae.  sûr  de  ses  propres  josements.  Cette  scîeoce  devait 
aassî  sourire  à  son  imagination  enjouée  et  poétique  par  le  siogolier 
doo  qu'elle  a  de  rendre  l'homme  un  peu  prophète.  Il  Ta  toujours 
cnltiTée.  Il  Ta  enseî^ée  à  diverses  reprises  au  Collège  de  France 
et  lui  a  fait  une  place  aussi  lar^  que  possible,  même  <ians  son 
enseignement  moins  éleié  de  TÈcole  Polvtech nique,  en  quoi  il  a 
d'autant  mieux  fait  qu'elle  n'est  pas  seulement  d'une  grande  utilité 
en  Astronomie  et  dans  les  autres  sciences  d'observation,  mais  aussi 
dans  plusieurs  branches  de  l'art  de  l'ingénieur  ci\il  ou  militaire. 
Son  Ouvrage  sur  cette  malirre  ardue,  résumé  des  leçons  qu'il  a 
faites  au  Collège  de  France,  l'une  des  dernières  années  qn*il  j  a 
professé,  est  et  restera  un  chef-d'œuvre- 
Dans  son  Traité  de  Calcul  différentiel  et  intégral  dont  le 
troisième  Volume  n'a  malheureusement  pas  paru,  le  manuscrit 
avant  disparu  dans  un  incendie,  il  ne  se  borne  pas  à  exposer  les 
découvertes  des  autres:  il  donne  aussi  quelques-unes  des  siennes. 
Dans  le  premier  Volume  nutamment.  on  trouve  résumées  un  très 
grand  nombre  d'applications  gcomélriques  éparïcs  dans  ses  divers 
Mémoires,  et  il  convient  de  donner  une  mention  toute  spéciale  â 
son  exposition  de  la  théorie  des  déterminants  fonctionnels  et  au 
rapprochement  si  commode  dans  les  applications,  qu'il  a  su  établir 
entre  ces  déterminants  et  la  simple  dérivée  d'une  fonction  d*nne 
variable. 

Sa  T/termC'drnami'jN^  était  prèle  en  1S70  et  le  manuscrit  en  a 
été  brùîè  en  même  temps  que  celui  du  dernier ^olume  du  Calcul 
intégral.  11  l'a  refait  en  donnant  le  résumé  de  ses  leçons  d'une 
année  au  ColK 2e  de  France.  Il  observe  qu'il  n*a  pas  entendu  faire 
un  Traité  complet  et  qu'il  n'expose  que  ce  qu'il  a  compris.  Mais, 
sur  ce  qu'il  prétend  n'avoir  pas  compris,  notamment  sur  les  phé- 
nomènes irréversibles  et  l'application  du  second  principe  aux  corps 
"à  température  n«in  uniforme,  il  fait  une  série  de  remarques  cri- 
tiques très  imp<:»rtanttrs  et  qui  ont  déjà  porté  des  fruits. 

Cet  Ouvrase,  comme  d'ailleurs  tous  ceux  qui  sont  sortis  de  sa 
main,  se  distingue  par  un  ensemble  d'exercices  variés  et  toujours 
d'un  toururî::inal.  Ici.  quelques-uns.  notamment  ceux  relatifs  aux 
vapeurs  saturées,  dépassent  do  beaucoup  le  but  purement  spé- 
culatif pour  lequel  ils  ont   été  imaiiinés:  ils  peu\cnt  être  d'une 
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grande  utilité  à  la  Physique  expérimentale  et  à  Tari  de  Fingéniéur. 
*  Parmi  les  innombrables  Traités  d'Éleclricité  qui  ont  paru,  le 
eourt  Volume  où  il  résume  aussi  ses  leçons  d'une  année  au  Collège 
de  France  est  peut-être  le  seul  où  l'on  trouve  la  véritable  origine, 
et  la  raison  d'être  de  celte  notion  du  flux  électrique  due  uu  génie 
divinateur  de  Faraday  et  passée  dans  la  pratique,  bien  que  Joseph 
Bertrand  ne  l'utilise  pas  sj'stématiquement,  étant  trop  mathéma- 
ticien pour  ne  pas  avoir  préféré,  aux  procédés  du  grand  physicien 
anglais,  les  .méthodes  rigoureuses  d'Ampère,  pour  lequel  il  avait 
d'ailleurs  une  particulière  admiration  que  justifiaient  bien  des 
qualités  communes. 

Son  édition  de  la  Mécanique  analytique  de  Lagrange,  avec  les 
lumineuses  Notes  dont  il  l'a  fait  suivre,  est  venue  à  son  heure. 
Boiir,'  Massieu  et  bien  d'autres  y  ont  puisé  le  goût  des  hautes 
questions  de  la  Mécanique  et  du  Calcul  intégral. 

Ses  Ouvrages  élémentaires  ne  sont  pas  moins  remarquables  que 
les  autres.  C'est  dans  son  Arithmétique  que  l'on  trouvé,  pour  la 
première  fois,  la  claire  définition  de  l'incommensurable.  Elle  est 
passée  depuis  dans  les  parties  les  plus  élevées  de  la  Science. 

Ce  li'est  pas  ici  le  lieu  et  il  ne  serait  pas  possible  d'analyser  ses 
nombreux  Mémoires  sur  les  diverses  branches  des  Mathématiques 
pares  ou  appliquées  à  la  Mécanique  et  à  la  Physique  mathéma- 
tique. 

Qu'il  me  soit  pourtant  permis  de  citer,  en  raison  des  beaux 
travaux  qu'il  a  inspirés,  son  célèbre  théorème  sur  le  nombre  des 
valeurs  d'une  fonction  dont  on  permute  les  lettres  et,  en  ma  qua- 
lité de  mécanicien,  de  donner  une  mention  à  ce  principe  si  simple 
et  si  utile  de  la  similitude  en  Mécanique  et  en  Physique.  Il  permet 
de  deviner  à  l'avance  les  lois  de  certains  phénomènes  et  toujours 
de  circonscrire  le  champ  de  Finconnu.  Par  l'emploi  des  modèles 
en  petit,  il  est  chaque  jour  appliqué  en  Architecture  navale;  il 
commence  à  l'être  eu  Hydraulique  fluviale  et  maritime,  ainsi  que 
dans  tes  constructions  civiles. 

Je  ne  puis  m'empêcher  de  rappeler  aussi  que  la  notion  d'une 
intégrale  commune  à  plusieurs  problèmes  de  Mécanique,  devenue 
si  fondamentale,  a  été  jetée  par  lui,  il  y  a  longtemps,  dans  Tun  de 
ses  Mémoires,  ainsi  que  l'étude  des  intégrales  algébricjucs  qui  a 
donné  lieu  également  à  de  si  remarquables  développements.. 
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.  Quand  on  réunira  Tœuvre  scienlifique  et  l'œuvre  lilléraîre  de 
Joseph  Bertrand,  on  sera  étonné  qu^une  vie  humaine  ait  pu  suffire 
à  tant  de  labeur  et  qu^un  seul  cerveau  ait  pu  enfanter  tant  de  peu* 
sées  originales  et  en  des  genres  si  divers. 

Il  a  élé  un  semeur  d'idées.  Ses  Ouvrages  classiques,  avec  leurs 
nombreux  exercices,  ont  déterminé  bien  des  vocations,  de  même 
que  les  pensées  imprévues,  les  inspirations  soudaines  qui  lui 
échappaient  au  cours  de  ses  leçons  du  Collège  de  France  ont 
modifié  bien  des  carrières  dans  le  haut  enseignement.  Le  nombre 
des  thèses  de  doctorat  sorties  de  là  serait  difficile  à  chiffrer. 

S'il  jetait  la  vérité  en  prodigue,  par  la  plume  et  la  parole,  il 
savait  aussi  Taimer  et  l'apprécier  chez  les  autres.  C'est  pourquoi  il 
a  eu  beaucoup  d'amis. 

Il  la  trouvait  toujours  bonne  à  dire.  C'est  pourquoi  il  a  dû  s'at- 
tirer aussi  quelques  inimitiés,  peu  j'imagine;  car  il  la  disait  tou* 
jours  pour  elle-même,  jamais  dans  le  dessein  de  nuire  et  autant 
c[ue  possible  de  façon  à  ne  pas  nuire. 

Il  savait  en  inculquer  l'amour  à  la  jeunesse.  C'est  pourquoi  il  a 
élé  un  vrai  maître. 

Aucune  peine  ne  lui  coûtait  pour  rechercher  les  jeunes  talents 
et  les  mettre  en  luniière,  et  il  n'a  pas  attendu  d'être  arrivé  lui- 
même  pour  se  donner  celte  lâche.  Dès  sa  jeunesse,  il  l'a  considérée 
comme  de  devoir  étroit  [)our  lui.  C'était,  sans  doute,  sa  façon  de 
reconnaissance  pour  les  dons  exceptionnels  qu'il  avait  reçus  de  la 
nature  et  une  façon  de  n'en  pas  garder  le  profit  pour  lui  seul. 

Si  tous  les  riches  se  mettaient  à  suivre  son  exemple,  le  pro- 
blème social  aurait  fiiit  uu  grand  pas. 

Presque  au  début  de  sa  carrière,  alors  qu'il  n'était  que  simple 
professeur  de  Ivcée,  il  devina  Foucault,  s'attacha  à  lui,  l'aida  de 
sa  science  mathématique  dont  Foucault  élait  dépourvu,  contribua 
ainsi  a  ses  découvertes  sans  se  montrer;  puis,  a  peine  arrivé  à 
l'Institut,  à  Tâge  de  trente-quatre  ans,  il  soutint,  contre  les  plus 
hautes  personnalités  de  Tépoque,  une  lulle  restée  célèbre,  pour 
la  candidature  du  grand  physicien,  alors  peu  connu  ou  méconnu. 

La  balaille  ne  fut  pa:»  san>  péril,  ni  le  triomphe  sans  «;loire.  Une 
voix  de  majorité!  Mais  Tlnstitut  i\c  France  comptait  un  homme 
de  génie  de  plus  à  son  actif. 

Il  n'est  pas  de  savant  (pii  n'ait  trouvé  accueil  auprès  de  Joseph 
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Bertrand.  A  ceuK  qui  lui  en  paraissaient  dignes,  il  donnait  son 
amitié,  ses  conseils,  son  appui.  11  s^inqniétait  de  leur  carrière  où 
qu'ils  fussent,  faisait  des  démarches  en  leur  faveur  sans  le  leur 
dire,  et  plus  d'une  fois  il  a  mis  toute  son  ingéniosité  à  trouver  le 
moyen  le  plus  délicat  et  le  plus  acceptable  pour  eux  de  leur  venir 
en  aide  de  sa  bourse.  Il  est  allé  jusqu^à  quitter  provisoirement  ou 
définitivement  une  partie  de  son  enseignement  pour  permettre  à 
tel  savant  de  se  mettre  plus  rapidement  en  évidence,  et,  en  pareil 
cas,  il  se  débattait  contre  les  règlements  pour  abandonner  la  plus 
grande  part  possible  de  son  traitement. 

Il  a  vraiment  montré,  par  Tesprit,  par  le  cœur  et  par  ses  œuvres, 
des  vertus  qai  n'appartiennent  qu'aux  grands  hommes,  ces  vertus 
rares  en  tous  les  temps,  plus  rares,  nous  assure-t-on,  dans  le  nôtre, 
dont,  en  tout  cas,  une  nation  a  le  droit  d'être  fière,  mais  dont  elle 
a  aussi  le  devoir  de  perpétuer  la  mémoire  et  l'exemple. 

Ce  n'est  que  quand  ce  devoir  sera  accompli  que  nous  commen- 
cerons à  nous  consoler  de  l'avoir  perdu,  et  je  souhaite  bien  ardem- 
ment que  sa  famille,  dont  il  était  l'idole,  qui  lui  a  rendu  en  amour 
et  en  dévouement  ce  qu'il  lui  a  donné  en  gloire  et  en  tendresse, 
puisse  un  jour  trouver  là,  elle  aussi,  un  soulagement  à  sa  profonde 
et  si  naturelle  affliction. 

C'est  dans  cette  pensée,  cher  et  vénéré  Maître,  que  votre  ancien 
suppléant  au  Collège  de  France  vous  offre  l'hommage  respectueux 
et  attristé  de  cette  autre  famille  qu'a  été  pour  vous  l'Académie  des 
Sciences,  et  dans  laquelle,  après  tant  de  succès  personnels,  l'une 
de  vos  dernières  et  plus  grandes  joies  a  été  de  voir  entrer  votre 

nu. 


SUR  LES  DIVISEURS  NUMÉRIQUES  DES  POLYNOMES; 

Par  m.  Emile  BOHKL. 

ktant  donné  un  polynôme  à  coejfflctents  entiers  (*)y  dépendant 
d'une  ou  de  plusieurs  variables,  il  peut  arriver  que,  pour  toute 
valeur  entière  des  variables,  la  valeur  numérique  du  polynôme  soit 

(')  On  reconnaîtra  facilemenl  que  ce  qui  suil  puurrait  <>trc  étendu  uu  cas  où 
les  coefncients  seraient  seulement  rationnels. 
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divisible  par  uo  nombre  d\  ce  nombre  est  ce  que  nous  appellerons 
un  diviseur  numérique  du  polynôme.  Il  esl  clair  que,  pour 
trouver  tous  les  diviseurs  numériques  d'un  poljnome,  il  suffît  de 
rechercher  ceux  qui   sont  égaux  à   une  puissance  d'un  nombre 

premier:  si  Ton  désigne  par//^,  q^^  rT. les  puissances  les  plus 

élevées  des  nombres  premiers  p.q.r^ qui  divisent  le  polynôme 

proposé,  le  proJjil 

est  visiblement  le  plus  grand  diviseur  numérique  du  poljnome 
et  Ton  obtient  tous  les  diviseurs  numériques  en  formant  le  tableau 
des  diviseurs  de  D. 

Tout  revient  donc  à  déterminer  les  exposants  z,  3,  y,  •  •  •  qui 
conviennent  aux  divers  nombres  premiers  p.  q^  r J'j  par- 
viendrai en  étendant  au  cas  des  polvnomes  à  plusieurs  variables 
une  remarque  que  j'ai  faite,  il  v  a  quelques  années,  pour  le  cas 
d'une  seule  variable  ('\  :  le  théorème  de  Fermai  pour  le  ccu 
d\in  module  premier  su^i  pour  résoudre  la  question  qui  nous 
occupe. 

I.  Dans  ce  qui  suit,  nous  considérerons  des  variables  x^ y^Zj ... 
assujetties  à  prendre  seulement  des  valeurs  entières.  Nous  disons 
que  ces  valeurs  sont  indépendantes  suivant  le  module  p  si,  quels 
que  soient  les  eiuiers  donnés  a.  .^^V'  •  •*  ''  ^**  possible  de  vérîGer 
simultanémeol  les  congruences 


-r  -^  j 

■  motl/>  '. 

nioil/»  , 

-    --  T 

{  mi>«l/>  . 

Nous  verrons  que  des  variables  peuvent  être  liées  par  des  rela- 
tions et  élre  cependant  indépendantes  suivant  le  module  p. 

Une  remarque  évidente  est  la  suivante  :  si  les  variables  x,  j', 
^,  ...  d'une  part,  x,  X|,  x^.  ...  ifautre  part,  sont  indépendantes 


(  '  )  intrti^tuction  à  ia  Théorie  ties  -L'ubres  et  <i  /'.-l'iV'frrfr  supérieure,  ifaprvs 
det  terons  de  M.  J.  Tannery :  \\at  K.  B'UEL  ri  J.  I^raoii.  Note  I.  Sur  le 
tkéQrrme  de  Fermât.  Jo  prtWilo  lio  oi'Ue  «K^a>i»»M  j^i^ur  »iirc  que  relie  Noie  e<il 
la  sralc  chose  iiai  iirjpiMrlioiine  en  propre  tian>  re  Li\ro. 
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suivant  le  module/?,  il  en  est  de  inémc  de  Tenseinble  des  variables 

Donnons  encore  une  définition  :  nous  appellerons  degré  d'un 
polynôme  à  plusieurs  variables  Texposant  le  plus  élevé  qui  y 
figure;  par  exemple,  le  polynôme  x"^}'^^  4-  x'^y^  -+-  z^y  -\-  x^  sera 
dit  du  troisième  degré. 

Nous  pouvons  maintenant  démontrer  les  deux  théorèmes  qui 
servent  de  base  à  notre  méthode. 

Théorème  I.  —  Un  polynôme  de  déféré  inférieur  à  p^  à  un 
nombre  quelconque  de  variables,  indépendantes  suivant  le  mo- 
dule />,  ne  peut  être  divisible  par  p  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  {^)  de  ces  variables,  que  si  les  coefficients  sont  tous 
divisibles  par  p, 

La  proposition  est  bien  connue  dans  le  cas  où  le  polynôme  ne 
renferme  qu'une  variable;  il  suffit  donc  de  la  démontrer  pour  le 
cas  des  polynômes  à  n  variables,  en  la  supposant  vraie  des  poly- 
nômes an  —  I  variables.  Soit  donc 

un  polynôme  a  n  variables  de  degré  inférieur  à  p.  Les  coefficients  P 
sont  des  polynômes  an  —  i  variables.  Le  polynôme  II  étant  divi- 
sible par/?  quel  que  soito:,  les  coefficients  Pq,  ...,  P^  sont  eux^ 
mêmes  divisibles  par  p  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de 
n  —  1  variables,  indépendantes  suivant  le  module  />.  Tous  leurs 
coefficients,  c'est-à-dire  tous  les  coefficients  de  II,  sont  donc  divi- 
sibles par  p,  C.Q.F.D. 

Théorème  II.  —  Si  l*on  pose 

XP  =  X  -h  pxt, 

les  variables  x  et  X\  sont  indépendantes  suivant  le  module  p. 

Il  suffit  de  montrer  que  l'on  peut  vérifier  simultanément  les 
congruences 

(    x~a  (inod/;), 

(  Xx^oLx        (mod/?). 

■■^"■»  '  ^  ■  ■■■■■!  .II»!  .!■  ■■■  I  ^^^—^ 

(')  I^s  valeurs  possibles  sonl  toutes  celles  que  peuvent  prendre  les  variables, 
eu  égard  aux  relations  auxquelles  elles  sont  assujetties;  mais  on  suppose  ces  rela- 
tions telles  que  les  variables  soient  indépendantes  suivant  le  module  p. 
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Posons 

OLP —  a  =  pa. 

On  aura 

XP — X  OLP -^  p*  OLP-^  Z -^  ,  ,  . —  (OL-i-pz)  .. 

Xi  =  = —    =  a^j^-^pM, 

P  P 

IV}  étant  un  nombre  entier. 
{I  suffit  donc  de  prendre 

a — z=i7.x         (niod/?), 
c'est-à-dire 

z^a  —  ai         (mocly?) 

pour  avoir  simultanément  les  relations  (i). 

II.  Nous  possédons  maintenant  tous  les  éléments  nécessaires 
pour  résoudre  la  question  suivante  : 

m  

Etant  donné  un  polynôme  à  coefficients  entiers  P(j:,^,  ^, . ..), 
trouver  la  puissance  la  plus  élevée  /?*  du  nombre  premier  p^ 
qui  divise  le  polynôme  pour  toutes  les  valeurs  entières  des 
variables. 

Si  le  degré  du  polynôme  est  inférieur  à  />,  nous  savons 
(théorème  I),  qu'il  suffit  de  rechercher  la  plus  haute  puissance 
de  p  qui  divise  tous  les  coefficients. 

Si  le  degré  dépasse  /?,  c'est  que  l'une  au  moins  des  variables, 
X  par  exemple,  figure  avec  un  exposant  supérieur  à/>.  On  posera 

J7P=  x-^  pxi, 

et  l'on  se  servira  de  cette  relation  pour  rendre  inférieurs  à  p  tous 
les  exposants  dc^.  On  obtiendra  ainsi 

^{-r.y^z,  ...)  =  Pi{x,Xi,j\Zy  ...), 

le  nouveau  polynôme  P|  renfermant  une  variable  de  plus;  mais 
cette  nouvelle  variable  :r,  figure  certainement  avec  un  degré  bien 
moins  élevé  que  celui  auquel  figurait  x  dans  P;  et  x  ne  figure 
dans  P|  qu'au  degré  p  —  i  au  plus;  enfin  les  variables  x,  X|,  y^ 
s,  . . .  sont  indépendantes  suivant  le  module/?. 

Si  le  degré  de  P|  dépasse />,  on  procédera  de  même,  c'est-à-dire 
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que  l'on  posera 


xY  =  Xi-^px^ 


./»  — 


^s  =  ^t-^P^i 


» 


» 


•> 

ZP  =  z  -\-pzx^ 

••• î 

et  ainsi  de  suite  jusqu^à  ce  que  Ton  obtienne  un  poljnome 

r fi\x^ Xiy ... jy^yti  ...,z,>3i,  •••, ^ki  •  •  •)» 

dont  le  degré  soit  inférieur  à  /?;  le  théorème  I  fera  dès  lors  con- 
naître immédiatement  l'exposant  a. 

On  voit  combien  est  simple  le  principe  de  la  méthode:  elle  ne 
fait  intervenir  que  le  théorème  de  Format  pour  un  module  pre- 
mier et  le  théorème  H  qui  en  est  une  conséquence  presque  immé- 
diate. 

Si  l'on  veut  chercher  tous  leç  diviseurs  numériques  d'un  poly- 
nôme donnéy  on  devra  donner  successivement  au  nombre  premier 
p  toutes  les  valeurs  inférieures  ou  égales  au  degré  du  polynôme 
proposé;  les  calculs  doivent  être  recommencés  pour  chaque  valeur 
de  p;  c'est  là  un  inconvénient  de  la  méthode,  mais  on  reconnaîtra 
sans  peine  qu'elle  exige  néanmoins  des  calculs  bien  plus  courts 
que  la  méthode  proposée  par  M.  Hensel  et  basée  sur  la  formule 
d'interpolation  de  Lagrange  (*).  Dans  certains  cas,  il  pourrait 
j  avoir  avantage  pour  les  applications  à  combiner  les  deux  mc- 
ihodes. 

III.  Soit,  par  exemple, 

Le  polynôme  P  n'admet  pas  de  diviseur  premier  supérieur  à  7. 

Posons  donc  d'abord 

x"^  =  x  -^  y  Xi, 


(*)  Journal  de  Crelle,  t.  117;  1896.  Cet  article  de  M.  Hensel  est  postérieur 
à  la  Noie  citée  plus  haut;  mais  il  est  manifeste  qu'il  en  est  complètement  indé- 
pendant. 
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Il  vient 

P  =  -jx^xx-^  3i5; 

on  trouve  ainsi  le  diviseur  7,  à  la  première  puissance.  En  posant 

X^=  X  -{-  bXi 

d'où 

J'»=  27*-+-  537*^1  =  37  -+-  5j7|  -+-537*37,. 

on  a 

P  =  37  —  37*-+-  537|-+-  5ar*37, -t-  3l5, 

c'cst-à-dîre  que  P  n'est  pas  divisible  par  5. 
Si  l'on  pose  maintenant 

ar'=  37 -I- 337,, 
il  vient 

37*  =  ar'-f- 937*37,-4-  273?  jrj-h  2737}, 

et  avec 

37}  =  37, -h  337i, 

on  obtient 

P  =  93:'37, -I-  2737  jrf -H  27(37, -+- 337j) -I- 3i5, 

et  l'on  voit  que  P  admet  le  diviseur  9. 

Enfin,  il  suffit  de  faire  x=^o  pour  constater  que  P  n'est  pas  di- 
visible par  2.  Le  plus  grand  diviseur  numérique  de  P  est  donc 

3«X7  =  63. 

On  constatera  aisément  que  c'est  la  détermination  de  l'exposant 
dq  diviseur  2  qui  exige  en  général  les  plus  longs  calculs,  lorsqu'un 
artifice  ne  permet  pas  de  le  déterminer  immédiatement. 


»6j< 
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P.   APPELL.  —  Les  mouvements  de  roulement  en   Dynamique  (colloclion 
Scientia),  Un  vol.  in-S"  de  70  p.  Paris,  Carré  et  Naucl,  1899. 

L'exlension  croissante  qu'a  prise,  dans  ces  dernières  années, 
l^usage  de  la  bicyclette,  a  naturellement  attiré  l'attention  des 
savants  sur  les  problèmes  de  Mécanique  qu'elle  soulève.  C'est 
ainsi  que  l'Académie  des  Sciences  a  mis  la  question  au  concours 
en  1898,  et  qu'en  réponse  à  son  appel,  plusieurs  auteurs,  tels  que 
MM.  Bouriet  etCarvallo,  ont  fait  faire  à  cette  théorie  d'importants 
progrès.  Il  est  arrivé  là,  comme  à  beaucoup  d'autres  étapes  de 
l'histoire  de  la  Science,  que  l'application  a  été,  pour  la  théorie, 
un  guide  utile,  que  l'étude  d'une  question  purement  pratique  a 
rappelé  l'importance  de  remarques  d'ordre  général  insuffisamment 
approfondies  jusque-là. 

Les  mouvements  de  roulement,  tels  que  la  bicyclette  les  pré- 
sente, oiïrent  en  effet,  pour  la  Mécanique  classique,  un  puissant 
intérêt.  On  n'a  pas  affaire  ici,  comme  le  plus  souvent  dans  l'étude 
des  machines,  au  cas  particulièrement  simple  d'un  système  à 
liaisons  complètes;  et,  d'autre  part,  s'il  est  vrai  qu'il  s'agit  d'un 
problème  de  Dynamique  classique,  en  ce  sens  que  les  déforma- 
tions élastiques  ne  paraissent  jusqu'ici  jouer  qu'un  rôle  insignifiant 
dans  la  question,  on  n'en  est  pas  moins  placé  dans  des  conditions 
assez  différentes  de  celles  où  se  place  généralement  cette  partie 
de  la  Science. 

En  Dynamique  classique,  en  effet,  on  considère  la  position  d'un 
système  comme  définie  par  les  valeurs  d'un  certain  nombre  de 
paramètres  <7i ,  ^21  •  •  •  1  ?m*  Toute  nouvelle  liaison  introduite  dans 
le  système  s'exprime  par  une  ou  plusieurs  équations  entre  ces 
paramètres  et,  en  général,  on  peut,  à  son  gré,  soit  garder  tous  les 
paramètres  primitifs,  en  tenant  compte  des  équations  ainsi  intro- 
duites, soit  profiter  de  ces  équations  pour  réduire  le  nombre  des 
paramètres. 

Or,  lorsqu'il  s'agit  de  corps  solides  roulant  l'un  sur  l'autre,  les 
choses  se  passent  autrement.  Les  conditions  de  roulement  intro- 

Bull.  des  Sciences  mat  hem..,  2'  série,  l.  X\IV.  (  \vril  1900.)  (3 
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diiiscnl  bien  deux  relations  entre  les  paramètres  définissant  les 
positions  des  solides;  mais  ces  relations  sont  des  équations  aux 
différentielles  totales  pour  lesquelles  les  conditions  d'intégrabilité 
ne  sont  pas  vérifiées  et  qui,  par  conséquent,  ne  peuvent  se  rem- 
placer par  des  équations  en  termes  finis. 

Le  problème  ainsi  posé  relève  encore  des  méthodes  générales 
de  la  Dynamique,  mais  exige  certaines  précautions  dans  leur 
emploi.  La  nécessité  de  ces  précautions  introduit  un  nouveau 
genre  de  difficulté  et,  d'autre  pari,  leur  oubli  a  occasionné  quelques 
erreurs.  Une  étude  d'ensemble  sur  ce  sujet,  telle  que  le  Livre  de 
M.  Àppell,  était  donc  intéressante  tant  au  point  de  vue  théorique 
qu'au  point  de  vue  pratique. 

Le  plan  de  l'Ouvrage  est  très  simple.  D'abord  sont  rappelés 
les  principes  généraux  de  la  Mécanique  du  solide.  Puis  quelques 
considérations  de  Cinématique  sont  nécessaires  pour  appliquer 
ces  principes  au  roulement.  Une  série  d'applications  sont  pré- 
sentées, d'après  Y  Advanced  n'gid  Dynamics  de  Roùth  et  d'après 
le  Mémoire  de  M.  Carvallo. 

C'est  seulement  ensuite  que  l'auteur  étudie  la  question  au  point 
de  vue  de  la  Mécanique  analytique.  En  se  plaçant  à  ce  point  de 
vue,  on  constate  que  le  procédé  qui  sert  à  former  les  équations 
de  Lagrange  est  encore  applicable,  mais  en  ayant  soin  d'écrire 
l'expression  de  la  force  vive  comme  s  iles  relations  aux  différen- 
tielles totales  n^ existaient  pas,  c'est-à-dire  comme  si  les  solides 
qui  roulent  étaient  assujettis  à  la  simple  condition  d'être  tangents. 
C'est  seulement  après  les  difl'érentiations  faites,  du  moins  les  diffé- 
rentiations  partielles,  qu'il  est  permis  de  tenir  compte  des  con- 
ditions de  roulement. 

Telle  est  la  règle  qu'il  est  nécessaire  d'observer  si  l'on  veut 
arriver  à  des  résultats  exacts.  Toutefois  celte  règle  est-elle  toujours 
absolue?  N'est-il  aucune  partie  du  calcul  où  l'on  puisse  utiliser 
les  équations  déroulement  pour  simplifier  l'expression  de  la  force 
vive?  A  cet  égard,  M.  Appell  démontre  la  proposition  suivante  : 
On  peut  se  servir  des  relations  aux  difierenlielles  totales  pour 
former  l'équation  de  Lagrange  relative  à  l'un  des  paramètres, 
(]x  par  exemple,  si,  lorsqu'on  se  sert  de  ces  relations  pour  ne  laisser 
subsister  que  les  dldcTentielles  réellement  indépendantes,  les 
variations  virtuelles  des  coordonnées  des  diflérents  points  prennent 
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chacune  la  forme   d'une  diflercnlicllc   ïotalc,   augnienléc  d'une 
expression  difTérenlielle  ne  contenanl  pas  //,. 

C'est  ainsi  que,  dans  ses  reclierches  sur  le  cerceau,  le  mono- 
cycle  et  le  bicycle,  M.  Carvallo  a  pu  conslalcr  que  réquation  de 
Lagrange,  relative  au  paramètre  qui  détermine  Tinclinaison  du 
cerceau  sur  le  plan,  peut  être  formée  sans  qu'il  soit  nécessaire  de 
suivre  la  règle  indiquée  tout  à  l'heure. 

Les  deux  Noies  ajoutées  par  M.  Hadamard,  à  la  fin  du  Volume, 
sont  consacrées  à  une  recherche  analogue,  mais  non  identique  à 
celle  dont  nous  venons  de  parler.  Au  lieu  de  se  demander  si, 
parmi  les  équations  de  Lagrange  cherchées,  il  j  en  a  que  Ton 
puisse  écrire  en  se  servant  de  toutes  les  équations  données,  Tauteur 
se  pose  la  question  suivante,  en  quelque  sorte  inverse  de  la  pre- 
mière :  Parmi  les  relations  différentielles  qui  expriment  la  liaison, 
ou  parmi  leurs  combinaisons,  en  est-il  que  l'on  puisse  appliquer 
sans  précaution  au  calcul  de  toutes  les  équations  de  Lagrange?  La 
réponse,  dans  des  cas  assez  généraux,  est  affirmative,  et  Ton  con- 
state que  l'on  peut  former  les  combinaisons  ainsi  utilisables  par 
un  procédé  qui  revient  (Note  II)  à  la  première  série  des  opérations 
par  lesquelles  on  complète  un  système  d'équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  de  premier  ordre  à  une  seule  fonction  inconnue. 

L'application  de  ces  principes  montre,  par  exemple,  que  dans 
le  roulement  d\iDe  courbe  sur  une  surface,  on  peut  utiliser  l'équa- 
tion qui  exprime  Tabsence  de  glissement  longitudinal ,  et  que, 
dans  le  roulement  sans  pivotement  de  deux  surfaces  l'une  sur 
Tautre,  on  peut  employer  sans  précaution  les  équations  qui 
expriment  le  roulement  simple. 


Ernst  SCHRODER.  —  Algerra  und  I^gik  der  Relative,  t.  IH  des  Forle- 
.xungen  ùber  die  Algchrn  der  Logik,  i™  Partie,  vni-049  p.  Leipzig,  Teubner. 
1895. 

Dans  son  Algebra  der  Logik,  M.  Schnider  avait  traité  la 
Logique  des  termes  absolus,  c'est-à-dire  la  théorie  des  jugements 
de  prédication  (dont  la  copule  est  le  verbe  être  unissant  deux 
concepts).  Dans  le  présent  Volume,  qui  forme  à  lui  seul  un  nouvel 
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Ouvrage,  il  expose  une  science  incomparablement  plus  %'aste  et 
plus  complexe,  la  Logique  des  termes  relatifs^  fondée  par  Ch.- 
S.  Peirce  (').  Celle-ci  étudie  toutes  les  relations  que  peuvent 
exprimer  les  jugements  possibles  ('au  moren  des  copules  autres 
que  le  verbe  éire)^  ainsi  que  leurs  diverses  combinaisons.  L^auteur 
se  borne  aux  relations  binaires,  cVst-à-dire  â  deux  termes.  Voici 
comment  on  définit  ces  relations,  considérées  à  un  point  de  vue 
purement  formel  (^). 

Soit  un  ensemble  i|   d'individus  A,  B,  C On  désignera 

par  i^j^  h^  k\  ...  des  éléments  o^é/i<?raiijr  ou  indéterminés,  dont 
chacun  peut  représenter  un  individu  quelconque  de  cet  ensemble. 

Cela  posé,  soit  une  certaine  relation  générale  a.  Si  elle  existe 
entre  A  et  B.  on  dira  qu'on  a  la  relation  i  binaire)  individuelle 
A:B.  Une  relation  binaire  est  considérée  comme  la  somme  des 
relations  binaires  individuelles  qui  peuvent  exister  entre  tous  les 
individus  de  Tensemble  1 1.  On  pose  donc,  par  définition 


V 


en  convenant  de  donner  au  coefficient  <?//  la  valeur  i ,  si  la  relation 
individuelle  (ilj)  existe,  et  la  valeur  o.  si  cette  relation  n*existe 
pas.  Chacune  des  variables  /et y  parcourt  tout  Tensemble  i|.  Si 
i=j\  ^izj)  ^^l  "ne  sibirelation  individuelle:  si  i\z=j\(^iij) 
est  une  atiorelation  individuelle. 

Ainsi  une  relation  binaire  est  définie  par  l'ensemble  de  ses  coef- 
ficients (7.y.  qui  forme  une  table  à  double  entrée  «  chaque  entrée 
étant  constituée  par  l'ensemble  i ,  >.  L'ensemble  des  couples  {ilj)j 
c'est-à-dire  de  toutes  les  relations  individuelles  possibles  dans  le 
domaine  du  premier  ordre  i,,  forme  le  domaine  du  second 
ordre  i  *    ji$  1-3  . 


('- 1  Fils  de  Hc^njaiiiin  Peirce.  l'auteur  de  Limcar  orforûz/iW  Atgebra,  ap.  Ame- 
rican Journal  of  Mi2t hématies,  l.  I\ .  Se>  prïn«~ipau\  Arlicle*  se  trouvent  dans 
les  Memoirs  of  the  American  Acaaemr,  t.  I\:  i>~o,  et  dans  VAnkerican 
Journal  of  Mathematies,  t.  HI:  iSSo,  et  l.  Ml:  iSS^. 

f-»  Cf.  deuv  Noies  de  M.  Scbnnler  :  .\ote  uber  die  Al^eàra  der  binâren  Beta- 
iive^  ap.  Mathematisehe  Annalen,  \,  \L\1,  p.  i^^-i^S:  et  L'eber  Pasigraphie, 
iàren  feserninriis^en  Stan-J.  und  die  pasigraphîsche  Bew^fung  in  italien^  ap. 
yerkandtunfcn  desersten  intemationalen  MathematUer-Cangresses  in  Zurich 
(•$017);  p.  i47-i^J-  Leipjîç.  Teubner,  i!^S. 
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Dans  ce  domaine  à  deux  dimensions,  chaque  relation  srra 
définie  par  le  tableau  de  ses  coefficients  (tous  égaux  à  i  ou  à  o), 
qu'on  nomme  sa  matrice.  On  peut  la  figurer  géométriquemen-t 
par  un  réseau  quadrillé  dont   les  lignes,  tant   horizontales  que 

verticales,  correspondent  aux  divers  individus  A,  B,  C, Si 

deux  individus  sont  en  relation,  on  met  un  point  (un  œil)  à  Tin- 
lersection  de  leurs  lignes;  sinon,  on  la  laisse  vide  (*).  La  figure 
formée  par  les  points  ainsi  marqués  caractérise  la  relation  donnée 
au  point  de  vue  de  sdL  forme  (§  4). 

On  définit  certaines  relations  spéciales  qui  jouent  le  rôle  de 
modules  dans  les  opérations.  Voici  d'abord  les  modules  absolus 
o  et  I,  définis  par  leurs  coefficients 


0|7=    o,  I  l/y=    1. 

Cela  signifie  que  tous  les  coefficients  de  o  sont  o,  et  que  tous  les 
coefficients  de  i  sont  i;  en  d'autres  termes,  la  matrice  de  o  est 
entièrement  vide  (ne  contient  aucun  point),  et  celle  de  r  est  entiè- 
rement pleine  (contient  tous  les  points  de  l'ensemble  I2). 

On  définit  encore  les  modules  relatifs  o'  et  i*^  par  leurs  coeffi- 
cients 

oij  =  ii\  =  Jh         ùj  =  (^  =  J)' 

Cela  veut  dire  que  le  coefficient  de  o'  qui  correspond  au  couple 
(ilj)  est  égal  à  o  quand  /  ety  sont  identiques,  et  à  1  dans  le  cas 
contraire  ;  et  que  le  coefficient  de  1  '  qui  correspond  au  couple  (ilj) 
est  égal  à  1  quand  i  et  y  sont  identiques,  et  à  o  dans  le  cas  con- 
traire. Si  l'on  suppose  les  individus  de  l'ensemble  1 1  rangés  dans 
le  même  ordre  sur  les  deux  entrées  du  tableau,  la  matrice  de  1'  se 
composera  uniquement  de  tous  les  points  de  la  diagonale  prin- 
cipale (*),  et  la  matrice  de  o'  aura  au  contraire  tous  ses  points 
pleins,  sauf  ceux  de  cette  diagonale.  Ainsi  i  '  est  la  somme  des  sibi- 
relations  individuelles,  et  o'  celles  des  allorelations  individuelles  (^). 


(*)  Chaque  relation  individuelle  impliquant  un  ordre  entre  ses  deux  termes, 
on  prendra  le  premier  terme  dans  la  colonne  de  gauche,  c'est-à-dire  parmi  les 
lignes  horizonlales,  et  le  deuxième  terme  dans  la  ligne  supérieure,  c'est-à-dire 
parmi  les  colonnes  verticales. 

(')  Définie  comme  dans  les  déterminants. 

(*)  I*  est  la  relation  d'identité  {i  est  identique  à  y);  o'  est  la  relation  d'ailé- 
rite  (  i  est  autre  que  j  ). 
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On  définit  ensuile  les  six  opérations  fondamentales  :  les  trois 
premières  sont  les  mêmes  qu'en  Logique  :  multiplication,  addi- 
tion et  négation.  Voici  leurs  formules,  appliquées  aux.  coeffi- 
cients : 

{ab)ij^  aijbij,  \  (a-^  b)ij=  aij-i- b/j. 

ciij=^(atj)    (»). 

r 

Les  coefïicients  nV'tant  susceptibles  que  des  valeurs  o  et  i ,  cela 
veut  dire  que  le  produit  a6  a  un  i  partout  où  les  deux  facteurs  a 
et  b  ont  a  la  fois  un  i,  et  un  o  partout  ailleurs^  et  que  la  somme 
(a  4-  6)  a  un  i  partout  où  Tun  au  moins  des  termes  a  et  6  a  un  i , 
et  un  o  partout  ailleurs  {^),  Enfin,  la  négation  â  de  a  a  un  i  par- 
tout où  a  a  un  o,  et  un  o  partout  où  a  a  un  i.  Les  deux  matrices 
a  et  â  sont  complémentaires,  et  Ton  a  les  deux  relations 

aïi  =0,         a  -4-  â  =  I. 

Voici  maintenant  comment  se  déHnissent  les  trois  opérations 
propres  à  l'Algèbre  des  relations  :  la  multiplication  et  V addition 
relatives^  et  la  conversion  : 

(a;b)ij=  ^naihbhj,        (af  b)ij=  nn{ain-^  b^j)    (»), 

Cela  signifie,  en  somme,  que  la  relation  a\  b  exisle  entre  les 
deux  individus  i  cl  j\  s^il  y  a  au  moins  un  individu  h  tel  que  la 
relation  a  existe  entre  i  et  A,  et  (en  même  temps)  la  relation  b 
entre  h  ety  ;  et  que  la  relation  ajr  b  existe  entre  les  individus  /et y, 
si,  pour  tout  individu  hy  il  exisle,  ou  bien  la  relation  a  entre  i 
et  //,  ou  bien  la  relation  b  entre  h  et  y.  Ces  deux  définitions 
fournissent  le  moyen  de  construire  la  matrice  de  a;  b  ou  de  a  f  b 
connaissant  celles  de  a  et  de  6,  et,  par  suite,  de  déterminer  (d'une 


(')  Le  signe  (le  la  négalion  est  désormais  la  barre  supérieure  (employée  par 
Boole,  Venu  et  Peirce). 

(')  La  somme  et  le  produit  logiques  ont  toujours  la  mrrne  interprétation 
géométrique;  la  somme  (a-i-6)e^l  Triisemble  «les  poinls  «'onlenus  «lans  les  deux 
matrices  a  ci  b\  le  produit  ab  est  l'ensemble  de  leurs  poinls  communs. 

(•')  Le  signe  employé  par  M.  Sclinxler  pour  l'addition  relative  est  une  rroi\ 
dont  la  branche  verlicalc  porte  un  rrorliet  inb  rieur  (à  ^au«lie),  alin  «l'accustr 
l'asymétiie  de  ropératiou  (qui  ti'e^t  ftas  ( oiiimulalix' )  comme  le  (ail  le  sij^ne  ; 
<le  la  multiplication   relative. 
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manière  iinivoque)  la  somme  et  le  produit  relatifs  de  deux,  rela- 
tions données  quelconques. 

Nous  nous  bornerons  à  interpréter  la  multiplication  relative  : 
on  dira  que  i  est  \\a\  b)  de  y,  si  i  est  Va  de  A,  et  h  le  &  de/; 
par  exemple:  si  «  =  père  et  6  =  père,  (a;  6)  =  grand-père;  si 
a=  frère  el  6=  pure,  (a;  6)  =  oncle  paternel,  etc.  On  lira  (a;  b)  : 
i^  a  de  b  »  (*). 

•  Quant  à  la  conversion,  elle  est  aisée  à  comprendre  :  la  relation  a 
(converse  de  a)  existe  entre  i  et  y,  si  la  relation  a  exisic 
entre  y  et  i  (dans  Tordre  inverse).  Si  «  =  frère,  S  =  frère;  sr 
a  =  père,  a  =  fils  ou  fille,  etc.  Géométriquement,  la  conversion 
se  traduit  par  un  retournement  de  la  matrice  autour  de  la  diago- 
nale principale.  Il  est  clair  que,  pour  que  a  =  a,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  relation  a  soit  symétrique,  ou  que  sa  matrice  soit  symé- 
trique par  rapport  à  la  diagonale  principale,  c'est-à-dire  que,  pour 
tout  couple  {ilj)j  Ton  ait 


aij  =  aji. 


Nous  venons  d'invoquer  tacitement  le  critérium  de  Vénalité  de 
deux  relations,  à  savoir  que  (ous  leurs  coefficienLs  correspondants 


(  *  )  La  notion   de  produit  de  relations  coïncide  avec  celle  de  fonction  de 
fonction.  En  effet,  \c  produit  relatif  âcs  deux  équation» 

.y=f{x),        ^  =  ç(ar) 
est 

r=/[?(^)]T 

c'est-à-dire  le  résultat  de  l'élimination  de  h  entre  les  deux  équations 

Plus  généralement,  soient  deux  fonctions  implicites  déterminées  par  les  équa- 
tions 

leur  produit  sera  le  résultat  de  l'élimination  de  h  entre  les  équations 

Ainsi  le  produit  de  deux  courbes  est  une  courbe.  Le  produit  de  deux  c(»urbcs 
planes  situées  respectivement  dans  le  plan  des  xz  et  dans  celui  des  yz  est  la 
pr€>jection  sur  le  plan  des  xy  de  rintcrscction  des  deux  <ylindres  droits  (|iii 
ont  ces  courbes  pour  dircclriccs  (^  \). 
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soient  é^au\  (qtic  leurs  matrices  soient  superposables).   On  le 
formule  algébriquement  ainsi  : 

(a  =b)  =  Uijiaij  =  bij). 

De  même,  on  définit  V inclusion  ou  subordination  de  deux 
relations  binaires  par  la  formule 

ia<b)=z\\ij{aij<bij). 

Or,  comme  <i  <^  o,  o  <  i  ?  i  <  < ,  mais  i  [<  o,  cela  veut  dire  que 
la  relation  a  est  contenue  dans  la  relation  6,  si  tous  les  points  de 
la  matrice  de  a  correspondent  à  des  points  de  la  matrice  de  b  (ou  si 
la  matrice  de  b  contient  tous  les  points  de  la  matrice  de  a)  (§  3). 

Toutes  les  règles  du  Calcul  logique  sont  encore  valables  dans 
l'Algèbre  des  relations  pour  les  opérations  logiques.  Mais  les  opé- 
rations relatives  ont  des  règles  de  calcul  spéciales,  soit  par  elles- 
mêmes,  soit  combinées  avec  les  opérations  logiques,  ce  qui  pro- 
duit une  grande  complication.  Par  exemple,  la  multiplication  et 
Taddition  relatives  sont  bien  associatives,  mais  non  commutatives 
(comme  on  peut  s'en  rendre  compte  par  la  forme  même  de  leur 
définition).  Elles  sont  en  outre  distributives,  chacune  par  rapport 
aux  deux  opérations  logiques,  mais  non  Tune  par  rapport  à  Tautre. 
La  négation  les  transforme  l'une  en  l'autre,  suivant  des  formules 
analogues  à  celles  de  De  Morgan  : 


a;  (>  =  ft  7  bj  I  (i  j  b  —  a;  b. 

Quant  à  la  conversion,   elle  n'a  pas  d'elfct  sur  les  opérations 
logiques 

ab  =  a  b,         a  -+-  b  =^  a  -t-  b, 
cl  elle  renverse  simplement  les  opérations  relatives 

a\  b  =  b  \a ,         a  -^  b  =^  b  -çYt. 
Enfin  la  négation  et  la  conversion  sont  comniulatives  entre  elles 


de  sorte  que  les  quatre  classes  a,  a,  a  cl  a  forment  un  groupe 
par  rapport  à  ces  deux  opérations. 
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\^G  principe  de  Qualité  rèjjne  encore  dans  la  nouvelle  Algèbre. 
Étant  donnée  une  formule,  on  obtient  la  formule  corrélative  {^dit 
dualité)  en  la  contraposant,  c'est-à-dire  en  niant  les  deux  membres 
et  en  les  intervertissant,  puis  en  effectuant  la  négation  sur  les 
termes  simples;  cela  revient  à  permuter  entre  eux  les  signes  de  la 
multiplication  et  de  l'addition  logiques,  et  à  renverser  le  signe  <[• 

A  ce  principe  s'en  joint  un  autre,  pro|)re  à  l'Algèbre  des  rela- 
tions, qui  eat  \e  principe  de  conjugaison.  Etant  donnée  une  for- 
mule, on  obtient  la  formule  conjuguée  en  convertissant  les  deux 
membres,  et  en  effectuant  la  conversion  sur  les  termes  simples. 
Cela  revient  à  intervertir  l'ordre  des  opérations  relatives  (;  et  +)? 
c'est-à-dire  à  renverser  tous  les  termes,  et  à  lire  en  quelque  sorte 
la  formule  à  rebours  (en  conservant  les  parenthèses). 

Ainsi  la  négation,  d'une  part,  et  la  conversion,  d'autre  part, 
fournissent  deux  moyens  de  transformer  une  formule  en  une  autre 
équivalente.  De  plus,  ces  deux  opérations  sont  commutatives;  la 
corrélative  de  la  conjuguée  est  identique  à  la  conjuguée  de  la 
corrélative.  Une  seule  formule  en  engendre  donc,  en  général, .trois 
autres,  et  il  suffit,  en  vertu  Ae^  principes  de  dualité  et  de  conju- 
gaison,  d'en  démontrer  une  seule  pour  établir  toutes  celles  qui 
appartiennent  au  même  quadrige  (suivant  l'expression  pitto- 
resque de  l'îiuteur)  (§§  6,  7). 

Pour  compléter  les  règles  du  calcul,  on  établit  celles  du  calcul 
des  quatre  modules  1,0,  1',  o'. 

Les  modules  absolus  o  et  1  sont,  comme  on  sait,  les  modules 
respectifs  de  l'addition  et  de  la  multiplication  logiques;  de  même 
les  modules  relatifs  o'  et  1'  sont  les  modules  respectifs  de  l'addi- 
tion et  de  la  multiplication  relatives.  De  même  qu'on  a,  dans  le 
calcul  logique, 

an  <  u,  I  I  <  f7  -H  <^/, 

on  a  les  formules  analogues 


I   <  a   -a. 


r  -:  a  Y  ft. 


Combinés  entre  eux,  les  quatre  modules  forment  nn  groupe 
par  rapport  aux  six   opérations    fondamentales.    De   même    que 
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o  et  I,  o'  et  i'  sont  la  négation  l'un  de  l'autre  (*);  la  conversion 
transforme  chacun  des  quatre  modules  en  lui-même  (^). 

On  a  les  formules  suivantes  (analogues  à  des  formules  de  Calcul 
logique),  qui  permettent  de  transformer  une  inclusion  en  lui  don- 
nant i'  pour  premier  membre  ou  o*  pour  second  : 

(C<aiù)  =  (a<b)  =  (a;ï<o')    (§8). 

Une  relation  quelconque  a  forme,  avec  les  quatre  modules, 
seize  combinaisons  irréductibles.  Par  exemple,  l't/  comprend 
toutes  les  sibirelations  individuelles,  et  o'a,  toutes  les  aliorclations 
individuelles  de  a.  La  relation  a  forme,  avec  le  module  T,  un 
groupe  de  G4  combinaisons  par  rapport  aux  six  opérations  fon- 
damentales. Par  exemple,  au  ne  contient  que  les  yeux  pairs 
(symétriques)  de  «;  aâ  ne  contient  que  ses  yeux  impairs  (sans 
symétriques);  aâ  ■+-  âa  transforme  les  yeux  impairs  de  a  en  pairs, 
et  exclut  les  autres;  a  ci -\- ciel  contient  tous  les  éléments  pairs 
(yeux  ou  vides)  de  a;  et  ainsi  de  suite.  Mais  les  combinaisons 
modulaires  les  plus  importantes  sont  les  suivantes  (')  : 

I.  rt;i  transforme  toutes  les  lignes  occupées  de  a  en  lignes 
pleines,  et  conserve  les  lignes  vides  ; 

II.  rtf  o  transforme  toutes  les  lignes  lacunaires  de  a  en  lignes 
vides,  cl  conserve  les  lignes  pleines; 

III.  a  ;  o'  transforme  toutes  les  lignes  plurioccupces  de  a  en 
lignes  pleines,  et  les  lignes  unioccupécs  en  leurs  négations  (lignes 
unilacunaircs); 


(')  En  circt,  ils  vcrilicnt  les  deux  rclalions 

C)  .1     =  o,  0-1-1=1, 


comme  on  le  coDstatc  inluilivement  par  leurs  malriccs. 

(-)  En  eiïet,  leurs  matrices  sont  symétriques  par  rapport  à  la  diagonale  priii- 
ci|)ale. 

(^)  Une  ligne  (de  la  matrice)  de  a  est  dite  occupée  quand  elle  contient  au 
moins  un  i;  unioccupéey  quand  elle  n'en  contient  (]u'un;  plurioccupéCy  i]uaiid 
elle  en  contient  plusieurs;  vide,  quand  elle  iicn  contient  aucun.  De  méim^,  elle 
est  dite  lacunaire,  quand  elle  contient  au  moins  un  o;  unilacunaire,  quand  clic 
n'en  contient  qu'un  ; /?///r£7rtt'w/?rti/t%  quand  clic  en  contient  plusieurs;  pleine, 
quand  clic  n'en  conlicnl  aucun. 
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IV.  a  f  r  transforme  toutes  les  lignes  plurilacunaires  de  a  en 
lignes  vides,  et  les  lignes  unilaciinaires  en  leurs  négations  (lignes 
uDÎoccupées). 

Si,  dans  les  quatre  définitions  précédentes,  on  intervertit  les 
termes»  on  devra  remplacer  le  mol  ligne  par  le  mot  colonne  (ligne 
verticale)  (§  9). 

M.  Schroder  adopte  un  schématisme  commode  pour  repré- 
senter la  composition  linéaire  d'une  relation  :  i  figure  les  lignes 
pleines;  a,  les  lignes  unilacunaires  ;  ^,  les  lignes  plurilacunaires 
et  plurioccupées;  y,  les  lignes  unioccupées;  et  o  les  lignes  vides. 
Ainsi  chaque  relation  a  pour  schéma  un  nombre  symbolique  de 
cinq  chiiTres  la^yo-  Cela  posé,  l'auteur  appelle  transformation 
linéaire  d'une  relation  toute  transformation  qui  change  le  carac- 
tère de  ses  lignes,  c'est-à-dire  la  composition  du  nombre  qui  les 
symbolise;  il  v  en  a  aSô  pour  une  relation  générale. 

Il  traite  alors  le  problème  suivant  :  Représenter  toutes  les 
transformations  linéaires  d'une  relation  au  mojen  des  quatre 
modules  et  des  six  opérations  fondamentales.  Les  quatre  théo- 
rèmes précédents  donnent  la  clef  de  ces  transformations.  Cha- 
cune d'elles  sera  figurée  par  une  altération  du  nombre  symbo- 
lique la^vo.  On  comprend  que  les  transformations  linéaires 
deviennent,  par  simple  conversion,  des  transformations  colon- 
naires,  qui  consistent  à  changer  les  colonnes  pleines  ou  vides, 
uni-  ou  plurilacunaires,  uni-  ou  plurioccupées  les  unes  dans  les 
autres  (§§  15,  16). 

On  est  ainsi  amené  à  définir  les  relations  quadrillées.  Ainsi 
c  =  (afo)(of6)  est  l'ensemble  des  points  d'intersection  des 
lignes  pleines  de  a  avec  les  colonnes  pleines  de  b.  De  même, 
6^  =  a  ;  1  4-  I  ;  f>  se  compose  de  toutes  les  lignes  occupées  de  a  et 
de  toutes  les  colonnes  occupées  de  6,  devenues  pleines;  de  soiic 
que  ses  seuls  vides  sont  les  intersections  des  lignes  vides  de  a  et 
des  colonnes  vides  de  b.  On  dit  alors  que  c  est  une  relation  qua- 
drillée d'yeux,  et  d  une  relation  quadrillée  de  vides,  parce  que  les 
yeux  de  Tune  et  les  vides  de  Tautre  sont  disposés  en  rectangle. 

La  forme  générale  de  la  première  est  c  ;  i  ;  c,  celle  de  la  seconde, 
d'fojd,  de  soile  que  leurs  u(|uations  caracléristi([ues  sont 

.r  —  .r  ;  I  ;  .r,  î  jr  =  r  j-  «  f  .r     (  §  :20  ). 
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On  appelle  relations  distinguées  des  combinaisoDS  modulaires 
irréductibles  qui  ne  peuvent  prendre  que  les  deux  valeurs  o  et  i 
(comme  des  propositions).  Voici  quelques-unes  des  plus  simples, 
avec  la  signification  d'une  de  leurs  valeurs  (la  signification  de 
l'autre  s'en  déduit  par  négation)  : 

(i;a;i  =  o)  =  (a  =  o),        (ofafo  =  0=(rt  =  i)t 

[i  ;(af  o)  =  o]  =  (af  o  =  o)  =  a  n'a  pas  de  ligne  pleine, 

(of  a  ;  1  =  i)  =  (a  ;  I  =  i)  =  a  n'a  pas  de  ligne  vide. 

Inversement,  on  peut  mettre  toute  proposition  sous  la  forme 
d'une  relation  distinguée;  car  toute  proposition  consiste  à  égaler 
une  certaine  relation  o:  à  o  ou  à  i,  ce  qui  peut  s'exprimer  en  éga- 
lant à  I  une  certaine  relation  distinguée,  fonction  de  x,  c'est-à-dire 
en  l'écrivant  simplement  (*)  (§  10). 

Parmi  les  relations  spéciales  qu'on  peut  encore  définir,  il  faut 
citer  Vunilinéaire  et  Y unicolonnaire  (dont  les  matrices  sont 
composées  d'une  seule  ligne  pleine  ou  d'une  seule  colonne 
pleine).  Ils  sont  définis  respectivement  comme  suit  : 

hik=  «l/t,  jhk=  Hj> 

ce  qui  veut  dire  que  leurs  seuls  coefficients  i  (yeux)  sont  ceux 
pour  lesquels  on  a 

c'est-à-dire  ceux  de  la  ligne  i  ou  de  la  colonne  y.  Ainsi  i  repré- 
sente un  élément  de  l'entrée  de  gauche  et  j  un  élément  de 
l'enlrée  du  haut;  tous  deux  représentent  un  individu  du  domaine 
du  premier  ordre  i|. 

L'équation  caractéristique  de  l'individu  est 

On  a  réquivalcnce  fondamentale 

(  Oij  r:^  I  )  =  (  /  <  <7  ;  y  )  =  l'y  <  a  ;  i  ) 

qui  est  évidente  dans  son  interprétation  verbale  :  car,  dire  que  le 
coefficient  aij  est  égal  à  i,  c'est  dire  que  /  est  dans  la  relation   a 

(')  Kn  verlu  de  Vaxioinc  spécial  (A  =  i)  =  A. 
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avecy  (esl  un  a  dey)  ou  que  y  est  dans  la  relation  (inverse)  a 
avec  /  (*). 

On  a  aussi  réquivalencc  suivante  : 

l'.j  =  i:X=  ij 


qui  permet  de  représenter  la  relation  individuelle  (ilj)  au  moyen 
des  six  opérations  fondamentales.  Il  est  évident,  géométriquement, 
que  le  point  {'-^j)  est  Tintersection  de  la  ligne  i  et  de  la 
colonne/ (que  cette  intersection  existe  ou  non)  (§  23). 

On  arrive  ainsi  à  définir  l'individu  du  domaine  du  deuxième 
ordre  i^y  c'est-à-dire  la  relation  individuelle  dont  la  matrice  a  un 
seul  œil  et  qu'on  appelle  pour  cette  raison  Vunioculaire  (^). 
Pour  avoir  son  équation  caractéristique,  il  sufQt  d'éliminer  /  ety 
entre  les  trois  équations  suivantes  : 

«  =  «7, 
Uéduite  à  sa  plus  simple  expression,  elle  s'écrit 

On  trouve  comme  résultantes  partielles,  d'une  part, 

(5|  =  o)  =  {i;c;i=ri) 

qui  signifie  que  :;  n'est  pas  nulle,  c'est-à-dire  a  au  moins  un  œil  ; 
et,  d'autre  part, 

4»     )     I     y     4»      iM 

qui  signifie  que  ^  a  au  plus  un  œil.  On  constate  que  l'équation 
caractéristique  équivaut  à  la  définition  de  l'individu  du  domaine 
dn  premier  ordre  donnée  en  Logique,  c'est-à-dire  à 

(5  ;  =  o )  II„ [{;;  <  */)  -^-  (  j  <  u)]         (§20). 


(')  En  générai,  on  a 

flr..  =  r;a;y, 

le  second  membre  prenant  les  valeurs  o  el  i  en  même  temps  que  le  premier, 
c*est-i-ilire  suivant  que  la  relation  a  existe  ou  n'existe  pas  entre  les  individus  i 
ety  (c'est  une  relation  distinguée). 

(^)  Nous  rappelons  que  monocle  est   un   barbarisme,  de  même  que  bicycle^ 
automobite^  etc. 
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On  |KMit  enfin  passer  du  domaine  du  premier  ordre  au  domaine 
du  deuxième  ordre  et,  par  suite,  faire  rentrer  le  Calcul  logique  (el 
la  Théorie  des  ensembles  i  dans  T Algèbre  des  relations,  en  définis- 
sant les  ensembles  ou  systèmes  comme  des  relations  spéciales.  On 
sait  que.  quelle  que  soit  la  relation  a.  les  relations  <i  ;  i  et  afo  se 
composent  uniquement  de  lignes  pleines  et  de  lignes  vides.  Or 
chaque  ligne  pleine  représente  un  individu  du  premier  domaine; 
donc  ces  relations  représentent  des  ensembles  ou  classes  d'indi- 
vidus, c'est-à-dire   des  systèmes.  L'équation   caractéristique   du 

svstéme  est  donc 

fi  ;  I  =  rt,         OU         a-jo  •=  a. 

On  retrouve,  dans  l'Algèbre  des  relations,  toutes  les  propriétés 
des  classes  établies  dans  le  Calcul  logique;  la  somme  et  le  produit 
de  deux  svslèmes  et  la  négation  d*an  sjstème  sont  encore  des 
systèmes.  Un  svstème  peut  se  représenter  comme  aac  somme 
d'individus 

le  coeflicient  r//  étant  égal  à  i  ou  à  o  suivant  que  l'individu  i  fait 
ou  ne  fait  pas  partie  de  l'ensemble  a,  ce  qu'on  exprime  en  posant 

valeur  indépendante  dey.  puisqu'elle  est  la  même  sur  toute  la 
ligne  /  de  la  relation  a  :  i  i  pleine  ou  videV 

On  voit  que  l'opération  (:  i  ►  ellecluée  sur  une  relation  quel- 
conque la  transforme  en  un  système.  Au  point  de  vue  logique,  elle 
transforme  un  terme  relatif  (^w  un  terme  absolu.  Au  lieu  de  dire  : 
u  i  est  un  a  dey"  >►,  on  dit  simplement  :  ^v  /est  un  a  »  (*)(§27). 


L'auteur  expose,  d'autre  part,  Li  méthode  générale  potir 
résoudre  les  problèmes  de  l'Algèbre  des  relations.  Les  données 
du  problème  sont  des  égalités  et  des  inégalités;  mais  on  peut 
ramener  les  inégalités  à  des  égalités  et  réduire  une  somme  ou  un 
produit   d'éiralités  à  une   seule    éiralilé   au  moven    des   relations 


i  '  )  On  peut  ronipljccr  a  pjr  »  multiple  »•.  a  piiv  «,  frire  ",  *•  i*|k»ux  ».  etc.  Par 
cveinplo.  au  lieu  do  diro  :  •  x  o>l  lo  mari  k\c  v  v.  on  dira  simplement  :  «  jc  est 
iiKin-.-  ". 
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dislinguécs;  on  peut  donc  considérer  loiil  problème  comme 
exprimé  par  une  équation  unique.  Comme  dans  le  Calcul  logique, 
la  résolution  d'une  équation  et  l'élimination  des  inconnues 
marchent  ensemble  et  pour  ainsi  dire  parallèlement.  On  éliminera 
les  inconnues  une  à  une,  et  l'on  aura  des  résultantes  successives, 
dont  la  dernière  devra  être  vérifiée  identiquement  pour  que  l'équa- 
tion soit  résoluble.  Puis  on  résoudra  les  résultantes  dans  l'ordre 
inverse,  en  reportant  dans  les  précédentes  les  expressions  des 
inconnues  tirées  des  suivantes.  En  somme,  tout  revient  à  savoir 
éliminer  une  inconnue  d'une  équation  et  résoudre  celle-ci  par 
rapport  à  cette  inconnue  (§  11). 

Soit  une  équation  résoluble  sans  condition  (c'est-à-dire  dont  la 
résultante  est  une  identité) 

(1)  F(^)  =  o. 

On  établit  les  trois  propositions  suivantes  : 
r*  La  solution  générale  de  cette  équation  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

u  étant  une  relation  entièrement  arbitraire. 

5t**  Toute  solution  générale  est  caractérisée  par  l'égalité 

[F(:r)  =  o]  =  24:17  =/(//)], 

la  somme  I  étant  étendue  à  toutes  les  relations  u  possibles,  c'est- 
à-dire  à  toutes  les  classes  du  domaine  I2. 

3**  La  solution  générale  peut  toujours  vérifier  la  condition 
complémentaire  suivante 

[F(:r;  =  «]  =  [/(^)  =  :r], 

c'est-à-dire  que  la  fonction  y*  doit  être  telle  que  les  racines  soient 
caractérisées  par  l'équation 

(2)  f{x)  =  x. 

Si  l'on  connaît  une  racine  a  de  l'équation  (1),  on  peut  la 
résoudre  à  la  rigueur  en  prenant  pour  solution  générale  la 
(onction 

/(m)  =  rt[i;  F(«);  i]-hM[o-;-F(w;f  o]. 
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En  effel.  on  prouxe  que,  si  F*  in  =r  o. 

/(u)  =  a, 

el  que,  si  F(i/)  =  o. 

fx  H)  ^=  a. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  fiu)  fournil  une  racine  de  (i). 

Mais  cette  solution  à  la  rigueur  n*est  pas  satisfaisante;  il  faut 
encore  que  la  fonction  f{u'}  permette  de  reconnaître  les  racines 
au  moven  de  Féquation  (2),  c'est-à-dire  les  reproduise  identique- 
ment. 

Inversement,  si  l'on  veut  éliminer  u  d'une  équation 

/(  «  '  =  Jr. 
la  résultante  aura  la  forme 

Fi  JT  »  =  o. 

Ainsi  le  problème  de  Félimination  est  Pinverse  du  problème  de 
la  résolution.  En  Logique,  le  problème  de  Télimination  consiste 
à  tirer  de  prémisses  données  une  conclusion  en  faisant  abstraction 
des  termes  inconnus,  c'est-à-dire  auxiliaires.  Le  problème  de  la 
résolution,  au  contraire,  consiste  à  trouver  de  quelles  prémisses 
on  peut  déduire  telle  conclusion  donnée,  en  introduisant  des  élé- 
ments   nouveaux   représentés   par    les    paramètres    indéterminés 

Voici  la  solution  générale  du  problème  de  Félimination  : 
Etant  donnée  Téqualion  (1).  la  résullanle  complète  de  Télinnî- 
nation  de  x  peut  se  mettre  sous  les  deux  formes  corrélatives 


En  efl'el.  en  vertu  des  propriélès  des  relations  distinguées,  si 


on  a 


I  :  F I  j*  »  ;  1  =  o,  o  Y  F(  ./•  »  7  o  =  I , 


et  réciproquement  ('§  28^. 

M.  Sohnider  Iniile  dans  un  ordre  mélhodique  les  divers  pro- 
blèmes que  présente  l'Algèbre  des  relations,  c'esl-à-dire  toutes  les 


('•  }  Ce  proressiis   est  analogue  à    l'intégralion,   qui    introduit    des   constantes 
arl»ilrairt*>. 
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équations  que  l'on  peut  construire  avec  un  ou  plusieurs  termes 
combinés  avec  les  modules.  Nous  ne  pouvons  entrer  dans  le 
détail  de  la  résolution,  souvent  très  compliquée,  de  ces  équations. 
Nous  nous  bornerons  à  mentionner  les  problèmes  les  plus  inté- 
ressants. 

Tels  sont,  par  exemple,  les  problèmes  d'immersion,  dont  les 
tj-pes  sont  les  équations 

que  Ton  résout  à  l'aide  des  théorèmes  d^ inversion 

S^  K^  ^ 

(a;  b<c)  =(b;  c<</)  =  (c;  a<ù), 
et  de  l'équivalence  fondamentale  suivante  (*  ) 

(a;  b<c)  =  (a<ciù), 

qui  permet  de  faire  passer  un  terme  (ou  facteur)  d'un  membre 
dans  Tautre  d'une  inclusion  (§§  17-19). 

Parmi  les  problèmes  en  deux  lettres,  signalons  les  deux  inclu- 
sions suivantes  et  leurs  solutions 

i«>  (x<àf)  =  z(x  =  uu)  =  :ù{x  =  u-\-1i). 

Cette  inclusion  exprime  que  a:  est  une  relation  symétrique  ou 
réciproque,  car  elle  équivaut  à  l'équation 


a"  (x<x)  =  I.(x  =  uû). 

Cette  inclusion  exprime  que  x  est  une  relation  impaire  ou 
asymétrique^  car  elle  équivaut  à  l'équation 

XX  =  0       (§21). 

Parmi  les  problèmes  en  trois  lettres,  on  remarque  celui-ci  . 

X  ;x  <Cx 

qui  exprime  que  la  relation  x  est  transitive  :  «  Tout  x  de  x  est 
encore  un  ^  »,  ou  plus  explicitement  :  «  Si  i  est  un  x  de  /<,  et  h 

(*)  Analogue  à  la  formule  de  Pcircc  en  Logique  : 

(a6  <  c)  —  (a<c-f-6,  ). 
ffull,  des  Sciences  mathém.,  îî'  série,  t.  XXIV.  (Avril  lyoo.)  7 
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un  X  dey,  i  est  aussi  un  x  de  j  ».  Telles  sont,  par  exemple,  lés 
relations  d^égalilé  (arithméllque),  de  congruence  (géométrique), 
qui  sont  aussi  symétriques.  Comme  exemples  de  relations  symé- 
triques non  transitives  on  peut  citer  :  «  inégal  à  »,  «  premier 
avec  »,  etc.,  et  comme  exemples  de  relations  transitives  non 
symétriques  :  «  plus  grand  que  »,  «  plus  petit  que  »,  «  multiple 
de  »,  <(  diviseur  de  »,  etc. 

La  solution  générale  de  cette  inclusion  (c'est-à-dire  la  formule 
générale  des  relations  transitives)  peut  se  mettre  sous  trois  formes 
différentes  finies  : 


%-/ 


et  sous  forme  d'une  série  infinie  : 

a:  =  M -f- M* -4- m' H- (§22). 

Cela  nous  amène  à  dire  quelques  mots  des  séries,  de  leur  con- 
vergence, de  leurs  limites,  et  de  l'itération  des  fonctions  dans 
l'Algèbre  des  relations. 

Élant  donnée  une  suite  simplement  inGnie  de  relations 

on  dit  que  son  terme  général  w„  est  convergent,  si  à  chaque 
place  (ifj)  de  la  matrice  correspond  un  nombre  A'  tel  que,  pour 
tout  n  >^,  Uft  y  ail  toujours  un  œil  (un  point)  ou  un  vide. 

On  dit  qu'une  place  {i,j)  est  dcl/initivement  pleine  ou  vide, 
si  elle  est  pleine  ou  vide  dans  toutes  les  relations  Un  à  partir  d'un 
certain  rang  A*. 

La  limite  u^  de  la  suite  convergente  Un  est  la  relation  qui  a 
pour  places  pleines  les  places  délinilivement  pleines,  et  pour 
places  vides  les  places  dcfinilivement  vides.  On  démontre  aisé- 
ment que  toute  suite  convergente  a  une  limite  bien  déterminée 
qu'elle  définit  complètement. 

Toute  suite  infinie  n'est  évidemment  pas  convergente;  mais 
toute  série  (somme  infinie)  et  tout  produit  infini  est  convergent 
sans  condition  (  '  ). 


(')  Inutile  de  faire  ressortir  l'immense  avantage  que  cette  propriété  confère  à 
l'Algèbre  des  relations  sur  l'Analyse  ordinaire,  au  point  de  vue  de  la  simplicité 
et  de  la  gèntralilé. 
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D'autre  part,  on  peut  définir  la  puissance  /i'^'"*'  d'une  relation  // 
comme  le  produit  relatif  de  n  facteurs  égaux  à  w,  que  Ton  dési- 
gnera par  {u;Y  ou  simplement  u"  (*). 

De  môme,  on  définira  une  somme  itéralà^e  (que  l'on  pourrait 
aussi  appeler  un  multiple)  de  «/,  comme  la  somme  relative  de  n 
termes  égaux  à  w,  que  Ton  désignera  par  (  uj^)", 

La  puissance  x"  est  convergente,  si  x  vérifie  Tune  des  inclu- 
sions 

Mais  on  n'a  pas  de  critérium  général  de  la  convergence  d'une 
puissance.  En  général,  une  puissance  est  divergente;  néanmoins, 
d'après  ce  qui  vient  d'olrc  dit,  toute  série  de  puissances  Sf  w"  est 
convergente. 

On  définit  une  fonction  itérée  de  la  manière  suivante  (par  ré- 
currence) : 

Si  la  fonction  itérée /"(?/)  est  convergente,  elle  a  une  limite 
Lien  déterminée  qui  sera,  par  définition, 

roo    (§13). 

Revenons  aux  problèmes  en  trois  lettres.  On  voit  que  la  solution 

générale  de  l'inclusion 

X  ;  x<Cx 

mise  sous  la  forme  d'une  série  de  puissances 

X  =  W  H-  M^  -f-  «'  -h . . . 

a  toujours  un  sens  déterminé,  quelle  que  soit  l'indéterminée  u.  Un 
autre  problème,  à  savoir  : 

(x  ;  a  <C  J^)  =  (^  <,  X  j^  a)  =  (a  <C  xfx) 
a  pour  solution  générale  la  limite  d'une  fonction  itérée 

où 

(  *  )  Il  n\v  il  pas  d'nml)iguïL«>  ù  craindre,  puisque  lu  iiiullipiicatioii  logique  ne 
comporte  pas  de  puissance<i. 
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ScieDce  nouvelle  que  Fauteur  a.  ^iDOD  créée,  du  moios  fondée  à 
nouveau,  développée  dans  un  enciiainement  rigoureux  et  exposée 
dans  un  ordre  svstémalique.  Dune  part,  la  Logique  des  relations 
est  définitivement  constituée  sous  la  forme  d'une  Science  mathé- 
matique, et  dotée  dune  méthode  purement  analvtique.  D^autre 
part,  FAIgébre  des  relations  rejoint  et  enveloppe  les  branches 
proprement  logiques  des  Mathématiques  (théories  des  ensembles, 
des  substitutions,  des  fonctions  >.  Elle  comble  donc  la  lacune  qui 
existait  entre  la  Logique  et  la  Mathématique;  elle  retrouve  et 
justifie  les  fondements  logi<|ues  de  celle-ci.  et  elle  en  fait  une 
branche  ou  un  prolongement  de  la  Logique  elle-même.  EUIe  rat- 
tache les  principes  propres  des  Mathématiques  aux  lois  générales 
de  la  pensée,  et  contribue  ainsi  à  réaliser  Tunilé  philosophique  de 
la  Science.  Lolis  Coctieat. 


MELAMiES. 


REMARQUE  SUR  LA  SÉRIE  DE  FOURIER  : 
Pau  m.  LKIUJI. 

1.   Soiiy'iy  ;  une  l'unclit»!!  tinio  cl  inlé^rable  dans  Tintervallc  de 
zéro  à  un.  et  déveluppable  par  la  série  tie  Foiirier 


«  I? 


/'  ^  '  =  -  <!.. —  >  •  <'v  co>  »v  x-  -r-  ^v  ï-in -i'*  J"-^. 


En  ÎDlroduisaiil  les  quantités  a,  et  /a,  avec  des  indices  négatifs 
par  les  équations  //_.,=  ^/.^,  h_,,  =  —  l\.  ^0=0,  celte  formule 
pourra  s'écrire  comme  il  >uit 

n 

(r^.  /<x;  =  liin    V    rv<.î"-^         où         c^^  =  'liZllLii , 


V    -:  —  « 


11  non  résulte  pa»  que  ce  ré>ultat  puisse  s'écrire  de  la  manière 
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suivante  : 

v=  — • 

car  l'cxislence  de  celle  série  implique  la  convergence  des  deux 

saivanles  : 

•  —1 


—  « 


la  partie  réelle  de  la  première  revîenl,  à  une  constante  près,  à  la 
moitié  de  la  série  (i),  mais  elle  présente  aussi  une  partie  imagi- 
naire 

(3)  -  ^(avsin2VJ?i: — ^vC0S2va;ir) 


qui  est  étrangère  à  la  série  de  Fourier  et  dont  il  n'est  jamais 
question  dans  les  recherches  de  la  convergence  de  la  série  (i). 
La  série  (a),  dont  les  coefficients  sont  donnés  par  la  formule 


=  f  /{z)e-^^^^^dz, 


(4)  c, 

est  donc  une  chose  de  nouveau,  différente  de  la  série  de  Fourier, 
et  on  peut  l'appeler  la  série  de  Laurent  relative  à  des  fonctions 
d'une  variable  réelle.  Nous  verrons  que  l'existence  de  la  série  de 
Laurent  impose  à  la  fonction  f{x)  des  conditions  plus  spéciales 
que  celle  de  la  série  de  Fourier,  de  sorte  que,  logiquement,  il  faut 
admettre  l'existence  de  fonctions  développablcs  par  la  série  de 
Fourier  et  non  plus  par  la  série  de  Laurent;  il  serait  du  plus  haut 
intérêt  de  posséder  des  exemples  de  telles  fonctions.  Mais  si  la 
série  de  Laurent  converge,  ses  parties  imaginaires  se  détruisent, 
et  elle  devient  égale  à  la  série  de  Fourier. 

Pour  établir  la  convergence  de  la  série  (2),  dont  les  coefficients 
sont  donnés  par  la  formule  (4),  il  suffit  d'établir  la  convergence 
de  la  série  suivante  : 


2 


CvC^V^I^S 
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car,  à  une  constanle  près,  le  reste  est  une  quantité  conjuguée  de 
celle-ci. 

Considérons  à  cet  effet  l'expression 

n 

(5)  S„=2cve»v^'^, 

v  =  o 

on  trouve 

S,=  - j    /(-) s\n{z-x)T. ''^ 

i    r    ^.    .  cos(2/i -+- i)(z  —  x)r.  —  co%(z  —  a?)^   , 

H /       j(^)  : — 7 ^ 0-5. 

'ij^    •'  sin(z—x)r. 

La  limite  de  la  partie  réelle  du  second  membre  pour  n  infini  a 
été  Tobjet  de  rccherclies  importantes,  mais  à  notre  connaissance 
Tétude  de  la  partie  imaginaire  n'a  pas  été  abordée  jusqu'ici. 

Je  veux  d'abord  établir  que  cette  partie  imaginaire  n^aura  une 
limite  que  lorsque  la  fonction y(^)  sera  continue  au  points.  Soit^ 
en  effet,  x  =  c  une  quantité  contenue  entre  zéro  et  un,  et  prenons 
pour/(^)  la  valeur  zéro,  lorsque  o-</3<;c,  et  la  valeur  un  lorsque 

c<^>3<;i.  Alors  l'intégrale  qui  multiplie  -  dans  notre  formule 
deviendra 


( 


*  cos('2Ai  -î-  i)(^  —  r)r  —  cos(z  —  c)tz   ,^ 


=/ 


sin(w  —  c)t. 
^~'  cos{in  -h  \)zT.  —  cos-3  7: 


dz 


dz 


y  sin^T: 


Cl  l'identité  facile  à  vérifier 


COS(5t/l  -+-  \)ZT.  —  COS ZT. 


n 


=  —  '?.  ^  %\ni^ZT, 


donne 


n 


''*  cos('>. /i -+- I  )CT  —  cosz-   ,        v^  cosava-  —  i 

y 


L  sin  jt:  **  '"  Jm^  v- 


quantité  qui,  pour  /i  =  oc,  tend  vers  moins  infini. 
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2.  Posons  maintenant,  pour  abréger  le  langage. 


(6) 


cos(a/i  -+-!)(-«  —  a:)ir  —  cos(5  —  x)t:   , 
^  ) '- — 7 7 <tz, 


et  commençons  par  évaluer  ces  intégrales  dans  le  cas  dey(â7)  =  i. 
Dans  ce  cas  la  formule  (2)  subsiste,  car  on  a  Co=  I9  Cv=  o  pour 
v^o,  et  en  séparant  dans  la  formule  (5'')  les  parties  réelles  des 
parties  imaginaires,  il  s^ensuit 

Jr' sin(2n -+- i)(z  —  ar)T:-+- 8in(5  —  ^)'^  j    _ 
r      ; — az  —  2, 
\                          sin(5  — a?)ir 

Jr*  cos(îi/n-i)(^— a?)7t  —  cos(^— ar)::   , 
[      ; — az  —  o, 


d'où  Ton  a 


/cos(a/n-  \){z  —  x)ir  —  cos(5  —  ar)ic   , 
; ; ^ r CLZ  =^  O, 
Sin(-3 — X)TZ 

Écrivons  maintenant  les  formules  (6)  sous  la  forme 


1— a- 


-,        /**    "^  j,,            ,  008(2/1 -h  i)^ic  — cos^ir  , 
U=  /  /(x-hz) ^^ r^ a-5, 


posons /(j7 -h  5) — y(j:)  =  y(5)ct  employons  les  formules  (6*); 
il  vient 

(7)  T  =  T-H/(ar),        U=Û, 

en  posant  pour  abréger 

,1— jp 


^   ..       *  sin-s- 

jr         r  /     ,  COs('2/l -h  I)^W  —  COS-57:    , 

L=/  ç(;ï) ~ dj. 


*<_x  sin>5  7: 
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Sî  la  roDclioQy(^)  était  continue  au  pointai,  la  fonction  f(s) 
sera  continue  au  point  ^  =  o  et  y  aura  la  valeur  nulle. 

décrirai  maintenant  w  au  lieu  de  2/1  +  i ,  et  je  ferai  usage  de  la 
circonstance  que  l'on  a 

en  désignant. par  J^{s)  vae  fooctiofi  qai  reste  fiaie  et  continue 
dans  chaque  intervalle  de  la  forme  ( —  1  +  £•  •  •  1  —  s) ;  on  a  évi- 
demment 

U=/  o(z) -. dz-h  I  o(z) ; dz 

=  /  ^(5) ^ dz-h    I  o(z)(coswzi:  —  i)'9(z)dz 

-+-  /  o(z) . dz, 

de  sorte  que  nos  équations  (7'')  deviennent 

r=  /  ^(^) ^^  dz -¥■  I  o(z)Jf(z)  siQ  w  zt:  dz. 


1— a- 


"+"  /  o(z)'p(z)cosii'Z7:dz. 

Pour  trouver  les  limites  de  ces  expressions  pour  iv  infini,  nous 
allons  considérer  d'abord  les  quantités 

(8)        X=/       ©(;:) dz,  >=/       ?(-) ;; </-, 

sous  rhjpolhùse  de  o  <^  a  <  i  et  que  ^(z)  soit  finie  et  intégrable 
entre  zéro  et  rt,  et  que  l'on  ail  lim:p(^)  =  o;  en  même  temps  nous 

nous  libérons  de  T hypothèse  que  tv  soit  de  la  forme  particulière 
An  -\-  \ ,  en  admetlanl  (|uc  tv  tende  vers  l'infini  positif  d'une  ma- 
iiirre  quelconque. 


MÊLANUES.  107 

Après  avoir  mis  ces  intégrales  sous  la  forme 


je  représenterai  par  n  un  entier  positif  tel  que  la  différence 
aw  —  n  —  -  soit  positive  et  inférieure  à  une  limite  constante,  puis 
par  m  un  entier  positif  fixe.  En  observant  que  les  intégrales 


r%(i)^-.,  f,(^^.. 


7»-»- r  ^aw 


tendent  vers  zéro  pour  (v  infini,  il  s'ensuit  que  l'on  pourra  rem- 
placer les  quantités  X  et  Y  par  les  suivantes  : 

1 

et  en  posant 


"•  i 


et  puis 


r 
w 


OÙ  /*  signifie  une  constante  positive,  il  est  clair  que  la  quantité  Yq 
aura  la  même  limite  que  la  quantité 

<8')  Y,  =  Z-I. 

L'intégrale  Z  pouvant  s'écrire 


(8^'; 
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on  peut  la  mettre  sous  la  forme 


^(""^■O 


A  cause  de  la  convergence  absolue  de  Tîntégrale 


et  à  cause  de  l'hypothèse  Iîm^(  -  )  =  o  pour  iv=  oo,  on  aura 

liin     I       o\  •  /    6f«  =  o, 

J  '^^  '  =(— :) 

et  rîntégrale  Z  pourra  être  remplacée  par  la  suivante  : 
qui  donne 

„>  .x,.^,=Jr■[,(i)-,(j.i)]ïM5... 

cette  intégrale  a  évidemment  la  même  limite  pour  tv  infini  que  la 
suivante  : 

Dans  beaucoup  de  cas  on  peut  conclure  de  Tune  ou  Tautre  des 
deux  formules  (9)  et  (9")  que  Ton  a 

lim  (X|  -h  Zi)  =  o. 


w  --  « 


Supposons,   par  exemple,  que  la  fonction  ^(/)  soit  continue 
entre  zéro  et  a  inclusivement    les  limites,  et   représentons  par 

A'^(/)  la  quantité  ?(/-+-  ■^£\  —  ^(/);   l'intégrale  (9)  sera  infé- 
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rieure  en  valeur  absolue  à  la  quantité 


I       Ao(  —  )    — -0  log  — 


supposé  que  0  représente  le  maximum  de  |  A^(^)  |. 


n 


Ovj  puisque  lim -  =  i,  on  aura 


lim  0  log —  =  o, 


si  la  différence  A:p(/)  remplit  la  condition 

lim  \9(t)\oQw  =  o, 


%v=  m 


OU,  ce  qui  est  la  même  chose, 

lim  [Ao(/)logA/]  =  o. 

Observons  que  la  convergence  de  la  série  de  Fourier  exige  que 

Ton  ait 

lim  Xi  =  o, 

U'  =  • 

et  si  rintégrale  (9)  doit  tendre  vers  zéro,  on  devrait  donc  avoir 

en  même  temps 

lim  Zi  =  o. 


tv=  «• 


et  la  quantité  Y|  ne  pourrait  avoir  une  limite  déterminée  (}ue  si 
rintégrale  J,  donnée  par  la  formule  (8^),  tend  vers  une  limite 
finie.  Or  Texistence  de  la  limite 


lim     /     0(5)-- 


W 


suppose  que  la  fonction  ^-^  soit  intégrable  à  partir  du  point  2  =  0. 

Cette  circonstance  vérifie  ce  que  nous  avons  annoncé,  à  savoM* 
que  la  convergence  de  la  série  de  Fourier  a  lieu  sous  beaucoup 
moins  de  restrictions  que  celle  de  la  série  de  Laurent. 

Supposons  maintenant  que  Tintégralc 

(10)  r    rp(5)^  (a'<n) 
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soil  finie  et  délerminée,  et  revenons  sur  les  intégrales  X^  -et  Z. 
En  employant  Tidentité 


«      "—       ^v-t-l 


•y  m         ^^  «-  V 
m 

et  en  changeant,  dans  le  terme  général  du  deuxième  membre, 
X  en  V  -h  -S,  il  vient,  d'après  (8*), 


«  — 1  m 


(-^) 


V  =m 


ce  que  Ton  peut  écrire 

2[I\  f  Z-^-ill  — 


)  .  V  '( 


Xi  =  /    sin^r^^l   —       >        — ^ ^ > 

J  \     IV       J^  Z-\-'?.UL  w        ^ 


W 


[1  IV       .^id  ^  H-  2  fX  —  I 

Chacune  des  deux  sommes  dont  se  compose  la  parenthèse   est  la 
valeur  approximative  de  l'intégrale 

I  r^dz, 

d'où  il  suit  que  l'on  a 

liinXi  =  o        pour        «>=oo. 

On  prouve  de  la  même  manière  que  limZ  =  o  et  que,  par  con- 
séqueni, 

limYi= —  /     o(z) -^' 

•0      *  ^ 

En  changeant,  dans  ce  qui  précède,  'f{z)  en  -3'^(c)  |J(5),  on 
voit  tout  de  suite  que  l'on  a 

1  -  .1- 


lim  1  <^{z)'p{z)  sinwzT.dz  ==  o^ 

m    ' 


— .» 
t-.l 


liin  /  '^( z)'P{z)coswZT.dz  ==  o, 


*■     — .!• 
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et  Tes  «équations  (y*)  nous  fourniront  les  résullats 

liinT=o,         llinU  = —  /  9(5) Hl  ?(^)  (. coizrAdZy 

ou  bien 

lim  U  = —  1         ^i^z)  col ZTzdz y 

■# 

où  l'on  a  introduit  l'hjpothèse  qu'aussi  la  fonclion  ^    ^  ^    soit 

intégrable  à  partir  du  point  2  =  0. 

On  a.  par  conséquent,  d'après  les  formules  (6)  et  (7), 


COS(gi/l  -f-l)(-2 3^)7:  —  COS(<5  —  ^)^     . 

a -5 


sin(5  —  x)tz 
=  — /    [f(i)—f{x)]cot{z-x)T.dz. 

On  peut  donc  énoncer  le  ihéorème  suivant  : 

Soit/{z)  une  fonction  finie  et  intégrable  dans  l'intervalle 
(o,  . . .,  1),  et  supposons  que  dans  certains  points  x  cette  fonc- 
tion  soit  continue  de  telle  mesura  que  les  deux  fonctions 

f(x  H-  /)  -/(ar)  f{x  -  t)^f{x) 


soient  intégrables  à  partir  de  la  valeur  de  /  =  o;  alors,  en 
posant 

la  série 


V    CvC«vxn/        (o<ar<i) 


v  =  — I 


correspondant  à  ces  valeurs-là  de  x  sera  convergente  et  aura 
pour  somme  f{x)^  et  la  série 

v=o 
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qui  n'en  contient  que  la  moitié  de  termes,  aura  pour  valeur 
l'expression 

lc.~i/ix;-l   f  [f(z)^fiTi\coUz^x)'zdz. 

Ce  tliéorèmc  subsiste  aussi  pour  x  =  o«  si  les  deux  quantités 
f(o)  et  f{i)  soDt  égales,  et  si  les  deux  fonctions 

1 '     } 

sont  intégrables  à  partir  de  I  =  o.  On  peut  Templojer  pour  mettre 
certaines  séries  sous  forme  d'intégrales  définies. 
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COMPTES   U  EN  DUS   ET   ANALYSES. 


CAHEN  (E.).  —  Éléments  de  la  Théorie  des  nombres.  Congruences.  — 
Formes  quadratiques.  —  Nombres  incommensurables.  —  Questions  di- 
verses. Un  vol.  in-8°,  viii-4o3  p.  Paris,  Gauthier-Villars,  1900. 

Qu'il  n'y  ait,  dans  notre  pays,  aucun  livre  classique  moderne 
sur  la  théorie  des  nombres,  cela  est  d^autant  plus  étonnant  que 
cette  théorie  n'a  pas  cessé  d'être  cultivée  et  enrichie  soit  par  des 
maîtres  très  illustres,  soit  par  des  travailleurs  modestes.  Sauf  le 
premier  volume  de  la  Théorie  des  nombres  de  Lucas,  je  ne  sais 
s'il  a  paru  en  France  aucun  livre  spécial  sur  cette  matière  depuis 
la  Traité  de  Legendre  et  la  traduction  des  Disquisiliones,  Les 
auteurs  de  Traités  d'Arithmétique  font,  d'ordinaire,  une  petite 
place  à  cette  belle  théorie;  ils  essayent  d'éveiller  chez  leurs  lec- 
teurs un  goût  que  ceux-ci  ne  trouvent  guère  le  moyen  de  déve- 
lopper, s'ils  ignorent  les   langues  étrangères.  Ils  peuvent,'  sans 
doute,  trouver  dans  V Algèbre  supérieure  de  J.-A.  Serret,  d'excel- 
lents renseignements  sur  les  congruences;  mais   la   théorie  des 
formes  quadratiques  n'y  est  pas  touchée,  non  plus  que  dans  l'unique 
volume  qu'il  ait  été  donné  à  Lucas  de  publier.  Si  intéressant  que 
soit  ce  volume,  que  l'on  continuera  de  lire  pour  les  faits  curieux 
et  les  ingénieux  aperçus  qu'il  contient,  on  peut  regretter  que  son 
auteur  se  soit  trop  souvent  arrêté  sur  des  problèmes  particuliers, 
et  se  soit  détourné  de  la  grande  et  large  voie  ouverte  et  suivie  par 
Fermât,  Euler,  Lagrange,  Legendre,  Gauss,  Lejeune-Dirichlet. . . . 
C'est  les  résultats  essentiels  obtenus  dans  celte  voie  qu'il  importe 
de  faire  connaître,  non  seulement  à  cause  de  leur  intérêt  propre, 
mais  parce  que  la  valeur  même  de  ces  résultats  est  prouvée  par  la 
place  qu'ils  occupent  dans  d'autres  parties  de  la  Science. 

Il  fautdonc  féliciter  M.  Cahen  d'avoir  voulu  écrire  ces  Eléments 
et  de  les  avoir  écrits  avec  cette  clarté  et  cette  élégance  que  l'on 
est  presque  en  droit  d'exiger  dans  une  science  dont  on  ne  sait 
s'il  faut  plus  admirer  les  énoncés  que  les  démonstrations,  perfec- 
tionnées par  les  plus  grands  mathématiciens.  Le  titre  est  d'ailleurs 
bien  justifié,  et  c'est  bien  la  partie  élémentaire  du  sujet  que  l'an- 
Hull.  des  Sciences  mathe'm.^  r  si'ric.  t.  WIV.  (Mai  1900.)  8 
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leur  a  traitée,  celle  que  doivent  connaître  tous  ceux  qui  étudient 
les  Mathématiques. 

M.  Cahen  a  cru,  avec  raison,  devoir  reprendre  les  principes, 
ceux   même  qui  sont  exposés  dans  les  Trailés  dWrithmétique, 
afin  de  fixer  nettement  le  sens  et  la  portée  des  mots  et  des  opéra- 
tions. En  cela,  il  s'autorise  de  l'exemple  de  Lejeune-Dirichlet.  11 
insiste  donc  sur  les  définitions  fondamentales  des  opérations  rela- 
tives aux  nombres  entiers,  fractionnaires  et  incommensurables; 
il  a  laissé  de  coté,  en  les  supposant  connues,  les  opérations  sur  les 
nombres  négatifs,  dont  l'exposition  aurait  alourdi  inutilement  son 
livre,  et  n'offrait,  à  son  point  de  vue,  aucun  intérêt. 
Son  livre  contient  six  Chapitres  et  huit  Notes. 
Les  deux  premiers  Chapitres  contiennent  le  rappel  des  notions 
élémentaires  sur  les  nombres  entiers  et  les  nombres  premiers,  la 
théorie  de  V indicateur  et  des  fractions  continues  limitées.  Notons 
l'introduction  de  l'indicateur  du  p^^'^^  ordre  d'un  nombre  entier  n, 
comme  nombre  des  groupes  de  p  nombres  dont  le  plus  grand 
commun  diviseur  est  premier  à  /z.   Le  Chapitre  suivant  contient 
les  propositions  générales  sur  les  congruences,  l'étude  spéciale 
des   congruences  de   module   premier,   et  plus  particulièrement 
des  congruences  binômes,  la  théorie  des  racines  primitives  et  des 
indices;  enfin,  l'auteur  montre  comment  la  résolution  des  con- 
gruences suivant  un  module  quelconque  se  ramène  à  la  résolution 
de  congruences  suivant  un  module  premier.  C'est  dans  ce  Cha- 
pitre que  se  trouvent  démontrés,  de  plusieurs  points  de  vue,  les 
théorèmes  de  Fermât,  d'Euler  el  de  Wilson.  A  propos  des  con- 
gruences suivant  un  module  premier,  l'auteur  a  introduit,  pour 
les  polynômes,   la  notion  de  divisibilité  suivant  un  module  pre- 
mier. Signalons  aussi  les  détails  donnés  pour  la  recherche  effective 
des  racines  primitives.  Le  Chapitre  IV  se  rapporte  à  la  théorie  des 
restes  quadratiques,  des  symboles   de  Legendre  et   de  Jacobi    : 
M.  Cahen  donne  deux  belles  démonstrations  de  la  loi  de  récipro- 
cité, fondées  sur  le  caractère  qui  se  tire  de  la  considération  des 

restes  miniina  de  la  suite 

o  p  -\ 

'2 

par  rapport  au  module  premier />:  Tune  est  due  au  pasteur  Zeller, 
Fautre  à  Kronccker. 
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Le  Chapitre  V  est  consacré,  pour  la  plus  grande  partie,  aux 
fractions  continues  illimitées;  après  avoir  établi  les  propositions 
classiques,  l'auteur  y  montre  comment  on  peut  transformer  une 
fraction  continue  qui  présente  quelque  irrégularité  dans  ses  pre- 
miers termes  (quotients  incomplets  nuls  ou  négatifs)  en  une  frac- 
lion  continue  régulière,  de  manière  que  tous  les  éléments,  à  partir 
d'un  certain  rang,  soient  les  mêmes;  il  en  déduit  la  condition 
pour  que  les  fractions  continues  qui  représentent  deux  nombres 
soient  identiques  à  partir  d'un  certain  quotient  incomplet.  Il  traite 
ensuite  de  la  recherche  des  racines  commensurables  d'une  équa- 
tion algébrique,  donne  les  notions  fondamentales  sur  l'irréducti- 
bilité, sur  les  nombres  algébriques,  sur  la  recherche  des  facteurs 
irréductibles.  La  réduction  en  fraction  continue  des  racines  d'une 
équation  algébrique  est  traitée  avec  ampleur  :  l'auteur  établit  une 
limitation  des  coefHcients  de  l'équation  algébrique  que  vérifîe 
le  n'*"*'  quotient  complet  d'une  telle  fraction  continue,  limitation 
qui  donne  en  particulier,  d'une  part,  le  théorème  deLagrange  sur 
la  périodicité  des  fractions  continues  qui  représentent  un  nombre 
algébrique  du  second  degré,  d'autre  part,  une  proposition  bien 
connue,  due  à  Liouville,  sur  l'approximation  des  irrationnelles 
algébriques,  et  d'où  résulte  l'existence  de  nombres  transcendants. 
L'étude  des  nombres  algébriques  du  second  degré  et  des  fractions 
continues  qui  les  représentent  est  d'ailleurs  reprise  directement  et 
faite  avec  détails  :  les  résultats  en  seront  utilisés  dans  le  Chapitre 
suivant,  pour  l'équation  de  Pell  et  la  réduction  des  formes  qua- 
dratiques. 

L'étude  des  formes  quadratiques  binaires  est  précédée  d'un 
important  paragraphe  sur  les  substitutions  linéaires,  où  M.  Cahen 
introduit  la  notion  du  groupe  modulaire,  des  substitutions  con- 
grues ou  incongrues  suivant  un  module.  11  s'occupe  ensuite  des 
problèmes  fondamentaux  relatifs  aux  formes  quadratiques  :  Étant 
données  deux  formes  de  même  discriminant,  reconnaître  si  elles 
appartiennent  ou  non  à  la  même  classe  ;  déterminer,  dans  le  dernier 
cas^  les  substitutions  qui  permettent  de  passer  de  l'une  à  Tautre; 
déterminer  les  classes  de  formes  qui  ont  le  même  discriminant. 
C'est,  comme  on  le  sait,  dans  l'étude  de  ces  trois  problèmes,  dont 
les  solutions  sont  essentiellement  diflercntes  suivant  qu'il  s'agit 
de  formes  définies  ou   indéfinies,   que  s'introduit  ré((ualion  de 
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Pell.  Le  problème  de  la  représentation  d'un  nombre  donné  par 
une  forme  donnée,  Tanalysc  indéterminée  du  second  degré  ne 
comportent  ensuite  aucunes  diflicultés  essentielles.  L'étude  des 
formes  linéaires  qui  contiennent  les  nombres  susceptibles  d'être 
représentés  par  une  forme  quadratique  donnée  termine  cet  im- 
portant Chapitre. 

Parmi  les  Notes,  nous  signalerons  les  suivantes  : 

La  Note  B  contient  la  démonstration  de  Fidentité  d'Euler 

('-7')('-i)('^i')"-''^''*^  =  '' 

et  diverses  conséquences,  en  particulier  l'infinité  du  nombre  de 
nombres  premiers.  C'est  une  fenêtre  entr 'ouverte  du  côté  de  la 
théorie  analytique  de  la  Science  des  nombres;  jusqu'à  présent, 
les  recherches  personnelles  de  M.  Cahen  ont  été  surtout  dirigées 
de  ce  côté,  et  il  est  permis  de  souhaiter  (|u^il  nous  donne  bientôt  un 
livre  sur  ce  sujet;  c'est  la  suite  indispensable  des  Eléments  qu'il 
vient  de  publier,  et  ce  livre-là  manque  peut-être  encore  plus,  dans 
notre  pavs,  que  ne  manquaient  les  Eléments, 

La  Note  H,  sur  les  fonctions  numériques,  a|)partient  à  une  autre 
branche  de  la  même  théorie. 

Dans  la  Note  C,  l'auteur  montre  le  parti  qu'on  peut  lirer  de  la 
représentation  d'un  nombre  par  une  forme  quadratique  pour  la 
décomposition  eu  fadeurs  premiers,  et  signale  (|uelques  résultats 
curieux.  La  Noie  E  se  rapporte  à  la  recherche  eireclive  des  racines 
primitives  des  nombres  premiers  :  on  y  trouve  établie  l'existence 
d'une  racine  primitive  égale  à  -?.  ou  3  pour  certains  types  de 
nombres  premiers.  Eniin,  la  Note  1,  sur  les  nombres  entiers  ima- 
ginaires, ])eut  être  regardée  comme  une  amorce  à  cette  théorie 
des  nombres  algcbri(|ues  qu'ont  fondée  les  travaux  de  Kummer, 
de  M.  Dedekliid  et  de  Kronecker.  Sur  ce  sujet-là  encore,  il  y  a  un 
beau  livre  à  faire.  C'est  peut-être  le  cas  de  répéter,  avec  les  anciens, 
que  le  beau  est  diflicile;  mais  cet  antique  adage  n'est  assurément 
pas  |)0ur  décourager  M.  Calien. 

Dans  tout  le  cours  de  ses  Eléments,  M.  (Malien  a  insisté  comme 
il  convenait  sur  les  cxeui|)lcs  numériques,  sur  la  façon  dont  doivent 
«Hre  conduits  les  cnlculs.  Il  a  reproduit,  à  la  fin,  (piatre  Tables 
données  par  Tcliel)vscli(*ir  dans  sa    Théorie  des  congriiences   : 
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Table  des  nombres  premiers  de  i  à  10  000,  Table  des  racines  j)ri- 
mitives  et  des  indices  pour  les  nombres  premiers  de  i  à  '.>.oo,  Table 
des  formes  linéaires  des  facteurs  impairs  des  formes  quadratiques 
x^-fDv-,  ou  x-—\y'^  de  D  =  i  à  D=iof,  et  de  A  =  2  à 
A  =  loi .  J.  T. 


A.  REBIËRE.  —  Pages  choisies  dks  Savants  modkrnes,  extraites  de  leurs 
Œuvres.  1  vol.  Gr.  in-S",  viii-6c8  p.  Paris,  Nony  et  C",  1900. 

Ce  nouvel  Ouvrage  de  M.  Kcbière  vient  heureusement  com- 
pléter celui  qu'il  avait  fait  paraître  il  y  a  un  an  :  Les  Savanls 
modernes,  leur  vie  et  leurs  travaux. 

Après  nous  avoir  donné  jadis  les  biographies  et  les  litres  des 
CEuvres  principales  des  savants  du  dix-huitième  et  du  commence- 
ment du  dix-neuvième  siècle,  voici  qu'aujourd'hui  il  nous  pré- 
sente des  extraits  de  leurs  travaux  pour,  ainsi,  nous  les  mieux 
faire  connaître  et  apprécier. 

Celle  nouvelle  entreprise  était  peut-être  plus  périlleuse  que  les 
précédentes  et  son  exécution  plus  délicate;  il  faut  louer,  sans 
réserves,  M.  Rebière  d'avoir  su  la  mener  à  bien.     . 

Il  s'agissait  de  faire  un  Livre  qui  pût  être  lu  par  tout  le  inonde 
et  qui,  cependant,  intéressât  les  spécialistes.  Tache  ingrate  s'il 
en  fut;  car  combien  y  a-t-il  de  mathématiciens,  parmi  les  plus 
illustres,  qui  n'ont  pas  écrit  dix  lignes  qui  ne  soient  entremêlées 
de  calculs  et  de  formules!  Comment  alors  trouver  une  page  point 
banale,  accessible  à  tous  les  lecteurs? 

L'Auteur  dut  souvent  recourir  aux  Préfaces,  parfois  compulser 
les  rapports  officiels  et  même  quelquefois  fouiller  les  correspon- 
dances privées. 

Pour  les  uns,  à  la  fois  lettrés  et  savants,  tels  que  Descartes, 
Pascal  ou  Helmholtz,  M.  Rebière  n'eut  que  l'embarras  du  choix  et 
son  mérite  fut  de  retenir  les  pages  les  plus  belles  de  leurs  Œuvres, 
celles  qui  caractérisent  le  mieux  l'homme  et  son  génie. 

Pour  d'autres,  qui  ont  peu  écrit,  tel  Watt,  il  lui  a  fallu  se  con- 
tenter de  quelques  notes  brèves,  de  celles  qu'un  homme  d'action, 
qui  n'a  pas  le  temps  d'écrire,  jette  au  hasard  sur  son  carnet. 


ii8  PUEMIËUH  PARTIE. 

Le  plan  de  ce  Volume  est  exactement  le  même  que  celui  du 
précédent.  Nous  retrouvons  les  mêmes  subdivisions  et,  dans  cha- 
cune déciles,  les  mêmes  noms  dans  le  même  ordre.  Ainsi  ces  deux 
Ouvrages  sur  les  Savants  modernes  se  correspondent  et  se  com- 
plètent Tun  l'autre. 

Pour  parfaire  son  œuvre  d'historien,  il  ne  restait  plus  à  M.  Re- 
bière, comme  il  le  constatait  lui-même  dans  sa  Préface,  qu'à  écrire 
deux  autres  Volumes,  l'un  consacré  aux  savants  de  l'antiquité  el 
du  moyen  âge,  et  l'autre  aux  savants  contemporains.  Nous  souhai- 
tions ardemment,  pour  notre  instruction  et  notre  plaisir,  qu'il 
eût  le  loisir  et  le  courage  de  terminer  cette  série  de  livres  histo- 
riques du  plus  haut  intérêt  et  de  la  plus  grande  utilité;  et  voîci 
qu'une  mort  inattendue,  qui  l'a  frappé  en  pleine  vigueur  de  corps 
et  d'esprit,  nous  prive  hélas,  à  jamais,  de  cet  espoir. 

C.    BoUHLET. 


Urkl'nden  zur  Gbsciiichte  der  Nicht  EuKLiDiscuEN  Géométrie,  heraus- 
gegeben  von  Friedrich  Engel  und  Paul  Slackel.  I.  Nikolaj  Iwanowitch 

LOBATSCHEFSKU.  NlKOLAJ  IWANOWITSCH  LOBATSCHEFSKIJ.  ZWEI  GEOMETRISCHB 

Abhandlungen  aus  dem  Russischen  uebersetzt,  mil  Anmerkungen  und  mil 
einer  Biographie  des  Verfassers  von  Friedrich  Engkl.  Erster  Thbil  :  Dis 
Uebersetzung  mit  einem  Bildnisse  I^batschefskijs  und  mit  194  Figuren  im 
Text.  ZweiterTubil:  Anmerkungen*  Lx)batschefski}s  Lebbn  und  Schriften. 

Regisler  mit  67  Figuren  im  Texl.  Leipzig,  Toubner,  in-S",  xiv-47<>  p.;  1899. 

Nous  avons  rendu  compte  en  1896  {Bulletiny  1,  t.  XX,  p.  2-9) 
de  l'Ouvrage  important  que  MM.  Slackel  et  Engel  avaient  publié 
ensemble  surla  théorie  des  parallèles  depuis  Eiiclidc  jusqu'à  Gauss. 
Après  s'être  occupés  des  précurseurs  de  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne, il  élail  naturel  (|uc  MM.  Engel  el  Sliickcl  eussent  le  désir 
de  compléter  leur  œuvre,  de  nous  faire  connaître  dans  leur  en- 
semble, dans  leurs  Irails  caractérislicjues,  les  Iravaux  des  fondateurs 
de  celle  théorie,  et  nolanïmcnt  ceux  de  Lobalschefsky  et  de  Bolyai. 
On  peut  être  assuré  d'avance  cjue  leur  travail  rendra  les  plus  grands 
services  el  que  le  succès  sera  la  récompense  méritée  de  leurs  efforts 
persévérants.  Il  y  a  trente  ans,  deux  ou  trois  géomètres  à  peine 
b'occupaienl  de  la  Géométrie  non  eucliilienne;  nous  nous  rappelons 
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encore  le  temps  011  Houël,  l'un  des  fondateurs  de  noire  Bulletin, 
ëtait  à  peu  près  le  seul  en  France  à  appeler  rallenlion  surTintérét 
et  la  haute  valeur  de  cette  théorie.  Aujourd'hui  tous  sont  avertis; 
personne  n'ignore  plus  que  les  recherches  entreprises  sur  ce  heau 
sujet  sont  de  nature  à  nous  donner  les  idées  les  plus  nettes  sur 
Torigine  et  le  mode  de  formation  de  nos  connaissances.  Par  là 
elles  intéressent  les  philosophes  aussi  hien  que  les  géomètres; 
mais  il  importe  grandement,  à  notre  avis,  que  les  géomètres  de 
professsion  en  conservent  la  direction  effective  et  s'efforcent  de 
leur  donner,  à  l'aide  de  l'analyse  mathématique,  toute  la  précision 
dont  elles  sont  susceptibles. 

Pendant  que  M.  Stâckel  s'occupait  de  Bolyai,  M.  Engel  étudiait 
plus  spécialement  les  écrits  de  Lobatschefsky;  et  le  volume  qu'il 
nous  présente  aujourd'hui  représente  le  résultat  de  ses  études.  Il 
se  divise  en  deux  Parties.  La  première  contient  la  traduction  alle- 
mande de  deux  écrits  de  Lobatschefsky,  écrits  en  langue  russe,  et 
qui  étaient,  pour  ainsi  dire,  restés  inconnus.  Ces  Mémoires  sont 
le  travail  Sur  les  fondements  de  la  Géométrie  paru  en  1 829-1830 
dans  le  Messager  de  Kasan  et  le  second  travail  Nouveaux  fon- 
dements de  la  Géométrie  imprimé  en  1 835  et  dans  le  Recueil  scien- 
tifique de  V Université  de  Kasan,  Il  est  certain  que  ces  deux 
Mémoires  forment  un  ensemble  infiniment  plus  complet  que  tout 
ce  que  nous  connaissions  et  nous  permettent  pour  la  première  fois 
de  nous  faire  une  idée  nette  de  ce  que  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne doit  à  Lobatschefsky.  Ils  forment  en  réalité  un  Traité 
complet  de  Géométrie  non  euclidienne  systématiquement  déve- 
loppé et  accompagné  d'exemples  pour  le  calcul  des  longueurs,  des 
surfaces  et  des  volumes. 

La  deuxième  Partie  constitue  un  commentaire  aussi  complet  et 
aussi  savant  qu'on  peut  le  désirer,  des  écrits  dont  nous  venons  de 
parler. 

Des  notes  détaillées  et  précises,  dont  quelques-unes  ont  une 
assez  grande  étendue,  complètent  heureusement  le  texte  de  Lobats- 
chefsky et  éclairent  ou  développent  tous  les  points  qui  présentent 
des  difficultés  ou  méritent  d'attirer  l'attention. 

L'Ouvrage  se  termine  par  une  biographie  de  Lobatschefsky  que 
l'on  peut  regarder  comme  définitive.  M.  Engel  y  a  mis  à  profit 
toutes  les  pièces  déjà  publiées  et,  en  particulier,  la  Notice  bien 


I7.0  PHEMIÈIlli    PARTIE. 

connue  de  M.  Wassilief  à  qui  nous  devons,  comme  Tauleur  lui- 
même,  adresser  tous  nos  remercicmenls  pourTappui  qu'il  a  prêté 
à  M.  Engel  et  pour  tous  les  renseignements  inédits  qu'il  s'est  em- 
pressé de  lui  fournir.  G.  D. 


BOKEL  (E.).  —  Lkçoxs  sur  les  fonctions  entières.  Un  vol.  in-8".  vi-124  p. 
Paris,  Gauthicr-Villars,  1900. 

M.  Borel  nous  donne,  comme  Tan  dernier,  un  petit  Livre  où  il 
résume  les  leçons  faites  par  lui  à  l'École  Normale,  aux  élèves  de 
seconde  année  :  il  nous  en  promet  d'autres,  qui  seront  les  bien- 
venus, comme  les  deux  premiers.  M.  Borel  est,  pour  les  élèves  de 
cette  École,  un  maître  précieux,  qui  sait  les  conduire,  par  des 
chemins  attrayants,  jusqu'aux  limites  mêmes  de  la  Science  ac- 
tuelle; ceux  qui  ne  peuvent  assister  a  ses  leçons  se  réjouiront  de 
retrouver  dans  ses  Livres  la  matière  de  son  enseignement. 

Il  s'agit  cette  fois  de  cette  théorie  des  fonctions  entières  qu'il  a, 
avec  M.  Hadamard,  tant  contribué  à  développer.  J'essaye,  dans  ce 
qui  suit,  d'indiquer  brièvement  les  sujets  qu'il  traite;  mais  je  re- 
nonce à  dire  combien  sont  suggestives  les  vues  qu'il  indique,  à 
foccasion  des  théorèmes  qu'il  établit,  et  la  façon  dont  il  critique 
les  méthodes. 

^L  Borel  s'occupe  d'abord  de  la  formation,  d'après  Weîerslrass, 
d'une  fonction  entière  ot»mme  produit  de  facteurs  primaires. 
L'exposition  du  théorème  fondamental  est  précédée  de  quelques 
remarques  simples  dues  à  M.  Hadamard,  sur  les  relations  entre 
les  modes  de  iM\>i>sance  de  la  fonction  entière,  des  coefficients  de 
la  série  qui  la  reprt'srnle,  de  sa  partie  réelle  et  de  sa  partie  imagi- 
naire. 

Ces  reman|ues  amènent  naturellement  à  parler  du  célèbre 
théorème  de  M.  Picard  sur  la  non-e\islonce  d'une  fonction  en- 
tière ¥{Z^  telle  que  les  équations 

n'aient  pas  de  racine-,  ihcvuènio  dont  Ttludo  occupera   la  tin  du 
Livre:  pour  le  mouuul,  M.  Bord  -c  iviilcnlt    x\c   rappeler  la  dé- 
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monslralion  de  M.  Picard,  fondée  sur  la  considération  de  la  fonc- 
tion modulaire.  La  démonstration  même  du  théorème  de  Weier- 
sirass,  présentée  de  manière  à  faire  pressentir  au  lecteur  la  clas- 
sification ultérieure  des  fonctions  entières,  conduit  Tauteur  à 
introduire,  relativement  aux  suites  /•,,  Tj,  ...,  /Vi,  ...,  formées 
de  nombres  positifs  croissants  qui,  dans  la  suite  du  Livre,  dési- 
gneront les  valeurs  absolues  des  zéros  de  la  fonction  entière  F(5), 
la  notion  importante  de  V exposant  de  convergence  :  c'est  la  li- 
mite commune  p  des  deux  ensembles  de  nombres  positifs  a,  ^  tels 
que  des  séries 


2 


'-..  y-., 


la  première  soit  divergente  et  la  seconde  convergente.  L'expression 
exposant  de  convergence  a  été  introduite,  avec  une  signification 
'  un  peu  différente,  par  M.  von  Schaper,  dans  sa  Dissertation  inau- 
gurale. En  désignant  par  \  l'inverse  de  p,  on  a  pour  toutes  les  va- 
leurs de  l'entier  n  qui  dépassent  une  certaine  limite 

et,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  /?, 

quel  que  soit  le  nombre  positif  e.  A.  cette  notion  se  rattache  celle 
de  l'ordre  d'infinitude  de  /'„;  posant 

et  désignant  par  V,  )/'  les  limites  supérieure  et  inférieure  de  l'en- 
semble dérivé  de  l'ensemble  des  nombres  5^,,  limites  qui  appar- 
tiennent nécessairement  a  cet  ensemble  dérivé,  M.  Borel  dit  que 
l'ordre  d'infinitude  de  r,i  est  déterminé  lorsqu'on  a  )/  =  )/'  et  qu'il 
est  alors  égal  à  leur  valeur  commune,  qui  est  aussi  la  limite 
de  A//.  Les  recherches  de   MM.    Paul   du  Bois-Reymond  et  Ha- 

damard  ont  fait  ressortir  le  rôle  des  deux  limites  d'indétermina- 

.       *  »   *  If 
lion  A  ,  A  . 

Passant  ensuite  aux  recherches  de  Laguerre,  M.  Borel  introduit 

la  notion  de  genre  d'une  fonction  entière 


F(.)=c.«-n''4i) 
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où  Pa(  "-  ]  est  le  facteur  primaire 


•:«  3* 


/l  —  jL\  c^-^î^A^  "'^*rti, 


relatif  au  zéro  a^;  les  valeurs  absolues  Ti,  Ts,  Ts,  •••  des  zéros 
ai,  a2,  ^3,  .  • .  sont  supposées  croissantes.  Si  Q(^)  est  un  poly- 
nôme de  degré  q  et  si  A*  est  le  plus  petit  nombre  entier  tel  que  la 

série 

I 


2 


'  u 


soit  convergente;  le  genre  de  F(^)  est,  comme  on  sait,  le  plus  grand 
des  nombres  q  et  k.  Si  p  est  Texposant  de  convergence  de  la  suite 
''it  '*2>  f'it  •  •  «7  on  a  A*<p  ^A"  -h  i;  p  est  ce  que  M.  Borel  appelle 
Vordre  réel  de  la  fonction  F(:;).  Si  F(^)  est  de  genre  fini  p^  la 
fonction  entière 

F(5)F(0i5)...F(t0'«-»^), 

où  m  est  un  entier  au  moins  égal  à  /?  -j-  i ,  et  où  co  est  une  racine 
primitive  de  Téquation  binôme 


,/«  — 


W'«  =  I , 


est  une  fonclion  entière  de  ffcnre  zéro  et  d'ordre  —  de  la  variable 

Là  ^=  .3     • 

Après  avoir  élabli  les  propositions  bien  connues  de  Laguerrc 
sur  les  fonctions  réelles  de  genre  zéro  ou  un,  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles,  M.  Borel  reprend,  pour  la  compléter  et  en  faire  nette- 
ment ressortir  le  principe,  la  démonstration  d'une  proposition 
due  aussi  à  Laguerrc,  et  que  voici  :  Etant  donnée  une  fonction 
entière  F  (s)  de  genre  />,  ayant  un  nombre  (îni  q  de  racines  ima- 
ginaires :  I"  la  fonction  dérivée  F'(c)  est  de  genre />;  :>.°  l'équa- 
tion F'(>3)  =  o  a,  comme  on  sait,  d'après  le  ihéorrme  de  Holle, 
une  racine  au  moins  dans  Tinlervalle  de  deux  racines  consécutives 
de  l'équation  F(x;)  =  o:  on  peut  affiriner  de  plus  que,  en  dehors 
de  ces  racines  dont  l'existence  est  d<'*(!el('*c  par  le  tliéorrme  de 
Holle,  il  y  u  au  plus  /> -r  7  autres  racines,  d'ailleurs  rcelles  ou 
imaginaires. 
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M.  Poincaré  a  montré  (*)  quMI  y  avait  une  relation,  d^uneparl, 
entre  l'ordre  de  grandeur  d'une  fonction  entière  et  son  genre  sup- 
posé fini,  d'autre  part,  entre  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonction  et 
Tordre  de  grandeur  de  ses  coefficients.  M.  Hadamard,  outre  qu'il 
a  complété  sur  quelques  points  les  résultats  de  M.  Poincaré,  a,  en 
démontrant  la  réciproque  de  ces  propositions,  apporté  une  impor- 
tante contribution  à  la  théorie  des  fonctions  entières;  c'est  le  sujet 
qui  va  maintenant  occuper  M.  Borel. 

Il  établit  sous  la  forme  suivante  les  inégalités  de  M.  Poincaré. 
Désignant  par  M (r)  le  maximum  de  la  valeur  absolue  de  la  fonc- 
tion entière  F(>3),  de  genre  /?,  lorsque  la  valeur  absolue  de  z  est 

égale  à  r,  on  a 

M(r)<e«''-^', 

quel  que  soit  le  nombre  positif  a,  pourvu  que  r  soit  suffisamment 
grand.  Si  A^  est  le  (p. -H  i)**"®  coefficient  de  la  série  qui  repré- 
sente F(2),  le  produit 

1 

tend  vers  zéro  lorsque  jjl  augmente  indéfiniment.  L'auteur  obtient 
des  résultats  plus  précis  en  substituant  à  la  notion  de  genre  la  no- 
tion d'ordre. 

Il  considère,  à  cet  efiet,  une  fonction  de  genre  p 

qui  soit  un  produit  de  facteurs  primaires,  non  précédé  d'un  fac- 
teur exponentiel  e^^-*,  c'est  ce  qu'il  appelle  \\n  produit  canonique 
de  facteurs  primaires  ;  soit  p  l'exposant  de  convergence  de  la  suite 
croissante  r^  r^,  Ts,  ...  des  valeurs  absolues  des  zéros,  ilyalieu 

de  distinguer  deux  cas  : 

1®  La  série  y^-r- est  divergente  :  p  est  alors  Vordre  par  dé- 

n 

faut; 

a**  Cette  même  série  est  convergente,  p  est  Vordre  par  excès. 
On  a  toujours,  e  étant  un  nombre  positif  arbitrairement  choisi, 

\F(z)\<e''''\ 


(')  Butietin  de  la  Société  mathématique,  i883. 
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pourvu  que  r  soit  suffisamment  grand;  si  p  est  Tordre  par  excès, 
on  a,  dans  les  mêmes  conditions, 

Ces  résultats  conduisent  à  d^imporlantes  relations  d'inégalité 
pour  les  coefficients  de  la  série 

Aq -4-  Ai5-f-  Aj^'-t-... 

qui  représente  une  fonction  entière  F(x),  d'ordre  p;  il  est,  en 
ellet,  assez  facile  de  montrer  que  si  M(r)  désigne  le  maximum  de 
la  valeur  absolue  de  F(5)  quand  on  suppose  que  la  valeur  absolue 
de  z  est  r,  la  supposition 

entraîne  une  inégalité  de  la  forme 


K  étant  fixe.  Une  discussion  très  intéressante  qui  nous  renseigne 
en  particulier  sur  le  mode  de  croissance  de  la  partie  réelle  de  F(3) 
et  de  la  partie  imaginaire,  montre  la  valeur  de  la  limitation  ainsi 
obtenue  pour  |  K„i  |. 

Inversement,  M.  Hadamard,  dans  son  Mémoire  couronné  en 
1892,  a  montré  comment,  étant  donnée  une  limite  supérieure  de 
la  croissance  d'une  fonction  entière,  on  peut  déterminer  une  li- 
mite supérieure  de  l'exposant  de  convergence  de  la  suite  de  ses 
zéros. 

M.  Borel  n'expose  pas  la  niétliode  de  M.  lladamard,  mais  bien 
une  méthode  plus  élémentaire  due  à  M.  Schou,  méthode  qui 
donne  des  résultats  équivalents,  dans  le  cas  où  le  genre  de  la  fonc- 
tion est  fini,  mais  non  j)our  les  fonctions  de  genre  infini. 

Si  la  fonction  ^{z)  satisfait,  pour  les  grandes  valeurs  de  /*,  à 
l'inégalité 

et  cela,  quel  que  soit  le  nombre  positif  e,  xM.  13orel  dit  qu'elle  est 
(r ordre  apparent  p';  M.  Hadamard  a  montré,  d'une  part,  que 
l'exposant  de  convergence  de  la  suite  /',,  /'o,  /'n,  .  .  .  est  an  plus 
égal  à   p',  d'autre  j)art  que,   si  l'on  considère  un    produit   cano- 
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nique  G{z)  de  facteurs  primaires  d'ordre  p  et  un  nombre  positif 
arbitraire  e,  on  peut  trouver  une  infinité  de  cercles  de  rayons  in- 
définiment croissants,  sur  chacun  desquels  on  ait  l'inégalité 


-r?"»* 


G{z)\>e-'' 

Il  en  résulte  que  Tordre  réel  p  d'une  fonction  entière  est  au 
plus  égal  à  son  ordre  apparent  p';  il  lui  est  égal  quand  p'  n'est  pas 
entier.  La  démonstration  même  du  second  théorème  de  M.  Hada- 
mard  fournit  quelques  renseignements  utiles  sur  les  rayons  pos- 
sibles des  cercles  auxquels  il  s'applique.  M.  Borel  signale  d'ailleurs 
rimportante  application  que  M.  Hadamard  a  faite  de  cette  théorie 
à  la  fonction  ^{s)  de  Riemann. 

Le  théorème  de  M.  Picard  est  susceptible  d'une  suite  de  géné- 
ralisations :  les  premières  que  développe  M.  Borel  sont  dues  à 
M.  Hadamard. 

Si  la  fonction  entière  F(w)  est  de  genre  fini,  les  deux  équations 

V{z)-P{z)=zo,        F(c)-Q(5)  =  o, 

011  P(5\  Q(w)  sont  des  polynômes  distincts,  ne  peuvent  avoir 
chacune  un  nombre  fini  de  racines,  sans  que  F(^)  soit  un  poly- 
nôme. Cela  résulte  simplement  de  ce  que  les  premiers  membres 
des  équations  sont  de  la  forme  A(3)e"*'',  où  H(-3)  est  un  poly- 
nôme. Cette  proposition  étant  établie,  on  en  déduit  d'une  façon 
élémentaire  le  théorème  relatif  à  l'impossibilité  de  deux  équa- 
tions F(z)  =  (fy  V(^z)  =  b  sans  racines,  pour  les  fonctions  F(z) 
vérifiant  Tinégalité 

pour  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  /•  =  |:;|.  Le  théorème 
s'étend  ensuite  aux  fonctions  qui  vérifient  des  inégalités  analogues, 
où  les  exposants  s'échelonnent  aussi  haut  qu'on  le  veut;  mais  on 
iiVpuise  pas  ainsi  tous  les  modes  de  croissance. 

M.  Borel  établit  ensuite  les  belles  propositions  que  voici  : 
Soit  F(w)  une  fonction  entière  d'ordre  apparent  égal  à  p.  Con- 
sidérons les  équations  de  la  forme 

5(  Z) 

OÙ  ^i(v).  ^(v  I  sont  des  fondions  enlièros  d'ordre  apparenl  iufé- 
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rieur  à  p\  parmi  ces  équations,  il  ne  peut  s^en  trouver  qu^une 
seule  pour  laquelle  l'exposant  de  convergence  de  la  suite  des 
zéros  ne  soit  pas  égal  à  p  :  dans  le  cas  d^exception,  on  peut  seule- 
ment affirmer  que  Texposant  de  convergence  est  inférieur  à  p. 
On  peut  donc,  lorsque  Von  n*est  pas  dans  le  cas  d'exception,  ap- 
pliquer aux  valeurs  absolues  des  racines  les  limitations  que  Ton  a 
signalées  plus  haut  et  qui  traduisent  la  notion  même  d^exposant 
de  convergence. 

Si  F(^)  est  de  genre  infini,  il  peut  exister  au  plus  une  équation 

où  ©1(5),  ç(^)  sont  des  fonctions  entières  de  genre  fini,  telle  que 
la  suite  de  ses  racines  ait  un  exposant  de  convergence  fini. 

Le  Livre  de  M.  Borel  se  termine  par  trois  Notes  :  la  première 
reproduit  une  Note  des  Comptes  rendus  dans  laquelle  il  établît  le 
théorème  de  M.  Picard  sans  se  servir  des  propriétés  de  la  fonction 
modulaire.  La  seconde  Note  se  rapporte  aux  fonctions  à  croissance 
régulière.  En  conservant  les  notations  antérieures,  M.  Borel  dit 
que  la  fonction  entière  F(x;)  et  la  fonction  M (/*)  qui  s'en  déduit» 
comme  on  Ta  expliqué  plus  haut,  sont  à  croissance  régulière  quand 

Texpression 

loglogM(r) 
logr 

tend  vers  une  limite  lorsque  r  croît  indéfiniment.  Supposant  en- 
suite que  l'exposant  de  convergence  p  de  la  suite  des  r^  ne  soit 
pas  un  nombre  entier  et  que  l'ordre  apparent  de  F(5)  soit  (comme 
son  ordre  réel)  égal  à  p,  il  montre  que  :  la  fonction  F(3)  est  à 
croissance  régulière  si  Tordre  d'infinitude  de  r,,  est  déterminé  et 
(|ue  réciproquement,  Tordre  d'infinitiide  de  /•,!  est  déterminé 
quand  la  fonction  V{z)  est  régulière.  La  troisième  Note,  enfin, 
concerne  les  fonctions  à  croissance  irrégulière;  Tauteur  y  indique 
comment  on  peut  construire  une  fonction  ts{z)  dont  le  module 
maximum  M(/')est,  dans  une  infinité  d'intervalles  d'étendue  aussi 
grande  qu'on  veut,  très  voisin  de  e''  et,  dans  une  infinité  d'inter- 
valles d'étendue  aussi  grande  qu'on  veut,  très  voisin  de  e''. 

J.  T. 
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Jonx  William  STRUTT,  Baron  RAYLEIGII,  Honorary  Fellow  of  Trinity  Col- 
lège, Cambridge,  Professor  of  Natural  Philosophy  in  the  Royal  Institution.  — 
SciENTiFic  Papers  (  > ).  Vol.  I,  1869-1881.  Cambridge  University  Press; 

«899- 

Il  y  a  exactement  trente  ans,  le  Philosophical  Magazine  pu- 
bliait une  étude  sur  les  phénomènes  électromagnétiques  :  c^était 
le  premier  Mémoire  scientifique  de  Lord  Rayleigh.  Il  s^agissait 
iX* illustrer  les  phénomènes  de  TElectromagnétisme  par  ceux  de 
la  Mécanique  qui  présentent  avec  eux  cette  analogie  de  satisfaire 
aux  mêmes  équations.  L^auteur,  établissaut  une  exacte  compa- 
raison entre  les  lois  de  Tinduction  et  celles  du  mouvement  des 
liquides,  montrait,  par  exemple,  comment  la  théorie  des  bobines 
d'induction  correspond  à  celle  des  béliers  hydrauliques.  Il  n'est 
pas  jusqu'à  la  rupture  éventuelle  du  bélier  qui  ne  puisse  repré- 
senter la  production  d'une  étincelle  disruptivc. 

N'y  a-l-il  pas,  dès  ce  premier  travail,  l'indication  de  ce  que  de- 
vait être  l'œuvre  de  Lord  Rayleigh  :  ingénieuse,  touchant  parfois 
à  l'Analyse  mathématique,  avec  quelque  préférence  pour  la  Méca- 
nique analytique,  mais  serrant  toujours  de  très  près  la  matière 
expérimentale? 

C'est,  en  restant  dans  les  mêmes  voies  que  l'auteur  donne,  dès 
Tannée  suivante  (1870),  un  intéressant  Mémoire  sur  la  théorie  de 
la  résonance.  Bien  d*autres  l'ont  suivi,  et  plus  de  la  moitié  du 
Livre  que  nous  présentons  aux  lecteurs  du  Bulletin  est  consacrée 
à  des  Mémoires  portant  sur  la  dynamique  des  systèmes;  sur  ses 
applications  au  mouvement  des  fluides  et,  surtout,  à  la  théorie  du 
son.  Plusieurs  de  ces  Mémoires,  du  reste,  font  partie  de  la  Theory 
oy  Sound,  deux  Volumes  publiés  en  i8-3,  devenus  tout  de  suite 
classiques,  et  auxquels  l'auteur  renvoie  fréquemment. 

C'est  encore  au  même  ordre  d'idées  que  se  rattachent  le  peu  de 
Mathématiques  pures  que  contient  cet  Ouvrage;  quelques  Notes 
sur  le  calcul  des  fonctions  de  Bessel,  une  démonstration  originale 
du  théorème  de  la  moyenne  sphérique  dans  la  théorie  du  potentiel 


(  '  )  In-'i»,  56.>  pages. 
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nevvlonien, . .  el  les  questions  posées  au  concours  de  1876  pour  le 
Tripos  examination  (agrégalion). 

Très  peu  d'Electricité  puisque  ce  premier  Volume  s'arrête  à 
1881,  c'est-à-dire  à  la  veille  des  célèbres  expériences  de  Lord  Ray- 
leigh  sur  les  unités  électriques.  Par  contre,  une  vingtaine  de  Mé- 
moires d'Optique  témoignent  des  progrès  que  Lord  Rayleigh  a 
fait  faire  à  l'étude  de  la  diffraction. 

Il  y  a,  dans  ce  Livre,  mieux  qu'une  simple  réimpression.  Ces 
travaux,  déjà  anciens,  sont  pourtant  an  courant  des  développe- 
ments de  la  Science,  grâce  à  des  notes  personnelles  de  Tauteur, 
nettement  séparées  du  texte,  qui  donnent  aux  sujets  traités  une 
physionomie  plus  intéressante  en  les  plaçant  tour  à  tour  dans  leur 
milieu  scientifique  naturel. 

Certains  de  ces  sujets  paraissent,  du  reste,  définitivement 
épuisés.  Ainsi,  après  avoir  lu  ce  Livre,  nous  savons  pourquoi  le 
joueur  de  tennis  peut  tromper  son  adversaire  en  lançant  la  balle 
hors  de  sa  trajectoire  parabolique.  Nous  savons  aussi  comment  il 
se  fait  que  la  voix  de  femme  renvoyée  par  l'écho  d'un  bouquet 
d'arbres  monte  en  général  d'un  octave  et  ])araît,  au  contraire, 
baisser  de  la  même  quantité  quand  la  lisière  du  bois  est  normale 
au  rayon  sonore.  Et  l'explication  de  ces  singulières  apparences  est 
fournie  par  la  théorie  même  qui  explique  le  bleu  du  ciel. 

Nous  sommes  moins  nettement  fixés,  par  contre,  sur  la  question 
de  savoir  quel  avantage  aurait  un  joueur  de  pile  ou  face  à  s'ar- 
roger le  droit  d'arrolcr  à  son  gré  la  partie. 

L'ensemble  n'est  donc  pas  trop  S('vrre,  Ciir  ces  travaux,  peu 
austères,  viennent  créer  une  diversion  sur  rinlenlion  de  laquelle 
nous  ne  pouvons  nous  nïéprendre  j)uisque  l'auteur  a  eu  soin  de 
nous  la  signaler  dans  une  très  courte  Préface. 

Tel  est  ce  premier  Volume  de  Mémoires,  remarquablement 
édité  d'ailleurs,  et  (|ue  Lord  Rayleigh  a  eu  l'intraduisible  pensée 
d'onVir  au  public  sous  l'invocation  de  ce  verset  : 

The  Works  of  ilio  Lord  aro  erreat, 
Son;^hl  out  of  ail  llierii  that  havc  pleasurc  ihcrein. 

H.   Aim\n\M. 
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RUDIO  (F.)-  —  Verhaxdlungen  des  ersten  interxationalen  Mathema- 
TiCER-KoNGRESSES  IN  ZuRicH  voM  g.  BIS  II.  AtGusT  1897.  Un  voI.  in-S**, 
viii-397  p.  Leipzig,  Teubner,  1898. 

Les  mathémaliciens  qui  ont  eu  la  bonne  fortune  d'assister  au 
Congrès  international  qui  s'est  tenu  à  Zurich  en  1897  en  ont  rap- 
porté un  excellent  souvenir,  et,  à  leur  retour,  se  sont  plu  à  redou- 
bler les  regrets  de  ceux  qui  n'avaient  pu  accepter  les  aimables 
invitations  des  organisateurs  du  Congrès  :  cela  n'est  pas  étonnant. 
La  grande  autorité  scientifique  dont  Jouissent  bon  nombre  des 
maîtres  qui  enseignent  dans  les  Universités  ou  dans  les  Écoles 
suisses  assurait  d'avance  la  réussite  du  Congrès;  puis  la  Suisse 
est  un  pays  vraiment  hospitalier,  où  chacun,  au  moins  pour 
quelques  jours,  se  trouve  mieux  que  chez  lui  et  se  laisse  volontiers 
pénétrer  par  cette  franche  et  simple  cordialité  que  Ton  respire 
avec  le  bon  air.  Ce  pays-là  semble  désigné  pour  le  commencement 
de  toutes  les  bonnes  œuvres  internationales. 

Il  faut  savoir  gré  à  M.  Ferdinand  Rudio  du  soin  qu'il  a  apporté 
à  la  publication  du  Volume  où  sont  réunies  les  Communications 
adressées  au  Congrès,  où  sont  retracées  la  préparation  et  l'histoire 
de  ce  Congrès;  M.  Rudio  a  d'ailleurs  pris  une  large  part  à  l'orga- 
nisation et  il  a  prononcé  d'excellentes  paroles  sur  l'utilité  de  ces 
réunions,  sur  le  profit  qui  doit  en  résulter  pour  les  Mathématiques 
et  les  mathématiciens,  sur  le  genre  de  travaux  qui  doivent  y 
être  entrepris,  en  particulier  sur  la  constitution  d'un  Répertoire 
mathématique.  Il  est  bien  certain  que  la  question  bibliographique 
est  une  de  celles  qui  s'imposent  aux  Congrès.  Elle  a  été  traitée  à 
Zurich,  par  M.  Enestrom,  dont  la  compétence  est  connue  de  tous. 
Quoi  qu'il  en  soit,  grâce  à  M.  Rudio,  personne  ne  sera  privé  ni  des 
intéressantes  Communications  scientifiques  qui  ont  été  faites 
à  Zurich,  ni  des  choses  profondes  ou  charmantes  qui  y  ont  été 
dites,  par  des  maîtres  qui  ne  séparent  la  Science  ni  de  l'Art,  ni  de 
la  Philosophie. 

Voici  la  liste  des  Lecture?;  qui  ont  été  faites  au  Congrrs,  et  <|ne 
Ton  retrouvera  dans  le  Volume  de  M.  Rudio  : 

Poincaré,  —  Sur  les  rapports  dp  l'Analyse  pure  et  de  la  Pliysi(jue 
mathématique. 

iiuil.  des  Sciences  mat/iem.y  a*  série,  t.  WIV.  (Mai  1000.)  y 
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l/ûrçvùz.  —   Sur  le  développement  de  la  ihéorie  générale  des 
fonctions  analytiques  dans  les  temps  récents. 

Webcr  {II-)'  —  Sur  les  genres  dans  les  corps  algébriques. 

Reiischle.  —  Théorie  des  constituants  :  une  méthode  nouvelle, 
fondamentale  et  génétique  pour  la  théorie  des  invariants. 

Stéphanos,  —  Sur  les  systèmes  associatifs  de  nombres  symbo- 
liques. 

Gordan,  —  Résultants  de  formes  ternaires. 

Enriqucs,  —  Sur  les  problèmes  qui  se  rapportent  à  la  résolution 
des  équations  algébriques  renfermant  plusieurs  inconnues. 

Schrôder.  —  La  Pasigraphie;  son  état  actuel  et  le  mouvement 
pasigraphique  en  Italie. 

Bados,  —  Pour  la  théorie  des  formes  quadratiques  adjointes. 

Pervouchine,  —  Formules  pour  la  détermination  approximative 
des  nombres  premiers,  de  leur  somme  et  de  leur  difTérence 
d'après  le  numéro  de  ces  nombres. 

Meyer  (  JV.-F.),  —  Sur  l'algorithme  des  fractions  continues. 

Stickelberger,  —  Sur  une  nouvelle  propriété  des  discriminants 
des  corps  algébriques. 

■ 

De  la  ]  allée-Poussin,  —  Sur  la  théorie  des  nombres  premiers. 

Brioschi.  —  Sur  une  classe  d'équations  du  cinquième  degré 
résolubles  algébriquement  el  la  transformation  du  onzième  ordre 
des  fonctions  elliptiques. 

Picard,  —  Sur  les  fonctions  de  plusieurs  variables  et  en  particu- 
lier les  fonctions  algébriques. 

Iladamard,  —  Sur  certaines  npplications  possibles  de  la  théorie 
(les  ciiseniblcs. 

Pinclierle.  —  lUMnanjue  relative  à  la  Conimuuicalion  de  M.  Ilada- 
mard. 
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BoreL  —  Remarque  relative  à  la  Communication  de  M.  Hada- 
mard. 

Bougaïew,  —  Les  Mathématiques  et  la  conception  du  monde  au 
point  de  vue  de  la  Philosophie  scientifique. 

Aulonne,  —  Sur  les  p^les  des  fonctions  uniformes  à  plusieurs 
variables  indépendantes. 

De  Galdeano,  —  L'unification  des  concepts  dans  les  Mathéma- 
tiques. 

Bej'C,  —  Quelques  nouvelles  propriétés  des  complexes  quadra- 
tiques. 

Gerbaldi,  — Sur  le  groupe  simple  de  36o  collinéations  planes. 

Burali'Forti.  —  Les  postulats  pour  la  Géométrie  d'Euclide  cl  de 
Lobatschewskjr. 

Andrade.  —  Statique  non-euclidienne. 

Fano.  —  Sur  les  groupes,  en  particulier  sur  les  groupes  continus 
de  transformations  de  Cremona  du  plan  et  de  ^espace. 

Brunn,  —  Sur  les  courbes  à  nœuds. 

Slodola.  —  Sur  les  relations  de  la  Technique  et  de  la  Mathéma- 
tique. 

Joukoivsky.  —  Un  nouvel  appareil  gjroscopique. 

Zeuthcn.  —  Isaac  Barrow  et  la  méthode  inverse  des  tangentes. 

Eneslrom.  —  Sur  les  nouvelles  entreprises  de  Bibliographie  ma- 
thématique. 

Loria.  —  Aperçu  sur  le  développement  historique  de  la  théorie 
des  courbes  planes. 

Peano.  —  Logique  mathématique. 

Klein.  —  L'enseignement  des  hautes  Mathématiques. 

On  voit  combien  les  sujets   traités  sont  variés,  comment  les 
diverses  parties  de  la  Science  se  trouvent  représentées;  l'Histoire 
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même  n'a  pas  clé  oubliée  el  les  Communications  de  M.  Zeullien  et 
de  M.  Loria  sonl  1res  inléressanles.  Il  convient  de  remarquer 
qu*un  grand  nombre  de  ces  Leclures  ont  un  caractère  général; 
]>armi  celles-là  même,  la  plupart  ne  regardent  que  les  mathéma- 
ticiens; telles  sont,  par  exemple,  le  magistral  exposé  qu*a  fait 
M.  Hiirwilz  du  développement  de  la  théorie  des  fonctions  analy- 
tiques, ou  les  vues  que  M.  Klein  a  développées  sur  renseignement 
des  Malhémaliques.  D'au  1res  méritent  d'être  méditées  par  les 
philosophes.  Qui  ne  serait  émerveillé  par  les  pages  exquises  et 
profondes  que  M.  Poincaré  a  écrites  sur  les  rapports  de  l'Analyse 
pure  et  de  la  Physique  mathématique?  Qui  ne  ressentirait  l'émo- 
tion de  M,  Bougaïcw  réclamant  la  place  de  l'individu  et  les  droits 
de  la  personne  humaine  dans  cet  écoulement  de  phénomènes  dont 
nous  avons  les  oreilles  rebattues  depuis  Heraclite,  que  l'Analyse 
mathématique  prétend  aujourd'hui  expliquer,  prévoir  et  soumettre 
onliùrement  à  ses  lois?  Je  me  suis  figuré,  en  le  lisant,  que  le 
géomèlre  russe  regarde  volontiers  la  continuité  comme  une  appa- 
rence, comparable  à  ces  lois  asymplotiques  des  nombres  entiers, 
(jui  recouvrent  des  discontinuités  irréduclibles,  et  qu'il  a  si  souvent 
maniées.  Celte  façon  dont  les  mathématiciens  modernes  regardent 
du  côté  des  idées  générales  est  extrêmement  remarquable.  Il  est 
fort  naturel  que  M.  E.  Picard,  qui  a  pris  la  parole  dans  le  banquet 
final,  ait  voulu  y  faire  allusion.  Par  la  largeur  et  l'acuité  de  sod 
esprit,  M.  Emile  Picard  est  assurément  fait  pour  s'associer  à  cette 
lendance;  dans  un  toast  plein  d'humour  et  d'excellents  conseils, 
Il  a  proclamé  que  celle  coquetterie  entre  la  Science  et  la  Philoso- 
phie élall  pour  le  mieux.  J.  T. 


Jacques  BOYEH.    —   Histoirk  des  Matiikmatiqiks.  Paris,  Carre  ol  Naud 
(Bibliothèque  de  la  Ucviie  générale  des  Sciences),  ln-8",  xu-2()0  p.;  1900. 

Elanl  posé  le  problème  de  librairie  d'écrire  une  Histoire  des 
Mulliémallques  en  25o  pages,  depuis  l'origine  jusqu'à  nos  jours, 
on  ne  peut  naturellement  attendre,  comme  solution,  que  la  vulga- 
rlsallon,  plus  ou  moins  heureuse,  de  ce  (pi'll  y  a  de  surtout  sail- 
lant dans  les  Ouvrages  appuvcs  sur  des  recherches  originales,  l^e 
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mince  Volume  de  M.  Bojer  a  l'avantage  incontestable  de  la  clarté 
dans  la  disposition  et  dans  le  style;  il  se  recommande  également 
par  son  illustration  intéressante  (19  portraits  tirés  de  sources 
authentiques,  depuis  Napier  jusqu'à  Weierstrass;  fac-similés  de 
manuscrits,  d'anciennes  gravures  d'instruments,  etc.).  Constater 
qu*il  n'est  pas  exempt  d'erreurs  de  détails,  est  assez  inutile,  alors 
qu'il  y  en  a  dans  les  travaux  de  première  main  les  plus  justement 
renommés,  et  qu'elles  se  propagent  beaucoup  plus  facilement  que 
leurs  corrections;  il  suffit  que  ces  erreurs  ne  soient  pas  graves  et 
qu'elles  ne  soient  pas  plus  fré(|uentes  que  dans  les  Abrégés  ana- 
logues (toutefois  plus  étendus)  de  Rouse-Ball  et  de  Cajori. 

M.  Boyer  a  mis  d'ailleurs  sa  marque  personnelle  dans  son 
llUloire  et  s'est  efforcé  de  lui  donner  un  caractère  particulier  en 
In  laissant  très  élémentaire  et  en  la  destinant  à  ceux  qui  apprennent 
les  Mathématiques,  non  ceux  qui  les  savent.  On  ne  peut  que  lui 
souhaiter  d'atteindre  son  but,  et  d'exciter  au  moins,  dans  les  gé- 
nérations des  élèves,  un  intérêt  pour  des  questions  auxquelles 
malheureusement  trop  peu  de  professeurs  sont  aujourd'hui 
capables  de  répondre. 

Mais  j'avouerai  que,  pour  mon  compte,  je  ne  puis  voir  bien 
clairement  à  quel  public  s'adresse  un  Abrégé  de  ce  genre*,  pour  un 
candidat  à  la  licence,  il  y  a  déjà  bien  des  sujets  qui  paraîtront 
iropécourtés;  pour  les  élèves  des  lycées,  je  ne  vois  point  quel  sens 
peut  avoir  un  Chapitre  sur  la  Mathématique  moderne.  Et  si  l'on 
veut,  d'après  le  système  actuellement  en  vogue,  continuer  à 
pousser  jusqu'à  nos  jours,  l'Histoire  des  Sciences  comme  du  reste, 
il  y  aurait,  je  crois,  beauc^oup  mieux  à  faire. 

Prendre,  par  exemple,  le  programme  actuel  des  lycées  pour 
l'Arithmétique,  et  faire,  à  part,  et  successivement,  l'histoire  de 
chaque  question  :  numération  parlée,  numération  écrile,  calcul 
des  quatre  règles,  etc.;  suivre  l'évolution  de  la  pratique  et  de  la 
théorie  jusqu'à  leur  forme  |)résente  ;  voilà  un  plan  dont  l'exécution 
devrait,  ce  me  semble,  tenter  un  travailleur;  il  répondrait  à  une 
idée  claire,  et  aboutirait  à  un  enseignement  méthodique  dont  l'uti- 
lité ne  serait  pas  négligeable,  même  au  point  de  vue  strictement 
mathématique. 

Un  petit  Volume  de  la  sorte  jiour  rArilhméliquc,  trois  autres 
pour  l'Algùbre,  la  Géométrie  élémcnlairc  et  la  Géumétric  analy- 
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tique,  joints  à  un  Résumé  général  chronologique,  tel  que  FAbrégé 
de  M.  Boyer,  contribueraient  beaucoup  à  élargir  les  idées  des 
élèves,  sans  parler  du  rappel  de  nombre  de  questions  curieuses, 
qui  sont  passées  de  mode,  mais  dont  Poubli  n^est  pas  mérité.  Pour 
les  Mathématiques  supérieures,  l'intérêt  de  leur  histoire  est  beau- 
coup moins  actuel;  M.  Cantor  Ta  très  bien  compris  en  s'arrétant 
à  Lagrange;  son  œuvre  sera  continuée,  mais  les  savants  dont  on 
étudie  encore  les  écrits  n'appartiennent  point  véritablement  à 
l'Histoire,  et  pendant  un  siècle,  les  Monographies  suffiront  pour 
assembler  les  matériaux  que  l'avenir  mettra  en  œuvre. 

Paul  ïanneuv. 


»«« 


XETTO  (E.)-  —  VoRLEsuNGEN  ÏBER  AuiERRA.  Zwcitcr  Band.  Un  vol.  in-8", 
xu-5i9  p.  Ersio  Licferung;  1898.  Zweite  Licferung;  1900.  Leipzig, 
Teubner. 

Le  premier  fascicule  de  cet  important  Volume  est  consacré  à  la 
théorie  des  fonctions  entières  de  plusieurs  variables.  Après  avoir 
montré  comment  on  calcule  le  nombre  de  coefficients  d'une  fonc- 
tion du  /i'^"*''  degré  à  m  variables,  ou  le  nombre  de  ces  coefficients 
qui  satisfont  à  certaines  conditions,  l'auteur  traite  les  questions 
générales  relatives  à  la  divisibilité  de  pareilles  fonctions  (réduc- 
tibilité,  plus  grand  commun  diviseur,  etc.).  Il  introduit  ensuite 
la  notion  de  racine  d'une  équation  ou  d'un  système  d'équations; 
le  mot  racine  (ou  point-racine)  est  entendu  dans  le  sens  de  sys- 
tème de  valeurs  des  variables  qui  vérifient  l'équation,  ou  le  svstèmc 
d'équations;  pour  une  équation,  la  distinction  entre  les  racines 
simples  cl  les  racines  multiples  ne  comporte  aucune  difficulté. 
Cette  distinction,  et  la  solution  d'autres  questions  qui  se  pré- 
sentent naturellement,  ne  peut  se  faire  en  général  avant  d'avoir 
traité  de  rrliniinalion  :  l'auteur  s'occupe  d'abord  du  cas  de  deux 
équations  à  deux  inconnues. 

Dans  le  précédent  \  c»lume,  on  a  donné  la  notion  de  résultant 
pour  deux  |)olvnoniosy,  s^  à  une  variable  ^i,  notion  fondée  sur  la 
théorie  des  fonctions  syniélricjucs  ;  c'ot  uncî  fonclion  cnlièrel^.^, 
parfaitement    dctcrniinrc,    de»    cocflicicnls    de    ces     polynômes. 
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Lorsque  ces  coefficients  sont  eux-mêmes  des  polynômes  par  rap- 
port à  une  seconde  variable  z^y  le  résultant,  après  la  substitution, 
devient  une  fonction  de  cette  seconde  variable,  c'est  Véliniinant 
des  deux  équations  à  deux  inconnues  obtenues  en  égalant  a  zéro 
les  deux  polynômes  à  deux  variables. 

L^itilité  de  la  transformation  linéaire  qui  permet  de  préparer 
ces  deux  équations  supposées  de  degrés  respectifs  w,  /i,  de  ma- 
nicre  que  les  inconnues  y  figurent  effectivement  à  ces  degrés,  appa- 
raît immédiatement.  L'auteur  montre  sous  quelle  condition  le 
résultant  est  effectivement  de  degré  mn\  il  introduit  ensuite 
cette  transformation  due  à  Liouville  (*)  et  dont  Rronecker  a  tiré 
si  grand  parti,  qui  consiste  à  prendre  pour  inconnue  auxiliaire 

où  X,  \  sont  des  indéterminées.  L'équation  finale  en  x  permet  de 
définir  le  degré  de  multiplicité  d'une  racine,  et,  quand  elle  est 
résolue,  d'associer  les  éléments  5|,  z^  qui  constituent  cette  racine. 
Après  s'être  occupé  des  racines  infinies,  il  développe  les  règles  de 
Mindîng  et  de  Labatie  pour  la  détermination  du  nombre  exact  de 
racines  finies. 

L'exposition  de  la  méthode  d*élimination  de  Poisson  exige  un 
Chapitre  préliminaire  sur  les  fonctions  symétriques  entières  de 
systèmes  de  variables  indépendantes,  en  particulier  sur  l'expres- 
sion de  ces  fonctions  symétriques  au  moyen  de  fonctions  symé- 
triques élémentaires  qui^  toutefois,  ne  sont  plus  indépendantes, 
comme  dans  le  cas  classique  où  chaque  système  ne  comporte 
qu'une  variable.  Considérant  ensuite  m  équations  générales  à  m 
variables  3|,  ^a,  ...,  :;,„,  de  degrés  /J|,  /ij,  ...,  /iw,  les  proposi- 
tions fondamentales  relatives  au  nombre  de  racines,  à  la  façon  de 
les  faire  dépendre  d'une  seule  équation  de  degré  k  =  nin2--  'fim 
par  la  transformation  de  Liouville,  etc.,  propositions  établies 
dans  le  cas  de  deux  équations,  s'obtiennent  par  induction,  et 
la  théorie  des  fonctions  symétriques  conduit  ensuite  à  la  notion 
lie  résultant  entre  m -f-  i  équations  à  m  inconnues  ainsi  qu'aux 
propriétés  essentielles  de  ce  résultant.  Revenant  ensuite  à  la  ré- 
solution  de  m  équations  ù   m  inconnues,  (|u'il  ne  suppose  plus 
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à  coefficients  indéterminés,  Faulenr  traite  des  racines  infinies 
et  des  racines  multiples;  celles-ci  lai  donnent  (dans  le  cas  des 
racines  doubles)  roccasion  d'introduire  la  notion  du  jacobien  ; 
il  développe  une  méthode  simple  pour  déterminer,  dans  le  cas 
général,  le  degré  de  multiplicité  d'une  racine;  il  examine  enfin  le 
cas  où  les  équations  ont  une  infinité  de  racines,  et  définissent 
ainsi  une  multiplicité  d'une  dimension  supérieure  à  o,  dimension 
qu'il  apprend  à  déterminer. 

La  méthode  de  Bézout,  fondée  sur  la  détermination  de  poljnomes 
Sf ,  ^2, .  Om  tels  que  l'expression 

où  /i^/î*  -•  'jjm  sont  des  poljnomes  donnés  en  wi,  ^2, ...,  z^^  ne 
contienne  plus  qu^une  de  ces  variables,  l'étude  des  propriétés  des 
éliminants  et  des  résultants  donnent  lieu  à  d* intéressants  dévelop- 
pements dont  plusieurs  sont  d*une  importance  capitale  pour  l'étude 
des  courbes  et  des  surfaces  algébriques.  Signalons,  par  exemple,  la 
démonstration  de  la  proposition  suivante  :  Si  les  racines  du  système 

sont  en  nombre  fini  et  si  toutes  ses  racines  annulent  le  poljnomc 
^.  il  existe  une  relation  de  la  forme 

où  les  Q  sont  des  polvnoraes  en  :;,  dont  les  coefficients  s'expriment 
ralionneiiemeDl  au  moven  des  coefficients  des  polvnomes  y^,  ^, 
et  où  ix  est  le  plus  haut  degré  de  multiplicité  d'une  racine. 

M.  Hilberl  <  *  )  a  montré  comment  on  peut  étendre  celte  propo- 
sition au  cas  où  le  s\stème  d'équations  admet  une  infinité  de 
racines. 

Dans  la  méthode  de  Kronecker,  c'est  la  substitution  de  Liou- 
ville  qui  joue  le  rôle  essentiel.  Etant  donné  un  nombre  quelconque 
d'équations  en  Zi.  Tj.  .. 


^•m 


<  I  »  y*i  =  ^''    ./"•  =  o.     •  • . .     y? = *'• 
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on  peul,  en  posant 

en  déduire  une  suite  d^équalions  en  x^ 

dont  les  racines  sont  linéaires  en  £/|,  ;/2)  «-m  et  qui  fournissent 
toutes  les  racines  des  équations  (i).  Les  racines  fournies  par  l'équa- 
tion Rg(=o  forment  une  multiplicité  de  la  dimension  m  —  a  : 
'SnK.ot+i, ...,  w/ra  s'expriment  algébriquement  au  moyen  de  ^i,  z^, ..., 
^m-x  qui  restent  arbitraires.  Les  quantités  R^  sont  les  éliminants 
partiels  et  le  produit  R,R2. .  .R;„y  l'éliminant  total.  A  la  notion  de 
l'éliminant  total  se  rattache  celle  de  la  réductibilité  et  de  l'irré- 
ductibilité d'un  système,  de  la  divisibilité  d'un  système  par  un 
autre  système,  dont  l'éliminant  total  divise  l'éliminant  total  du 
premier.  La  méthode  donne  ainsi  une  véritable  connaissance  de  la 
nature  des  restrictions  apportées  par  les  équations  (i)  à  la  multi- 
plicité m"P**  des  variables  z.  On  en  déduit  encore  que  m-|-  i  équa- 
tions (au  plus)  suffisent  toujours  à  définir  complètement  l'en- 
semble des  racines  de  ces  q  équations,  ou  si  Ton  veut  la  figure, 
dans  l'espace  à  m  dimensions,  telle  que  les  coordonnées  ^i ,  ^2, . .., 
z„t  d'un  quelconque  de  ses  points  vérifient  ces  q  équations. 

L'étude  de  la  dépendance  entre  des  équations  données  peut  se 
faire  soit  par  la  théorie  de  l'élimination,  soit  par  la  considération 
du  jacobien,  et  la  comparaison  des  deux  méthodes  conduit  à  des 
propositions  intéressantes. 

Des  trois  méthodes  d'élimination  que  M.  Netto  a  développées, 
il  ne  semble  pas  qu'aucune  puisse  être  négligée,  puisque  chacune 
se  trouve  éclairer  naturellement  une  face  du  problème;  les  mé- 
thodes de  Cayley  et  de  Sylvesler,  auxquelles  il  consacre  une  leçon, 
sont  moins  essentielles  :  la  première  consiste  à  multiplier  les 
équations  en  z \ ^  '«'2,  •••)  Zfi  par  1,  z \ y  •..,  z ff^  z .  ,  z ^  ^2)  ***)  ^ u^ 
z\^  ...,  de  manière  à  obtenir  un  nombre  d'équations  suffisant  pour 
éliminer  tous  les  monômes,  regardés  comme  les  inconnues  d'équa- 
tions du  premier  degré;  M.  Netto  montre  que  quelques-unes  des 
assertions  de  Cayley  sont  inexactes.  La  méthode  de  Sylvester,  qui 
permet  d'obtenir,  sous  forme  de  déterminant,  le  résultat  de  l'éli- 
mination de  deux  inconnues  entre  trois  équations,  mérite  assuré- 
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ment  une  citalîon,  comme  celle  de  Cajiey,  quoiqu'elle  soit  aussi 
insufGsamment  appuyée. 

La  nolion  de  discriminant  acquise  pour  les  fondions  d^une 
variable  peut  être  étendue  dans  deux  sens  très  différents.  Le  dis- 
criminant d^un  système  de  m  équations /"i  ^  o,/'2  =  o,  ...,  /m  =  o 
à  m  inconnues  peut  être  défini  comme  la  fonction  symétrique  des 
racines  de  ce  système  obtenu  en  multipliant  les  valeurs  que  prend 
le  jacobien  des  fonctions  /if  /i.  .  ",/m  quand  on  y  substitue  ces 
racines.  D*un  autre  côté,  le  discriminant  d^une  fonction  homogène 
^{^f?  ^2^  "  ",  ^m)  peut  être  défini  comme  le  résultant  des  dérivées 
partielles  du  premier  ordre. 

Une  leçon  est  consacrée  à  Textension,  diaprés  Jacobi,  au  cas 
de  plusieurs  variables,  du  théorème  classique  d^Ëuler  qu'exprime 
légalité 


2 


/'(^a) 


=  o. 


OÙ  3|,  ^2)  •  •  M  ^n  sont  les  racines  supposées  simples  du  polynôme 
/(x)  et  où  M{z)  est  une  fonction  entière  de  degré  n  —  2  au  plus. 

Enfin  une  exposition  rapide  de  la  théorie  des  caractéristiques 
de  Kroneckerel  des  relations  qu'elle  présente  avec  les  formes  qua- 
dratiques de  M.  Hermite,  puis  une  leçon  où  sont  résumées  toutes 
les  propositions  essentielles  de  la  théorie  des  équations  linéaires, 
terminent  ce  premier  fascicule. 

Le  second  fascicule  conlient  une  belle  exposition  de  la  théorie 
(les  équations  algébriques,  où  les  idées  essentielles  sont  mises  peu 
à  peu  en  pleine  lumière,  et  dans  un  ordre  où  elles  semblent  natu- 
relles. 

Pour  ne  pas  interrompre  cette  exposition,  M.  Netto  débute  par 
établir,  d'après  M.  Hilbert,  la  proposition  que  voici  :  Si  une  fonc- 
tion entière  des  variables  .r,  i',  :;,...,  ir :</,/•,...,  ^  à  coefficients 
entiers,  est  irréductible  dans  le  domaine  des  nombres  rationnels, 
on  peut  donner  aux  variables  7,  /',  ...,  /  des  valeurs  entières  telles 
que  la  fonction  dos  variables  x,  i',  ^,  ...,  ic  ainsi  obtenue  soit 
elle-même  irréductible  dans  le  même  domaine.  La  démonstration 
de  cet  important  tlirorèmc,  où  inter\iennent  quelques  proposi- 
tii»ns  élrmenlairrs  de  la  llirorio  des  fonctions,  est  d'un  tout  aulrc 
(irdre  d  idres  (|uc  vv  qui  suit. 
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Si  la  ihéorîe  des  équations  cycliques  et  des  équation  abéliennes 
résulte  aisément  de  la  théorie  de  Galois,  on  peut  dire  aussi  qu'elle 
prépare  admirablement  à  l'étude  de  cette  théorie,  comme,  aussi 
bien,  elle  en  a  préparé  nistoriquement  la  naissance.  L'ordre  adopté 
par  M.  Nctto  se  justifie  pleinement.  Les  équations  abéliennes 
conduisent  naturellement  à  parler  des  groupes  abéliens,  dont 
Tauteur  développe  les  propriétés  essentielles  d'après  les  travaux 
de  Schering  et  Kronecker,  de  MM.  Frobenius,  Stickelberger, 
Zeîgmondj  (invariants  du  groupe,  représentation  du  groupe  au 
moyen  d'une  base,  indépendance  des  invariants  et  de  la  base 
choisie,  rang  du  groupe,  décomposition  du  groupe  en  fac- 
teurs, etc.).  Ces  propriétés  sont  établies  d'une  façon  abstraite, 
indépendamment  de  la  nature  des  éléments  qui  constituent  le 
groupe  abélien.  L'auteur  introduit  maintenant  la  notion  de  sub- 
stitution 


\  ^/,        ^t\         •  •  •         ^in  / 


relative  à  n  variables  indépendantes  Zi^  z^y  ...,  ^/i,  en  se  bor- 
nant aux  propriétés  nécessaires  pour  acquérir  les  notions  de 
groupe  symétrique,  alterné,  cyclique  et  les  notions  correspon- 
dantes de  genre  (Gattung)  symétrique,  alterné,  cyclique.  Toute- 
fois,  la   notion  de  groupe  ou  de  fonction  cyclique  est  étendue 

(d'après  Kronecker)  au   cas  de  n^ni*  •  •  n^^  variables  ^/i,./,, k^y 

cil    considérant  les    substitutions    qui    consistent  à    remplacer 

-^Ai -»- a,,/ij-»-aj, ...  A„-hai„> 

OÙ  les  indices  h\  4-  «i,  /'a  4-  ^2^  •  •  •  >  J^v-V-  ^-v  doivent  être  réduits 
respectivement  suivant  les  modules  /^i,  723,  ...,  n^]  ce  sont  les 
substitutions  que  Cauchy  nommait  substitutions  arithmétiques. 
Ces  notions  s'appliquent  naturellement  aux  équations  abéliennes. 
Kn  faisant  un  pas  de  plus,  on  passe  aux  substitutions  géomé- 
Iriqucs  de  Cauchy,  qui  consistent  à  remplacer,  dans  chaque  va- 
riable Zf^k /i^î  l'indice  A^pat*  1^*  nombre  axli\-^bxli'2+-*--\-Cxl^x^ 

réduit  suivant  le  module  nx\  on  arrive  ainsi  à  lu  notion  de 
groupe  géométrique,  puis,  en  combinant  les  substitutions  arith- 
mctiqucs  et  gcomélriqucs,  a  la  notion  de  groupe  linéaire  (lionio- 
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gène  ou  non),  et,  plus  parliculièrement,  de  groupe  mélacjclique, 
(le  fonction  et  d^équalion  métacvclique. 

La  notion  de  genre  [Gattung)  se  trouve  déjà  en  partie  intro- 
duite :  deux  leçons  sont  consacrées  à  la  mettre  en  pleine  lumière. 
Voici,  tout  d'abord,  le  genre  de  Galois  :  on  remarquera  le  soin 
et  la  rigueur  qu'a  apportés  M.  Netto  à  montrer  Texistence  de 
fonctions  qui  changent  de  valeur  par  toute  autre  substitution  que 
la  substitution  identique;  puis  viennent  la  formation  d^une  fonc- 
tion appartenant  à  un  groupe  donné,  les  fonctions  conjuguées,  la 
décomposition  du  groupe  correspondant  en  «  complexes  conju- 
gués ))  {Nebengruppen,  de  M.  Weber),  l'examen  du  cas  où 
les  genres  conjugués  appartiennent  au  même  groupe,  la  démon- 
stration du  fait  que,  pour  /i  >  4,  il  n'y  a  pas  de  genre  pour  lequel 
il  y  ait  plus  de  deux  et  moins  de  n  valeurs  conjuguées,  etc., 
puis,  dans  une  autre  leçon,  les  propositions  fondamentales  rela- 
tives à  la  composition  et  à  l'isomorpliisme.  Notons  l'épithèle 
d'  «  autojugué  »  par  laquelle  M.  Netto  propose  de  distinguer  ces 
sous-groupes  que  l'on  a  appelés  propres,  distingués,  inva- 
riants, normaux,  monotypiques,  caractéristiques,  etc. 

Il  arrive  enfin  à  la  théorie  du  groupe  de  Galois  d'une  équation 
donnée.  Signalons,  en  dehors  des  propositions  classiques,  la  dé- 
monstration, d'après  M.  Hilbert,  de  ce  théorème  :  Si  les  coeffi- 
cients d'une  équation  appartiennent  à  un  domaine  de  rationalité 
constitué  par  les  nombres  rationnels  et  les  paramètres  ^,  r,  ...%7î 
on  peut  donner,  et  d'une  infinité  de  manières,  des  valeurs  en- 
tières à  ces  paramètres,  telles  que  le  groupe  de  Galois  de  l'équa- 
tion particulière  ainsi  obtenue,  dans  le  domaine  des  nombres 
rationnels,  soit  le  même  que  le  groupe  de  Galois  de  l'équation 
proposée  dans  le  premier  domaine.  En  particulier,  il  y  a  une  infi- 
nité d'équations  à  coefficients  entiers  qui  n'ont  aucune  aflTection 
[AJfeckt),  Les  propriétés  d'une  équation  se  traduisent  dans  les 
caractères  de  son  groupe,  tout  d'abord  dans  sa  transitivité  ou  son 
intransitivilé,  dans  sa  primitivité  ou  dans  son  imprimitivité,  puis 
dans  la  possibilité  de  le  réduire  par  l'adjonction  de  fonctions  ra- 
tionnelles des  racines  de  l'équation  (résonantes). 

Dans  le  premier  Volume  de  ses  Leçons,  M.  Netto  avait  traité 
de  la  réductihililé  dans  un  domaine  naturel  ((orme  au  moyen  de 
nombres   lalionncls  cl    de  paranjclrcs  variables  quelconques).  Il 
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est  maintenant  nécessaire  de  traiter  la  même  question  dans  un 
domaine  algébrique  formé  par  l'adjonction  à  un  domaine  naturel 
d'une  racine  d'une  équation  irréductible  dans  ce  domaine,  c'est 
ce  que  permettent  les  recherches  de  Kronecker  et  de  M.  Kneser. 
Parmi  les  nombres  algébriques,  les  ^nombres  radicaux,  obtenus 
par  l'extraction  de  racines  portant  sur  un  nombre  rationnel,  par 
Fadjonction  de  ces  racines  au  domaine  des  nombres  rationnels, 
l'extraction  de  nouvelles  racines  portant  sur  des  nombres  apparte- 
nant à  ce  nouveau  domaine,  etc.,  méritent  une  étude  approfon- 
die, en  vue  de  la  théorie  de  la  résolution  des  équations,  théorie 
€|ue  l'auteur  expose  en  utilisant  principalement  les  recherches  de 
Kronecker;  après  avoir  exposé  les  propositions  générales  sur  la 
résolution  des  équations  par  radicaux,  celle,  en  particulier,  qui 
concerne  la  composition  de  leur  groupe,  l'auteur  traite  des  équa- 
tions résolubles  de  degré  premier  /?,  pour  établir,  d'après  Kro- 
necker et  M.  Weber,  la  composition  de  leurs  racines  au  mojen  de 
racines  d'une  équation  cyclique  de  degré  p  —  i  ;  il  passe  ensuite 
aux  équations  primitives  dont  le  degré  est  une  puissance  d'un 
nombre  premier;  il  montre,  en  particulier,  d'après  M.  Jordan, 
comment  on  peut  former  les  types  généraux  des  équations  pri- 
mitives résolubles  de  degré  p^. 

Les  recherches  de  MM.  Hôlder  et  Gegenbauer  sur  le  cas  irré- 
ductible forment  une  courte  et  intéressante  digression,  après  la- 
quelle l'auteur  traite  avec  détail  de  la  recherche  des  points  d'in- 
flexion d'une  courbe  du  troisième  degré. 

Les  deux  dernières  leçons  se  rapportent  aux  équations  du  cin- 
quième degré,  d'abord  aux  équations  résolubles,  pour  lesquelles 
les  fonctions  métacycliques  appartiennent  au  domaine  de  ratio- 
nalité, à  la  formation  d'une  équation  du  sixième  degré  qui  doit 
avoir  une  racine  rationnelle  pour  que  l'équation  du  cinquième 
degré  soit  résoluble,  aux  recherches  de  MM.  Selivanof  et  Me 
Clinlock,  puis  à  l'équation  générale  du  cinquième  degré,  aux 
diverses  équations  à  un  paramètre  auxquelles  on  peut  la  ramener 
(Bring-Jerrard,  Brioschi,  Klcin-Gordan,  etc.),  au  théorème  de 
Galois  sur  le  groupe  de  Téquation  modulaire  relative  à  la  trans- 
formation   d'ordre   premier  /i,    lorsqu'on   adjoint  l'irrationnelle 

V( — i)  '   /',  au  théorème  de  Jacobi  sur  les  équations  au  multi- 
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plicatcur,  à  la  mélhode  de  résolution  de  M.  Hermite,  à  celles  de 
Kronecker  et  de  Brioschl.  Enfin,  dans  les  dernières  pages, 
M.  Nelto  montre,  d'après  M.  Gordan,  que  les  équations  de  degré 
supérieur  au  quatrième  n'ont  pas  de  résolvante  à  un  paramètre. 
La  démonstration  même  lui  donne  l'occasion  d'établir  le  théorème 
bien  connu  de  M.  Luroth  sur  les  courbes  uoicursales. 

Nous  n'avons  pu,  dans  la  brève  analyse  qui  précède,  que  donner 
une  idée  imparfaite  de  la  richesse  des  matières  traitées  parM.Netto. 
La  publication  de  son  Livre  rendra  assurément  les  meilleurs  ser- 
vices :  elle  a  suivi  de  près  la  publication  du  beau  Traité  de 
M.  Weber;  ces  deux  Ouvrages,  conçus  à  des  points  de  vue  très 
dilTérents,  ne  font  nullement  double  emploi,  et  ils  contribueront, 
Pun  et  l'autre,  à  développer  le  goût  de  l'Algèbre. 


MELANGES. 


SUR  UNE  CLASSE  D'ÉQUATIONS  DE  LAPLACE; 
Par  m.  g.  TZITZÉICA. 

1.  Lorsqu'il  s'a*;;it  de  trouver  des  solutions  3|,  z*,  ...,  c„  de 
l'équation 

f)^z  f)z        ,  dz 

(i)  - — —  =a---+-6--, 

dur  à  y  ôx  dy 

de  manière  que  c'f  -h  :;i|  -j- . . .  -f-  z]^  en  soit  aussi  une  solution,  on 
est  conduit  à  chercher  des  fonctions  c  de  a:  et  de  y^  telles  que  les 
équations  (i)  et 

,    ^  dz   dz 

aient  une  solution  commune. 

Il  y  a  un  cas  particulièrement  intéressant,  c'est  quand  le  sys- 
tème des  cqualionb  (f)  cl  (:>.)  est  complet.  Soit  alors 

(3)  z  ^/{r,y,m)-h  m\ 
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la  solution  commune,  m  et  m'  étant  des  constantes;  les  fonctions 

c\  z\-\-  z\-\-m .  .-^  zJ^  sont  des  solutions  de  (i),  ^  et  y  étant  des 
constantes  quelconques  et  les  a  des  constantes  dont  la  somme  est 
nulle. 

Dans  ce  cas  on  a,  entre  les  coefficients  de(i),  les  relations 

à   /i    da  \         â  /\   db  ,\        da        db 

et  c  est  donné,  à  un  facteur  constant  près,  par 

\   de  __  \   db  ,  i  de  ^  \    da 

c  dx  ~  b  dx  '  c  dy        a  dy 

2.  On  tire  de  (4) 

dxdy 

d^où  Ton  conclut  que,  par  un  choix  convenable  des  variables  indé- 
pendantes. Ton  peut  écrire 


En  posant  ensuite 

i{x—y)  -n^x^y) 

on  aura,  pour  ).,  Téquation 

d*'\  (>   /     g>     \         d  /    g->    \  _ 

dxdy       dx\x—y)       Oy\x—y)'~^' 

qui  entre  dans  la  classe  de  celles  qui  ont  été  étudiées  par  M.  Cos- 
serat  {Leçons  de  M.  Darboux,  Vol.  IV,  noie  III). 

3.  La  solution  (3)  du  système  complet  se  trouve  à  Taidc  de 
quadratures.  En  eflTet,  il  est  aisé  de  voir  que  pour  toute  solution  R 
commune  à  (i)  et  à  (2)  on  a 

dxl'c  \0y)   J  ~  dy  lc\dx)   J* 

On  peut  donc  poser 

C  \dx  /         dx  ^'  \dy  /         dy 
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cl  Ton  aura,  pour  la  nouvelle  fonction  r,  les  équations 

<?'/'__         —  I  dr  dr   __  i 

ôx Oy  "^  a(ar — y)^  dx  dy  kK^—y)'^ 

qu^on  intègre  immédiatement 


=  log^ 


(j:-t-m)(y-hm) 

h  m\ 

x—y 


m  et  /??«  étant  des  constantes.  On  aura  ensuite  de  (5)  R  par  des 
quadratures. 

4.  Il  étant  toujours  une  solution  du  système  complet,  posons 

dy  Ox       dx  Oy 

On  sait  que  //  satisfera  à  une  équation  de  Laplace,  si  z  satisfait 
à  (i).  Dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  il  est  facile  de  vé- 
rifier que  cette  équation  en  //  sera  à  invariants  égaux 

O^u         \  Oh  Ou        I  Oh  Ou       , 


OxOy       h  Oy  Ox       h  Ox  Oy 
en  posant  //  =  //r  et  en  faisant  tous  les  calculs  on  trouvera 


Ot 


OxOy        4^j'_^-;i 

lU'ciproquomont,  à  une  solution  de  cette  dernière  équation,  on 
pourra  faire  correspondre  une  solution  de  (i). 
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COMPTES  iu:ni)us  i:t  analyses. 

fiURKHARDT  (II.).   —  Ellipticiie  Fi:nctionen.  Un  vol.  in-8";  xvi-372  p., 
I^ipzi^,  Veit  et  C";  1899. 

Dans  un  court  Volume,  de  moins  de  qualre  cents  pages,  M.  Burk- 
hardl  a  réussi  à  exposer  les  propriétés  fondamentales  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  de  façon  que  le  lecteur  soit  en 
mesure  de  manier  ces  fonctions,  qu'il  en  connaisse  les  propriétés 
essentielles  et  ait  acquis  des  vues  étendues  sur  les  développements 
indéfinis  que  comporte  leur  théorie.  Dans  un  Volume  antérieur, 
Functionenl heoretisclie  Vorlesungen,  il  avait  d'ailleurs  Ircîs  bien 
préparé  le  terrain,  de  manière  à  ne  plus  avoir  qu'à  appliquer  les 
propositions  générales  de  la  théorie  des  fonctions.  La  concision 
qu'il  a  su  observer,  sans  nuire  en  aucune  façon  à  la  clarté,  n'en 
est  pas  moins  très  remarquable.  Nul  doute  que  le  Livre  de  M.  Burk- 
hardt  ne  contribuera  développer  la  connaissance  et  le  goût  d'une 
théorie,  dont  les  applications  ne  peuvent  manquer  de  devenir  de 
plus  en  plus  nombreuses  et  intéressantes. 

Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  dans  la  représentation  sur 
une  surface  à  deux  feuillets  de  la  racine  carrée 


d'un  polj^nome  du  quatrième  degréy(-3),  à  racines  inégales;  après 
avoir  montré  comment  cette  surface  peut  être  ramenée  à  un  tore, 
et  transformée  par  un  système  convenable  de  coupures  en  une  sur- 
face simplement  connexe,  il  introduit  la  notion  des  intégrales 
elliptiques  y  et,  en  particulier,  de  l'intégrale  de  première  espèce 


,. = r 


dz 


v{Â-)' 


il  établit,  à  peu  près  comme  Briot  et  Bouquet,  que  si  l'intégrale  a 
la  valeur  //©  pour:?  =  5©,  la  limite  supérieure  z  est  une  fonction 
régulière  de  u  dans  le  voisinage  de  u^.  Il  est  clair  que  celle  con- 
dition est  nécessaire  pour  prouver  que  z  peut  être  regardé  comme 
une  fonction  univoque  de  u\  mais  elle  n'est  pas  suffisante,  ainsi 
Bull,  des  Sciences  mathém,,  a'  série,  l.  XXIV.  (Juin  1900.)  m 
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que  M.  Picard  Ta  (ail  observer  ici  même,  en  donnant  un  moyen 
facile  de  combler  la  lacune  de  la  démonstralion  de  Briot  et  Bon- 
quel.  C^esl  ce  que  fait  aussi  M.  Burkhardt  en  suivant  une  tout 
autre  voie;  il  se  borne,  pour  le  momenl,  au  cas  où  les  quatre 
racines  dey(:;)  sont  réelles,  et  montre  alors  comment  la  considé- 
ration de  rinlégralc  de  première  espèce  permet  la  représentation 
conforme  du  demi-plan  des  z  sur  un  rectangle;  on  acquiert  du 
même  coup  la  notion  des  modules  de  périodicité  et  l'exemple 
d'une  fonction  doublement  périodique,  avec  des  périodes  spé- 
ciales, Tune  réelle,  Tautre  purement  imaginaire;  Fauteur  explique 
pourquoi  le  mode  de  démonstration,  fondé  sur  la  symétrie  de  la 
figure,  ne  s'étend  pas  aux  intégrales  de  première  espèce  relatives  à 
un  polynôme  quelconque  du  quatrième  degré  ;  dans  ce  cas  général, 
le  problème  de  l'inversion  des  intégrales  de  première  espèce  ne 
sera  complètement  résolu  qu'après  l'étude  des  fonctions  elliptiques 
à  périodes  quelconques,  fonctions  dont  l'introduction  est  toutefois 
légitimée  par  ce  qui  précède. 

Après  avoir  exposé  les  notions  primordiales  relatives  aux 
périodes,  au  parallélogramme  des  périodes,  à  la  non-existence  de 
fonctions  analytiques  uniformes  ayant  plus  de  deux  périodes, 
M.  Burkliardt  expose  les  théorèmes  de  Liouville  sur  la  non-existence 
de  fonctions  doublement  périodiques  entières,  sur  la  somme  des 
résidus,  le  nombre  des  pôles  et  des  zéros,  la  relation  entre  leurs 
affixes;  c'est  du  premier  de  ces  théorèmes  que  sera  déduit  un  peu 
plus  tard  le  théorème  de  M.  Hermite  sur  la  décomposition  en  élé- 
ments simples;  il  est  nécessaire  auparavant  d'introduire  la  fonc- 
tion qui  fournira  rélcmenl  simple,  la  fonction  !J«/,  par  exemple. 
La  fonction  pu  est  définie  par  son  développement  en  série  à 
double  entrée,  qui  met  les  pôles  en  évidence;  la  fonction  ^u  s'ob- 
tient par  intégration;  l'équation  différentielle  que  vérifie  pu  est 
déduite  du  premier  théorème  de  Liouville.  La  fonction  du  est 
obtenue  sous  forme  de  produit  doublement  infini,  en  partant  de  la 
définition 

Le  produit  doublement  infini  est  transformé,  au  moyen  de  la 
formule  d'KnIer,  en  produit  simplement  infini. 
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M.  Burkhardt  traite  ensuite  de  la  représentation  d^unc  fonction 
doublement  périodique  comme  quotient  de  produit  de  fonctions  ^\ 
le  cas  particulier  qu^exprime  la  formule 

1)  M  —  p  rt  = ^ , 

fournit  les  théorèmes  d'addition  relatifs  aux  fonctions  pu,  p' u, 

liiiy  les  propositions  fondamentales  concernant  la  multiplication. 

Après  avoir  établi  les  notations  relatives  aux  fonctions  d'à;/  et 

les  formules  qui  résultent  de  leur  introduction,  en  particulier  les 

expressions  des  quantités  (')  y/e» —  e^j  le  caractère  des  fonctions 

— ^^>  les  équations  différentielles  qu'elles  vérifient,  après  avoir 

défini,  comme  cas  particulier,  les  fonctions  sn,  en,  dn,  et  démontré 
les  théorèmes  d'addition  relatifs  à  ces  fonctions,  M.  Burkhardt 
passe  au  théorème  capi-tal  de  M.  Hermite  sur  la  fonnation  des 
fonctions  entières  doublement  périodiques  de  troisième  espèce,  en 
parlant  des  équations  fonctionnelles  qui  les  définissent.  Avant 
l'exposition  de  ce  théorème,  les  relations  avec  le  nombre  des  zéros, 
la  somme  des  affixes  des  zéros  et  les  constantes  qui  définissent 
les  multiplicateurs  sont  obtenues  par  la  considération  des  inté- 
grales 

J     4»(l/)  J  *(W) 

prises  le  long  du  parallélogramme  des  périodes. 

L'importance  et  le  rôle  du  théorème  de  M.  Hermite  pour  Tin- 
Iroduction  des  fonctions  Sr  et  la  déduction  de  leurs  propriétés, 
sont  mis  en  pleine  lumière.  Les  formules  de  passage  des  fonctions^ 
aux  fonctions  3r  sous  la  forme 

3'tt=    ^-f- ; 9  ^'3lU= ^     ; 


(' )  M.  Riirkhardt,  de  iiiôme  que  M.  Sliidy,  adople,  comme  je  i*di  fuit  avec 
M.  Molk,  la  iiuialiun  w,,  Wj,  «a^  =  — w, -i- w,  pour  designer  les  demi-périodes,  et 
les  Dotations  correspondantes  pour  les  racines  carrées  des  différences  des  raisinés. 
Il  avait  toutefois  pensé  que  nous  avions  changé,  pour  les  quantités  k\,  k\  les 
notations  de  Jacobi,  que  nous  avons  scrupuleusement  respectées,  comme  lui- 
même.  Avec  la  meilleure  grâce  du  monde,  M.  Burkhardt  a  reconnu  que  Téton- 
neinent  qu'il  manifeste  à  cet  égard  dans  sa  préface  n'est  pas  justifié. 
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s^en  déduisent  immcdialcment;  pour  complclerccs  formules,  pour 
avoir  Texpression  des  quantités  S^a^i  (o),  il  n'en  faut  pas  moins 
passiT  par  la  démonstration,  d'ailleurs  facile  et  élégante,  de  l'iden- 
tité 

V-  1  v  =  — • 

La  relation 

?:\{o)  =  7:2ru(o)2r,(o)3rj(o) 

est  déduite  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  que  vérifient  les 
fonctions  S.  Enfin  les  dernières  pages  de  ce  Chapitre  se  rap- 
portent aux  propositions  de  M.  Âppell  sur  la  décomposition  en 
éléments  simples  des  fonctions  doublement  périodiques  de  troi- 
sième espèce  qui  admettent  des  pôles. 

L'auteur  aborde  ensuite  le  problème  de  l'inversion  dans  sa 
généralité  ;  il  s'attache  à  en  bien  préciser  le  sens,  de  manière  que 
le  lecteur  sache  bien  a  quel  moment  il  a  vraiment  résolu  l'inver- 
sion d'une  intégrale  donnée.  M.  Burkhardt  développe  deux  mé- 
thodes pour  V  parvenir;  considérant  l'intégrale  de  première  espèce 


.!• 


f/z 


VA  -  ) 


où  la  limite  inférieure  est  un  point  arbitraire  [y,  \/j{y)  de  la  sur- 
face de  Kiemann,  et  ayant  formé  une  fonction  p{ii\<^tj  ^3)],  dont 
les  périodes  coïncident  avec  les  modules  de  périodicité  de  l'inté- 
grale, il  montre  c\ue  pu  est  une  fonction  rationnelle  de  x  et  de 

\//{x)  qui,  pour  xz=y^  doit  être  infinie  du  second  ordre,  mais 
qui  ne  devient  infinie  nulle  part  ailleurs;  d'autre  part,  le  dévelop- 
pement de  pu  suivant  les  puissances  de  u  ne  doit  contenir  aucun 
terme  indépendant  de  u;  ces  conditions  permettent  de  déterminer 
algébriquement  cette  fonction  et  de  parvenir  ainsi  à  l'équation 
bien  connue 

où 
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puis  aux  relations 


=  v'/(^;. 


I^^aulre  mélhode  repose  sur  ce  que,  en  prenant  pour  limite 
inférieure  de  Tinlégrale  un  point  d'embranchement,  on  peut 
obtenir  les  valeurs  de  x  qui  correspondent  aux  demi-périodes. 

Cette  méthode  conduit  aux  relations  de  la  forme 


/jr  —  ^Lj  _l./      («3— gt)(«o~gi)  ^*('0  ^ 
V    j-  — a,        i\      ''{ao— ai)(a3— a,)  2r,(v)' 

• •• • 

relations    dont    M.    Burkhardt    donne   d'ailleurs    une   déduction 

directe.  Finalement,  on  a  obtenu  explicitement  x  et  \-f{x)^  et 
par  conséquent,  toute  fonction  de  la  surface  de  lliemann,  comme 
fonction  elliptique  du  premier  ordre  de  //. 

Les  formules  relatives  à  la  transformation  linéaire  sont  établies 
d'une  part  pour  les  fonctions  <^,  d'autre  part  et  directement  pour 
les  fonctions  37,  sans  toutefois  entrer  dans  cette  détermination  du 
signe  qui  dépend  de  théories  arithmétiques;  l'auteur  montre  en 
outre  comment  les  formules  relatives  aux  fonctions  ?S  permet- 
traient d'établir  les  formules  de  passage  à  la  fonction  ^.  Il  montre 
enfin  que  la  modification  du  s\stème  de  coupures  de  la  surface  de 
Kiemann  revient  à  une  transformation  linéaire. 

Deux  Chapitres  importants  pour  les  applications  sont  consacrés, 
l'une  à  la  dégénérescence,  l'autre  à  l'étude  des  valeurs  qui  rendent 
la  fonction  pu  réelle,  dans  les  deux  cas  où  les  invariants  sont 
réels. 

Passant  ensuite  aux  fonctions  modulaires,  M.  Burkhardt  s'oc- 
cupe d'abord  de  la  dépendance  entre  le  rapport  des  périodes  t  et 
le  carré  du  module  A,  ainsi  que  des  figures,  limitées  par  des  demi- 
cercles  (ou  des  demi-droites)  normaux  à  Taxe  des  quantités 
réelles,  qui  représentent  le  plan  des  A  sur  le  |)lan  des  t;  le  carac- 
tère de  la  fonction  a(t)  d'être  une  fonction  aulomorphc,  restant 
identique  pour  les  transformations  congrues  suivant  le  module  2 
à  la  transformation  identique,  admettant  l'axe  des  quantités  réelles 
comme  frontière  naturelle,  csl  ainsi  mis  en  évidence.  Les  pro- 
priétés  des  fonctions    analjliques    de  t   qui   sont   des  fonctions 
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rationnelles  de  A  s^aperçoivenl  aisément  :  lellecsl  la  fonclion  J(t); 
un  domaine  fondamcnlal  relalif  à  la  fonction  a(t)  se  décompose 
en  six  domaines  fondamentaux  relatifs  a  la  fonction  J(t).  Intro- 
duisant ensuite  la  notion  de  sous-groupe  a  indice  fini  du  groupe 
modulaire,  Fauteur  montre  comment  on  peut  faire  correspondre 
à  chaf|uo  tel  sous-groupe  un  polvgone  contenant  un  point,  et  un 
heul,  qui  puisse  être  déduit,  par  une  substitution  du  sous-groupe, 
d\in  point  arbitrairement  choisi  dans  le  demi-plan  des  7  :  de  là 
résulte  la  notion  de  fonclion  modulaire  relative  au  sous-groupe, 
en  particulier  de  la  fonction  modulaire  principale  (ou  de  module 
principal),  au  moyen  de  laquelle  toutes  les  autres  s'expriment 
rationnellement.  I^es  sous-groupcs  de  congrucnces,  formés  de 
substitutions  telles  que  deux  éléments  correspondants  soient 
congrus  suivant  un  module  entier  //,  fournissent  un  exemple 
simple,  qui  trouve  une  application  immédiate  dans  le  problème 
de  la  division  spéciale  (division  des  |>énodes)  et  dans  le  problème 
de  la  ti*ansformation  spéciale. 

I^'auteur  traite  explicitement  le  cas  de  la  transformation  qua- 
dratique, en  raison  de  son  utilité  pour  les  calculs  numériques;  il 
donne  eu  terminant  quelques  indications  sur  les  fonctions  modu- 
laires considérées  comme  fonctions  inverses  du  quotient  de  deux 
•ntégrales  d'une  équation  dlITérentielle  linéaire  du  second  ordre. 
Il  passe  ensuite  aux  problèmes  généraux  de  la  transformation,  de 
la  division,  pour  montrer  dans  quel  sens  on  peut  dire  que  la 
délerinination  d'une  fonriion  elliptique  aux  |)ériodes  (ti/zitoi,  s«o>a) 
sr  déduit  diiiio  fonction  elliptique  aux  périodes  (9.W|,*>W3)  par 
lexlrarlion  d*uiie  racine  /;?"""',  et  cjue  la  division  de  l'ar^umenl 
«lépend  de  Texlrat'tion  de  d<'u\  telles  raeines.  (^uehjues  pages 
scuU  consaerées,  d'une  part  au  point  de  vue  de  Jaeobi,  pour  la 
théorie  d(*  la  transformation,  de  Taulre  au  problème  de  la  multi- 
plication complexe. 

Après  avoir  donné  les  renseignements  essentiels  pour  le  calcul 
numérique  des  fonctions  et  des  iiité^^rales  elliptiques.  Fauteur 
pas'^e  à  Fétude  de  la  relation  algébrique  (|ui  lie  deux  fonctions 
cllipliqiu^s  qui  ont  le  même  parallélogramme  des  périodes  :  il 
examine  en  parliculier  le  cas  où  ces  dcMix  fonctions  dépendent 
ralionnellenuMit  «Fune  même  romtion  <'lliplique:  il  traite  ensuite 
des  eourlx»**  dont  les  eoordonnée'^  s'expriment  au  moven  des  fonc- 
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lions  elliptiques,  donne  la  notion  générale  des  courbes  elliptiques 
du  /i'*^™*'  ordre,  de  la  courbe  elliptique  normale  dans  un  espace 
à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  puis  étudie  particulière- 
ment les  courbes  planes  du  troisième  degré  et  les  biquadratiqucs 
gauches  de  première  espèce. 

Le  théorème  de  M.  Picard  sur  les  équations  diflerenlielles 
linéaires  à  coefficients  doublement  périodiques  est  développé 
pour  le  cas  d'une  équation  du  second  ordre  :  les  recherches  de 
M.  Hermile  sur  Téquation  de  Lamé  fournissent  une  belle  appli- 
cation de  ce  théorème. 

Enfin  le  dernier  Chapitre  est  consacré  à  Tétudc  du  pendule 
sphérique.  J.  T.' 


»o« 


VOLKMANN  (P.).    —    Einfliirlnc;    ix   i»\s    Studium    der   tiiëoretisciihn 
Physik  insbesondere  in   das   der   analytisciien   Meciianik,    mit   einer 

ElNLEITUNG  IN  DIE  TlIEORIE  DER  PHYSIKALISCIIEN  ErKENNTMSS.  Un  VOl.  in-8"^ 

xiv-370  p.  Leipzig,  Tcubncr;  1900. 

Chacun  sait  qu'il  n'est  pas  commode  d'exposer  clairement  les 
débuts  de  la  Mécanique  analytique. 

On  se  tire  bien  souvent  d'affaire  en  plaçant  sous  l'autorité  de 
Galilée  ou  de  Newton  de  très  vagues  principes  sur  l'égalité  de 
ceci  et  de  cela,  et  sur  l'indépendance  de  quelque  chose.  On  les  fait 
précéder  d'un  hypocrite  «  l'expérience  prouve  »  ou  d'un  plus 
honnête  «  nous  admettrons  que  ».  Puis,  sans  trop  appuyer  sur 
une  démonstration  tout  juste  aussi  solide  que  les  principes  qui  la 
soutiennent,  on  établit  des  formules  algébriques,  qui,  cette  fois-ci, 
sont  très  nettes.  Ces  formules  écrites,  lout  est  sauvé.  On  n'est  plus 
alors  embarrassé  pour  en  faire  d'ingénieuses  combinaisons  ana- 
lytiques; les  théorèmes  se  succèdenl,  et  l'expérience  est  toujours 
là  pour  «  confirmer  l'exactitude  des  principes  par  la  vérification 
de  leurs  conséquences  les  plus  éloignées  ». 

Cràce  à  cette  artificieuse  exposition,  on  a  masqué  Tobscurité 
des  principes  à  l'élève  peu  attentif.  On  lui  a  donné  un  merveilleux 
instrument  de  travail,  avec  la  manière  de  s'en  servir,  mais  aussi 
avec  le  conseil  presque  explicite  de  ne  pas  trop  discuter  la  façon 
dont  on  Ta  construit  dcvanl  lui. 
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Il  est,  du  rcsle,  consolanl  de  penser  que  renseignemenl  classique 
de  la  Géométrie  conduit  précisément  au  même  résultat. 

Mais  si  un  tel  mode  d^exposition  est  d'une  incontestable  utilité 
à  ceu\  qui  apprennent,  il  est  permis  de  croire  que  ceux  qui  ont 
déjà  appris  auront  quelque  inlérétà  chercher  ensuite  à  comprendre 
ce  qu'ils  croient  savoir. 

Ils  liront  alors  avec  profil  un  livre  comme  celui  de  M.  P.  Volk- 
mann,  où  ils  pourront  étudier  une  revision  des  principes  et  trouver 
ainsi  Toccasion  d'y  réfléchir  à  leur  tour.  Quant  au  mol  Introduc- 
tion par  lequel  commence  le  litre  de  cet  Ouvrage,  il  servira  prin- 
cipalement à  justifier  la  liberté  des  développements  et  Tordre  mé- 
thodique des  matières. 

M.  P.  Volkmann  nous  dit  d'ahord  avec  quelque  détail  les  règles 
logiques  et  les  conventions  suivant  lesquelles  on  a  coutume  de 
raisonner  en  ces  sortes  de  choses.  Il  précise  de  son  mieux  ce  qu'il 
entendra  dans  la  suite  par  axiome  et  principe,  par  hypothèse  el 
postulat.  C'est  seulement  après  ces  préliminaires  qu'il  aborde 
l'exposé  de  la  Mécanique,  slali(|ue  el  dynamique  du  point  et  des 
systèmes;  hydrostatique  el  capillarité,  et  il  termine  par  quelques 
mots  sur  les  théorèmes  synthéti(|ues  de  d'Alembert  eld'Hamilton. 

L'ordre  suivi  et  les  idées  générales  rattachent  l'exposition  aux 
travaux  classiques  inaugurés  par  Newton. 

Mais  l'Auteur  montre  une  constante  préoccupation  d'éviter 
Tabslraction  pure  et  il  s'attache  avec  grand  soin  à  montrer  com- 
ment renoncé  d'un  principe  découle  de  l'observation  de  la  Nature. 
Il  ne  craint  pas  riiislori(|ue  el  n'hésile  pas  à  rappeler  le  texte 
même  des  fondalcurs  pour  lâcher  de  faire  coniprendre  leur 
pensée. 

()u'on  excuse  une  slalislique  :  L'opposition  entre  Tobjeclif  el  le 
subjectif  se  reneonlre  dix-sept  fois  el  la  notion  de  postulat  vingl- 
Irois,  mais  il  y  a  cin(|uante-<|ualrc  citations  de  Newton. 

D'un  autre  coté,  chacun  des  principes  est  suivi  de  ce  que  TAu- 
leur  appelle  u  ses  conséquences  ».  (^'en  est  d'abord  la  Iraduction 
dans  le  lanjj;a«;e  de  la  Géométrie  analyli(|ue;  puis,  immédiatement, 
quchpies  applications.  Ces  ap|)licalions  ne  sont  pas  (|uelconqucs. 
Souvent  elles  |)résenlenl  un  caractère  hislori(|ue.  C'est  la  cluile 
des  corps  et  le  mouvement  des  projectiles  qui  nous  sont  donnés 
comme  applications    des    idées   de    Caillée;    c'est   la    théorie    du 
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mouvement  des  planètes  qui  suit  l'exposé  des  idées  de  Newton. 

Systématiquement  enfin,  ce  sont  des  problèmes  réels  qui  se 
trouvent  traités  ou  indiqués  :  ici  la  théorie  du  pendule,  plus  loin 
la  théorie  de  la  suspension  bifilaire  et  des  appareils  de  torsion; 
plus  tard,  la  gravitation  à  la  surface  de  la  terre.  El  la  préoccupation 
de  l'objectivité  est  extrême  :  douze  de  ces  questions  sont  étudiées 
au  point  de  vue  de  la  précision  expérimentale. 

En  définitive,  ce  livre  contient  des  renseignements  et  des  dis- 
cussions d'un  intérêt  très  réel.  Il  tend  à  supprimer  toute  obscu- 
rité dans  un  exposé  qui  s'attache  à  suivre  les  enseignements  de 
Galilée  et  de  Newton.  M.  P.  Volkmann  a-l-il  réussi  à  obtenir  un 
résultat  si  désirable? 

Le  lecteur  en  décidera.  11.   \buauam. 


DUDENSING  (NV.).  —  UkBKR  die  DLRCII  KINE  ALLGE^UEINE  DHEKiLIEDUIUE 
AUiKRRAISCIlE  GLElCllUNii  DEFINIERTE  FuNKTION  INI)  IIIRE  BkDEUTI  .\(i  KtR 
IME   AtFli)SUNG   DER  AIXiEBRAISCUEN  GlEICIII  NGEN    V0\   I1(')IIEREM    AI.S    VIEU- 

TEM  Grade.  Un  vol.  in-8'\  vni-57  p.  Leipzi};,  Teubncr,  mjdo. 

Outre  des  considérations  générales  dont  les  unes  sont  très 
justes  et  dont  quelques  autres  prêteraient  à  discussion^  le  travail 
de  M.  Dudensing  contient  tm  résultat  intéressant  qui  constitue 
une  belle  et  simple  application  de  la  formule  de  Lagrange  pour  le 
développement  en  série  des  fonctions  implicites.  L'Auteur  montre 
que  les/?  -f-  tj  racines  de  ré(|uation  en  x 

xn  H-  x~'i  =r  y, 

H  laquelle  il  est  bien  facile  de  ramener  n'importe  cpielle  étpiation 
trinôme,  sont  données  par  le  développement  suivanl  : 

.    ,.  "  ^  J 

01»  I  cMi  siq>pose 

(  A  -+-  \k)  I  .  '2 .  3 .  .  .  /t 
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cl  où  les  valeurs  de  a^  ^3,  A,  a,  s  sont  données  par  l'une  ou  Taulre 
des  formules 

si  Ton  a 


ou  par  Tune  ou  Taulix;  des  formules 


si 


l'on 


1 

a  —  -, 

V 

'>=—p.      i^=p-^q^ 

C    =    I, 

I 
a  —  -  » 

V 

?--> 
^ 

)=— 7,             JJL=/>H-<7, 

£  =  — 1, 

a 

\y\ 

1 

Parmi  les  recherches  antérieures  aux  siennes  et  relatives  an 
même  sujet  ou  à  des  sujets  voisins,  M.  Dudensing  cite  un  Mé 
moire  de  W  eslphal  :  Es:olutio  radicum  œquationum  algebrai 
caruni  e  ternis  terminis  constantiuni  in  séries  injiniias  Preis 
sclirift  der  philos.  Facilitât  zu  Giittingen,  1801),  un  Mémoire  d 
M.  A.  Gehhardl  :  Wlssenscliaft liche  Beigabe  zuni  Progranin^ 
des  ■Vicolaigyninasiums  zu  Leipzig,  187'^,  enfin  la  Dissertation 
inaugurale  de  M.  von  Mangoldt  :  Lcber  die  Darstellung  dew 
Wurzeln  einer  dreigliedrigen  algebraischen  Gleichung durch 
itnendl,  Reihen,  Berlin,  1878,  dissertation  dont  il  n'a  eu  con- 
naissance quaprcs  l'impression  de  son  propre  travail  et  qui  con- 
tient des  résultais  é(|uivalcnts  aux  siens,  obtenus  par  une  aulre 
\oic. 


IIOLDKK  <().  .  —  ANscn\iN(;  ind  Dknkkn  in  DKn  (iM)MKTniE.  Akademischc 
AiUrillsvorlesun.i:  irehallen  am  >>  Juli  i8t»9:  mil  Zusilzen,  Annierkungcu 
und  ciiHMii  Kogisler.  75  |».  in-8'.  Lcipzii:.  Tciibner,  1900. 

Le  sujet  Iralli*  par  M.  ll«)lder  est  plulot  d'ordre  philosophique 
que  doiMhe  srieiK  iliqiie  :  il  ne  peut  loulclois  manquer  d'intéresser 
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vivement  les  nombreux  géomèlres  qui  sont  quelque  peu  philo-, 
soplies.  L^auteur  étudie  d^abord  ces  concepts  qui  sont  la  matière 
même  de  la  Géométrie,  les  axiomes  ou  postulats  qui  permettent 
de  raisonner  sur  ces  concepts.  Il  oppose  a  la  doctrine  de  Kant, 
qui  place  dans  Fintuition  «  pure  »  la  source  de  toutes  nos  con- 
naissances géométriques,  la  doctrine  empirique,  vers  laquelle  il 
incline  manifestement.  Ce  n^est  pas  ici  le  lieu  de  chercher  si  la 
théorie  de  l'évolution  et  de  Thcrédité  ne  permet  pas  d'établir  un 
lien  entre  ces  doctrines  opposées  et  d'autre  part  si  l'intuition, 
même  pure,  n'est  pas  très  variable  d'un  individu  à  l'autre  et  ne  se 
modifie  pas  profondément  par  Thabitude  de  la  réflexion  géomé- 
trique. Est-elle  la  même  chez  celui  qui  n'a  Thabitudc  que  de  la 
Géométrie  euclidienne  ou  chez  celui  qui  s'est  familiarisé  avec  les 
concepts  et  les  méthodes  de  la  Géométrie  non-euclidienne?  chez 
les  Géomtîtres  d'un  siècle  et  ceux  d'un  autre  siècle?  Quoi  qu'il  en 
soit,  M.  Holder  s'occupe  ensuite  des  démonstrations  géométriques 
et  se  livre  à  une  analyse  très  pénétrante  de  la  démonstration  clas- 
sique du  théorème  sur  la  somme  des  angles  d'un  triangle,  en 
admettant  le  postulatum  d'Euclide.  Cette  démonstration  ne  lui 
paraît  pas  procéder  suivant  les  règles  de  la  logique  classique; 
Vintuition  y  intervient  à  chaque  instant,  dans  la  façon  même 
dont  on  voit  la  figure;  et  c'est  cette  vue  elle-même  qui  permet 
d'appliquer  les  théorèmes  ou  les  postulats,  en  sorte  que  les  déduc- 
tions géométriques  seraient  une  suite  d'expériences  idéales 
{G  edank  en-ex  péri  ment).  Souvent  l'intuition  permet  de  porter 
un  jugement  immédiat;  telle  est  cette  affirmation  :  deux  bissec- 
trices d'un  triangle  se  coupent  en  un  point  intérieur  au  triangle; 
il  faut  au  contraire  un  raisonnement  pour  prouver  que  la  troisième 
bissectrice  passe  par  ce  point.  M.  Holder  estime  aussi  que  le 
raisonnement  géométrique,  fait  sur  une  figure  spéciale,  est  dans 
une  certaine  mesure  un  raisonnement  par  analogie.  Souvent, 
quelque  partie  d'une  démonstration,  regardée  comme  intuitive, 
repose  sur  quelque  axiome  qui  peut  être  formulé,  mais  que  l'on 
néglige  d'habitude  :  tel  est  l'axiome  signalé  par  M.  Hilbert 
{Axiome  der  Anordnung)  :  Si  A,  B,  C,  D  sont  des  poinis  d'une 
droite,  si  B  est  enlre  A  et  13,  (^  entre  B  et  D,  B  csl  enlre  A  et 
f^  entre  A  et  D.  l.e  premier  théorème  sur  réf;alilé  des  triangles 
n'est  pas  susceptible  d'une  démonslralion  propremcnl  dile,  il  a  le 
caraclèrt»  d'un  axiome. 


iSf)  l'RIiAllÈllE   PAIITIE. 

Pour  rcconnailre  celles  des  propositions  de  la  Géométrie  qui 
ont  un  tel  caractère,  pour  éviter  d*avoir  recours  à  l'intuition  dans 
le  courant  d\inc  démonstration,  sans  le  savoir,  il  faudrait  ne  plus 
raisonner  sur  des  figures,  mais  sur  de  purs  svmboles  qui  repré- 
senteraient les  éléments  géométriques,  comme  ils  représentent  les 
nombres  dans  TAIgèbre.  Les  conclusions  ainsi  obtenues,  même 
si  elles  ne  sont  pas  d'accord  avec  l'intuition,  n'en  sont  pas  moins 
les  conclusions  certaines  des  suppositions  d'où  on  les  a  tirées. 
Cette  méthode  est  très  différente  de  la  méthode  d'invention  ordi- 
nairement suivie  en  Géométrie,  méthode  où  l'intuition,  l'analogie, 
l'observation,  l'induction  jouent  un  rôle  essentiel.  Tout  cela  est 
incontestable;  il  me  semble  toutefois  qu'une  autre  question  se 
pose.  Sans  doute  le  seul  moyen  d'éliminer  l'intuition  des  raison- 
nements géométriques  est  de  raisonner  sur  de  purs  symboles, 
soit  que  l'on  crée,  comme  le  veut  par  exemple  M.  Peano,  un 
symbolisme  spécial,  soit  que  l'on  raisonne,  comme  ont  fait 
quelques-uns  des  géomètres  qui  ont  obtenu  des  résultats  essentiels 
dans  la  science  de  l'espace,  avec  les  symboles  de  l'analyse,  en 
utilisant  les  ressources  de  l'analyse;  de  celte  façon,  on  est  assuré 
que  les  conclusions  sont  identiques  aux  prémisses,  qu'elles  ne 
sont  qu'une  transformation  des  données  :  aucun  élément  étranger 
n'a  pu  s'introduire  subrepticement  dans  le  cours  de  cette  trans- 
formation :  les  données  seules  restent  soumises  à  la  critique  phi- 
losophique. Si  celle  niclhode  est  la  seule  qui  soit  siire,  il  n'en 
résulte  pas  qu'elle  soit  la  seule  possible  et  ceux  qui  eslimcnt  que 
rinluillon  n'est  que  le  résultat  d'une  longue  habilude,  peul-élre 
d'une  liabilude  anceslralo,  sont  enclins  à  S(?  demander  si  Tintuilion 
ne  peut  se  modifier,  chez  les  individus  cu\-niènios,  par  les  habi- 
tudes auxquelles  ils  se  sounieltenl,  et  si  celte  intuition  acquise 
ne  peut  permellre  à  quel(]ues  géomètres  de  poursuivre  hardiment 
et  ulilemcnt  leurs  recherches  dans  un  domaine*  soumis  à  d'autres 
lois  que  l'espace  ordinaire,  tout  en  conservant  les  habitudes  du 
raisonnement  gcomélricpic.  Au  kantien  qui  demandera  ce  (jnVst 
une  <(  intuition  ae(|uisc  »,  je  ne  vois  pas  d'autre  réponse  à  faire 
que  de  demander  en  retour  ce  (|u'esi  une  intuition  «  pure  ».  Les 
termes  philosophiques  ne  peuvent  jamais  être  entendus  (|u'à  demi. 

Le  concept  de  proporlionnalilé  a  vraisemblablemenl  son  origine 
dans  rexislencc  des  figures  semblables;  c'est  au  contraire  sur  la 
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théorie  des  proporlions,  présentée  d'une  façon  vraiment  scienti- 
lique,  qu'EucHde  fonde  l'existence  des  figures  semblables.  L'expo- 
sition de  la  théorie  d'Ëuclide,  la  notion  de  rapport  fournissent  à 
M.  Holder  Foccasion  de  remarques  intéressantes;  la  notion  des 
aires  égales  (aire  du  cercle,  méthode  d'exhauslion)  lui  permet 
d^insister  sur  le  rôle  en  Géométrie  des  démonstrations  indirectes 
(par  l'absurde).  Il  termine  son  opuscule,  dont  il  n'est  pas  une 
page  qui  ne  donne  beaucoup  à  penser,  par  quelques  indica- 
tions relatives  à  la  Mécanique.  Les  notes  et  éclaircissements, 
renvois  bibliographiques,  tiennent  deux  fois  plus  de  place  que  le 
«  discours  »  lui-même.  Plusieurs  de  ces  notes  sont  étendues  et 
mériteraient  qu'on  s'y  arrêtât;  mais  nous  n'avons  pas  d'autre  pré- 
tention ici  que  de  signaler  le  travail  de  M.  Holder.  Mentionnons 
toutefois  le  juste  tribut  d'éloges  qu'il  paie,  à  plusieurs  reprises, 
aux  belles  recherches  que  M.  Hilbert  a  récemment  publiées 
{Grundlagen  der  Géométrie,  Festschrift  ziir  Feierder  Enlhul- 
Uing  des  GausS'iVeber-Denkmals,   1899).  J.  T. 


MELANGES. 


SUR  LES  COURBES  TRACÉES   SUR  UNE  SURFACE  OËVELOPPABLE  DONT 
LES  TANGENTES  RENCONTRENT  UNE  COURBE  DONNÉE; 

Par  m.  Ch.  MICHEL. 

M.  Darboux,  dans  le  Chapitre  de  sa  Théorie  générale  des  sur- 
/ac«5  qu'il  consacre  aux  congruences  de  courbes  (Tome  11),  est 
conduit  à  énoncer  le  résultat  suivant,  comme  cas  particulier  d'un 
problème  général  : 

La  détermination  de  toutes  les  courbes,  tracées  sur  une  dére- 
loppable  (A),  dont  les  tangentes  vont  rencontrer  une  courbe 
donnée  quelconque  (C),  dépend  de  Vintégration  dUtne  équa- 
tion de  Riccati. 

Voici  une  démonstration  svnthéhque  de  celle  proposition.  Dé- 
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signons  par  (R)  Tarétc  de  rebroussemenl  de  la  dévcloppabie  (A), 
par  A  un  point  de  celle  courbe  dont  la  position  est  fixée  par  la 
donnée  d'un  paramèlre  variable  quelconque  i/,  par  exemple  par 
la  longueur  de  Tare  de  Taréle  de  rebroussemenl,  enfin ,  par  AT 
la  génératrice  recliligne  de  la  développable  tangente  en  A  à 
raréle(RV  On  déterminera  une  des  courbes,  tracées  sur  (A),  dont 
les  tangentes  rencontrent  (  C),  si  Ton  connaît  la  dislance  r  du 
point  A  au  point  M  où  AT  rencontre  la  courbe,  en  fonction  du 
paramètre  i/,  qui  fixe  la  position  du  poinl  A. 

Considérons  quatre  courbes.  F,,  F^,  Y^,  F4,  solutions  du  pro- 
blème, et  soient  M|,  Mj,  M3,  Mi  les  points  où  la  génératrice  AT 
rencontre  ces  courbes.  Les  tangentes  en  ces  points  aux  quatre 
courbes  sont  dans  le  plan  tangent  à  la  développable  (A)  le  long  de 
la  génératrice  AT  ei  passent  par  un  même  point,  qui  est  le  point 
de  rencontre  de  ce  plan  tangent  avec  la  courbe  (C).  La  généra- 
trice A'T  de  la  développable  (A),  infiniment  voisine  de  la  gêné- 
ralrice  AT,  rencontre  les  quatre  courbes  en  quatre  points  M',, 
M  g,  M^  et  M',,  infiniment  voisins  respectivement  des  quatre 
points  M|,  M3,  M3  et  M|.  Si  Fon  prend  pour  infiniment  petit 
principal  Faccroissement  du  |>aramrtre  u  et  si  Fon  néglige  les 
infiniment  pelils  d'ordre  supérieur  au  premier,  les  deux  droites  AT 
el  A'T'  se  coupent  el  déterminent  un  plan  qui  coïncide  avec  le 
plan  tangent  à  la  développable  (1)  le  long  de  AT;  les  quatre 
droites  M|^F, ,  MaM!,,  M3M',  el  MiM^  sont  les  tangentes  aux 
(juatre  courbes  F,,  Fj,  F3  el  \\  et  vont  passer,  dans  le  plan  lan- 
gonl,  par  un  morne  point  de  la  courbe  (Ci. 

Il  en  résulte  t|m*  le  rapp4>rl  anliarnionique  des  quatre  points  M|, 
M».  M3  et  Mj  sur  la  droite  AT  est  égal  à  celui  des  quatre  points  M  J, 
Mjj,  Mj  el  M\  sur  la  droite  AT',  à  un  infiniment  petit  d'ordre 
supérieur  au  premier  prrs.  Kn  d'autres  termes,  la  dinérentielle  du 
rapport  aiiharmonique  dos  quatre  points  M|,  Mj,  Mj  el  M»,  situés 
sur  la  génératrice  \ariable  AT  de  la  développable,  est  nulle.  En 
intégrant,  on  Noit  ainsi  que  le  rapport  anliarnionique  des  quatre 
points  M,,  M^,  Mj,  Nfj  où  une  droite  \ariable  de  la  développable 
rencontre  les  quatre  courbe>  F,,  F^,  V^^^i  est  constant.  Par  suite, 
le  rapport  anliaruionique  des  paramètres  C|,  r^,  i'3,  i'i  de  ces 
points  sur  la  gcncralrice  est  lui-même  constant,  et,  d'après  une 
propriété   bien   connue,   le  paramètre   c  qui   fixe  la  position   du 
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poinl  M  (l^unc  courbe  F  cherchée  sur  la  génératrice  de  la  déve- 
loppable  qui  passe  parce  poinl  est  Tinlégrale  générale  d\ine  équa- 
tion de  Kiccati.  Le  lliéorème  de  M.  Darboux  est  établi. 

M.  Darboux  donne  de  ce  théorème  une  application  importante, 
à  laquelle  il  est  aisé  de  donner  une  forme  géométrique. 

Supposons  que  la  développable  (A)  soit  Tenvcloppe  des  plans 
normaux  à  la  courbe  (C).  Les  courbes  F  cherchées  sont  dans  ce 
cas  les  développées  de  la  courbe  (C).  Comme  le  remarque  M.  Dar- 
boux, on  peut  obtenir  deux  de  ces  courbes  sans  intégration  :  ce 
sont  les  arêtes  de  rebroussement  yi  et  Vi  des  deux  nappes  de  la 
développable  circonscrite  à  la  fois  à  la  courbe  (G)  et  au  cercle  de 
Finfini.  Des  propriétés  de  l'équation  de  Kiccati  il  résulte  que  la 
développée  la  plus  générale  d'une  courbe  se  détermine  par  une 
simple  quadrature.  Voici  Finterprétalion  géométrique  de  ce  ré- 
sultat. De  la  démonstration  précédente  il  suit  que  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  normales  à  (C),  en  un  point  I  variable 
de  cette  courbe,  qui  touchent  quatre  développées  fixes  de  (C)  a 
une  valeur  constante.  En  particulier,  supposons  que  deux  de 
ces  quatre  développées  soient  les  arêtes  de  rebroussement  v,  et  ya 
delà  développable  circonscrite  a  (C)  et  au  cercle  de  Finfini.  Les 
normales  à  (C)  qui  touchent  ces  deux  courbes  sont  les  droites 
isotropes  menées  par  le  point  I,  dans  le  plan  normal  à  (C)  en  ce 
point.  Mais,  comme  Fa  montré  Laguerre,  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  droites  concourantes  dans  un  plan,  dont  deux  sont  iso- 
tropes, s'exprime  au  moyen  de  Fangle  des  deux  autres.  On  est 
donc  conduit  au  théorème  suivant,  dû  à  Joachimsthal  : 

L'angle  des  tangentes  menées  d'un  point  variable  d'une 
courbe  à  deux  développées  de  cette  courbe  est  constant. 

Le  théorème  de  Joachimsthal  est  ainsi  démontré  géométrique- 
ment. 
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BORTKEWITSCH  (L.  von).  —  Das  Gesetz  deh  kleinen  Zahlen.  Un  vol. 
in-S®,  vi-Sap.  Leipzig,  Teubner;  1898. 

Cette^courte  brochure  se  rapporte  à  la  statistique  des  événements 
rares,  comme  les  suicides  d^enfanls  (c^est  un  exemple  discuté  par 
l'auteur).  Dans  une  pareille  statistique,  les  rapports  des  nombres 
varient  naturellement  beaucoup,  et  il  n'y  a  évidemment  rien 
à  tirer  de  pareils  nombres  pour  les  causes  indépendantes  du 
hasard  qui  produisent  les  phénomènes  considérés  :  il  en  est  tout 
autrement  si  Ton  veut  étudier  la  loi  du  hasard  dans  les  données 
statistiques.  L'auteur  montre  d'après  quelle  loi  les  événements  de 
celte  nature  doivent  se  distribuer  par  année,  la  proportion  des 
nombres  d'années  pour  lesquelles  l'événement  doit  se  produireo, 
1 ,  2,  3,  •••  fois  :  la  concordance  entre  cette  loi  et  les  observations 
est  remarquable.  Cette  étude,  intéressante  en  elle-même,  prend 
une  portée  notable  par  la  fa<;on  dont  elle  se  relie  avec  l'étude  des 
probabilités  variables,  qu'il  y  a  lieu,  d'après  M.  Lexis,  d'intro- 
duire dans  les  recherches  statistiques,  pour  en  faire  cadrer  les 
résultats  avec  la  théorie  du  calcul  des  probabilités;  la  formule  de 
Poisson  (loi  des  grands  nombres),  où  Ton  regarde  la  probabilité 
comme  constante,  est,  en  effet,  loin  d'y  suffire,  sauf  dans  un  petit 
nombre  de  cas  :  la  théorie  développée  par  M.  von  Bortkewitsch 
permet  de  réduire  au  minimum  l'influence  du  changement  de  la 
probabilité.  Il  y  a  donc  lieu  de  signaler  un  Travail  qui  ouvre  peut- 
être  une  voie  pour  une  meilleure  discussion  des  observations 
statistiques. 


PICARD  ET  SIMART.  —  Théorie   des   ponctions  algébriques    de   deux 
VAEiABLBs  INDÉPENDANTES.  T.  II,  premier  fascicule. 

Dans  le  premier  volume,  les  auteurs  avaient  développé  cette 
théorie  presque  exclusivement  au  point  de  vue  transcendant,  c'est- 
à-dire  au  point  de  vue  des  intégrales  de  différentes  natures  atta- 
chées à  une  surface  algébrique.  Il  n'en  est  plus  de  même  du  fasci- 

Bull,  des  Sciences  mathëm.y  a'  série,  t.  XXIV.  (Juillet  1900.)  n 
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cule  actuel,  presque  entièrement  consacré  à  une  nouvelle  Géométrie 
qu'où  pourrait  appeler  la  Géométrie  des  systèmes  linéaires  algé- 
briques. Cette  théorie  dont  les  fondements  ont  été  posés  par 
Noetberapris  tout  récemment  un  développement  considérable  par 
suite  des  eflTorts  de  deux  éminents  géomètres  italiens  MM.  Enri- 
ques  et  Castelnuovo,  qui  sont  arrivés  à  en  tirer  des  résultats  extrê- 
mement remarquables  et  dont  certains  sont  même  réellement 
merveilleux.  C'est  elle  qui  a  conduit  Noether  à  introduire  le  se- 
cond genre  p^^^  et  qui,  tout  récemment,  a  amené  M.  Enriques  à 
considérer  un  nouvel  invariant,  le  bigenre  P  n'existant  que  si  le 
genre  géométrique  pg  est  nul,  invariant  qui,  d'après  les  travaux 
de  M.  Castelnuovo,  a  une  importance  capitale  dans  Tétude  des 
surfaces  unicursales.  C'est  aussi  elle  qui  a  permis  à  M.  Picard  de 
montrer  que  le  nombre  des  intégrales  doubles  de  seconde  espèce 
attachées  à  une  surface  est  toujours  fini  et  est  un  invariant  pour 
toutes  les  transformations  birationnelles;  ce  nombre  ne  semble 
pas,  jusqu'à  présent,  être  lié  aux  autres  nombres  déjà  introduits 
dans  celte  théorie,  de  sorte  qu'il  vient  allonger  la  liste  des  inva- 
riants d'une  surface  et  accuser  encore  la  différence  profonde  qui, 
d'après  ce  qu'on  a  vu  dans  le  premier  volume,  existe  entre  le  cas 
d'une  seule  variable  et  celui  de  deux  variables. 

Bien  que  le  sujet  soit  en  pleine  élaboration,  puisqu'il  est  actuel- 
lement l'objet  des  travaux  de  toute  une  série  de  géomètres,  les 
auteurs,  par  leur  remarquable  talent  d'exposition,  sont  arrivés  à 
nous  présenter  d'une  façon  très  homogène  ces  théories  si  fécondes^ 
par  des  démonstrations  intuitives  ou  des  vérifications  directes 
remplaçant  souvent  les  longs  calculs  des  Mémoires  originaux,  par 
l'emploi  des  notations  symboliques  si  commodes  de  M.  Enriques, 
ils  nous  conduisent  sans  grands  efforts  jusque  dans  leurs  parties 
les  plus  abstraites,  dépassant  ainsi  de  beaucoup,  à  la  grande  satis- 
faction du  lecteur,  le  but  trop  modeste  qu'ils  s'élaient  proposé 
dans  la  Préface  du  premier  volume  et  qui  était  uniquement  de 
donner  une  irlée  de  Tétai  actuel  de  la  science  sur  un  sujet  dont 
Télude  mérite  de  tenter  reflort  de  nombreux  chercheurs. 

Chapithe  1.  —  Tliéorcnic  de  Aoet/ter  relatif  aux  courbes  et 
sur/aces  passant  par  i^'n (et  section  de  deux  autres. 

Le  théorème  de  Noether  relatif  aux  courbes  a  pour  but  de  recon- 
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naître,  d'après  la  façon  dont  se  comporte  un  polynôme  /(^,  y) 
dans  le  voisinage  de  tout  point  commun  aux  deux  courbes  algé- 
briques o(:r,  y)  =  o^  ^{^y  y)  =  Oy  s'il  est  possible  de  mettre  / 
sous  la  forme 

A  et  B  étant  deux  polynômes.  Après  avoir  traité  celte  question 
très  importante  pour  la  suite,  les  auteurs  en  font  deux  applica- 
tions, l'une  relative  à  la  recherche  des  fractions  rationnelles  rjr. 

N 

de  X  ety  restant  finies  pour  tous  les  points  à  distance  finie  d'une 
courbe  algébrique  /(x,  y)  =  o,  l'autre  relative  au  théorème  du 
reste  de  Brill  et  Noelher  sur  les  adjointes  d'ordre  n  d'une  courbe 
algébrique.  Passant  alors  au  cas  des  surfaces,  ils  étendent  le  théo- 
rème de  Noether,  définissent  les  surfaces  sous-adjointes  comme 
étant  celles  dont  toutes  les  sections  planes  sont  les  adjointes  des 
mêmes  sections  planes  de  la  surface  proposée,  et  montrent  que  le 
Uléorème  du  reste  leur  est  applicable. 

CsàFiTRB  II.  —  La  Géométrie  sur  une  courbe  algébrique. 
Considérons  une  série  linéaire  de  courbes 

les  ^  étant  des  poljnomes  entiers  non  liés  à/(:r,  y)  par  une  rela- 
tion identique  de  la  forme 

les  a  étant  des  constantes  et  9  un  polynôme. 

Ces  courbes  définissent  sur  la  courbe  fixe/  une  série  linéaire 
de  groupes  de  points;  nous  la  représentons  par  ^^,  /*  étant  sa  di- 
mension et  n,  nombre  de  ceux  de  ces  points  qui  varient  avec  les  A, 
étant  son  degré.  C'est  à  l'étude  de  ces  séries  linéaires  ^^  que  le  cha- 
pitre est  entièrement  consacré.  Une  notion  capitale  est  alors  celle 
de  série  linéaire  complète;  une  série  g^„  sera  dite  incomplète  s'il 
existe  une  autre  série  g'^  telle  que  tout  groupe  de  ^^  soit  un 
groupe  de  g^.  Au  moyen  du  théorème  de  Noether  on  montre  que 
toute  série  g^^  peut  être  engendrée  par  des  adjointes  et  l'on  en 
conclut  ce  théorème  fondamental  que  si  une  série  g^„  est  incom- 
plète, il  y  a  une  seule  série  complète  g'^l  qui  la  contient  totale- 
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ment,  ce  qui  permet  de  définir  d'une  façon  précise  le  défaut  H —  r 
de  la  série  ^^;  cette  notion  de  défaut  convenablement  généralisée 
pour  les  courbes  et  surfaces  jouera  un  rôle  essentiel  dans  les  cha- 
pitres suivants. 

De  ces  définitions  et  propriétés  sont  tirées  alors  de  nombreuses 
conséquences  relatives  à  l'addition,  au  degré  et  à  la  dimension  des 
séries  complètes  et,  en  particulier,  des  séries  spéciales  engendrées 
par  les  adjointes  d'ordre  n  —  3  et  de  la  série  canonique  engendrée 
par  toutes  ces  adjointes,  ce  qui  permet  de  retrouver  sous  une  forme 
entièrement  géométrique  le  théorème  de  Riemann-Roch  ainsi  que 
la  loi  de  réciprocité  de  Brill  et  Noether. 

Les  auteurs  rattachent  ensuite  à  cette  notion  de  série  linéaire 
complète  celle  de  courbe  normale,  puis  celle  de  série  linéaire  sur 
une  courbe  gauche,  et  en  font  l'application  à  la  recherche  du 
nombre  des  conditions  exprimant  qu'une  surface  de  degré  donné 
passe  par  une  courbe  gauche  donnée,  question  qu'ils  avaient  déjà 
traitée  dans  le  premier  volume  en  suivant  une  voie  toute  différente. 

Chapitre  III.  —  Des  systèmes  linéaires  de  courbes  dans  un 
plan. 

Ce  chapitre  est  consacré  â  Tétude  des  systèmes  linéaires  formés 
par  les  courbes  d'ordre  n  passant  par  certains /^om/^  bases  et  s*y 
comportant  d'une  façon  déterminée.  Si  l'on  prend  toutes  ces 
courbes,  Je  système  est  complet,  sinon  il  est  incomplet. 

Soit  An  le  nombre  des  conditions  exprimant  qu'une  courbe 
d'ordre  n  se  comporte  de  la  façon  indiquée  aux  points  bases;  on 
montre  que  kn  a  une  limite  supérieure  A'  et  qu'à  partir  d'une  cer- 
taine valeur  de  ai  on  a  forcément  kn=^k\  le  système  complet 
défini  précédemment  sera  dit  régulier  si  n  est  assez  grand  pour 
avoir  kn'=  k\  dans  le  cas  contraire,  ce  système  sera  A\l irrégulier. 
Les  systèmes  réguliers  possèdent  cette  propriété  remarquable  que, 
entre  leur  dimension  r,  leur  degré  D  et  le  genre  II  de  la  courbe 
générale,  existe  la  relation 

llH-  r=  D-+-  1. 

Ayant  ensuite  défini  la  série  caractéristique  et  le  système 
adjoint  d'un  système  linéaire  donné  et  enfin  la  somme  de  deux 
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systèmes  linéaires  de  courbes,  les  ailleurs  démonlrenl  celte  im- 
portanle  proprîélé  ;  tout  système  algébrique  de  courbes  planes 
indécomposables  tel  que  par  k  points  arbitraires  du  plan  passe 
toujours  une  courbe,  et  une  seule,  de  ce  système  est  un  système 
linéaire.  Ils  lermînent  le  chapitre  en  éludianl  les  systèmes 
linéaires  de  courbes  uniciirsales,  en  déterminant  les  surfaces  dont 
toutes  les  sections  planes  sont  untcursales,  puis  en  définissant  les 
involutions  sur  une  courbe  algébrique  et  montrant  que  toute 
involulion  simple  s'obtient  par  l'intersection  de  cette  courbe  avec 
un  système  linéaire  de  courbes. 

Chapitre  IV.  —  Systèmes  linéaires  de  surfaces,  surfaces 
sous-ad jointes  et  surfaces  adjointes. 

C'est  à  partir  de  ce  moment  que  les  auteurs  nous  font  aborder 
véritablement  les  surfaces,  les  chapitres  précédents  n'étant  en 
réalité  qu'une  introduction  nécessaire.  Les  systèmes  linéaires  de 
surfaces  sont  définis  par  eux  comme  les  systèmes  linéaires  de 
courbes,  mais  au  moyen  de  lignes  bases  et  de  points  bases.  Ils 
étudient  spécialement  le  système  linéaire  de  courbes,  intersection 
d'un  plan  fixe  avec  le  système  de  surfaces  et,  revenant  sur  la  défi- 
nition des  surfaces  sous-adjointes,  montrent  leur  signification 
transcendante  et  prouvent  que  pour  les  définir  on  peut  se  borner 
à  considérer  des  plans  passant  par  une  droite  fixe  arbitraire. 

A  propos  des  surfaces  adjointes  définies  au  point  de  vue  trans- 
cendant dans  le  premier  volume,  ils  montrent  qu'on  peut  les  con- 
sidérer comme  des  sous-adjointes  particulières  et  que  le  théorème, 
du  reste,  leur  est  encore  applicable.  La  considération  des  dé- 
fauts îùh  des  séries  d'adjointes  d'ordre  A,  défauts  qui  sont  nuls  à 
partir  d'une  certaine  valeur  de  /i,  les  conduit  à  l'égalité  fondamen- 
tale de  M.  Enriques 

Pg—  Pn=  -w/„ 

et  à  la  démonstration  de  ce  théorème  de  M.  Castelnuovo  que, 
si  (0/„_3  et  <i>,„_2  sont  nuls,  la  surface  est  régulière. 

Chapitre  V.  —  Des  systèmes  linéaires  de  courbes  sur  une 
surface. 

MM.  Picard  et  Simart  avalent  déjà  introduit  la  considération  de 
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ces  systèmes  dans  un  des  chapitres  du  premier  volume,  de  sorte 
qu'au  début  du  chapitre  actuel  ils  se  bornent  à  rappeler  succinc- 
tement ce  qu'ils  avaient  déjà  dit  à  ce  moment  et  passent  tout  de 
suite  à  Félude  des  courbes  déterminées  d'une  façon  unique  par  k 
points  arbitraires;  une  question  analogue  a  été  traitée  dans  le  cha- 
pitre ni  à  propos  des  svstèmes  de  courbes  planes,  ici  le  résultat 
n'est  plus  tout  à  fait  le  même,  c'est  seulement  si  k>  i  qu'on  pont 
affirmer  que  la  série  est  linéaire. 

Les  auteurs  reprennent  ensuite  l'étude  des  systèmes  linéaires 
de  courbes  sur  une  surface  d'après  les  idées  et  la  marche  du  cha-^ 
pitre  II,  c'est-à-dire  en  les  considérant  comme  généralisation,  avec 
une  dimension  de  plus,  des  systèmes  linéaires  de  points  sur  une 
courbe  plane.  Nous  retrouvons  la  génération  au  moyen  des 
adjointes  ou  sous-adjointes,  les  séries  complètes  ou  incomplètes, 
le  théorème  montrant  que,  si  une  série  linéaire  est  incomplète,  il 
y  a  une  seule  série  complète  la  contenant  totalement,  et  enfin  les 
notions  d'addition  et  de  soustraction  des  systèmes  complets  avec 
les  développements  nécessaires  pour  certains  cas  particulièrement 
délicats  et  Tintroduclion  des  notations  symboliques  de  M.  En- 
riques.    • 

Chapitre  VI.  —  Du  système  adjoint  à  un  système  linéaire 
de  courbes  et  du  genre  numérique. 

Les  auteurs  commencent  par  définir  d'une  façon  précise  le  sys- 
tème sous-adjoint  et  le  svslùme  adjoint  à  une  série  linéaire  de 
courbes  et  montrent  que  le  défaut  de  la  série  linéaire  découpée 
sur  la  courbe  générale  d'un  système  j^ar  son  système  adjoint  pré- 
sente un  maximum  qui  est  un  invariant  de  la  surface;  la  démon- 
stration montre  d'ailleurs  que  ce  maximum  est  précisément  la 
somme  Sw>i  (|ui  figure  dans  la  formule  rondamenlale  de  M.  En- 
riques  et  de  là  résulte  que  /e  genre  numérique pn  est  un  invariant. 

Mais  la  méthode  suivie  pour  démontrer  ces  propriétés  suppose 
l'existence  des  adjointes  d'ordre  m  —  4  ^^  P^r  suite,  qiie/>^  n'est 
pas  nul;  afin  de  lever  celte  difficulté  et  aussi  dans  le  but  de  mon- 
trer au  Iccleur  une  manière  toute  différente  de  traiter  la  question, 
les  auteurs  exposent  tout  au  long  la  méthode  exclusivement  géo- 
métrique suivie  par  M.  Enriques  et  qui  ne  fait  aucune  hypothèse 
sur  la  grandeur  de/>^. 
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L'élude  du  cas  de/7^=o  les  conduit  loul  naturellement  à  définir 
le  nouvel  invariant  de  M.  Enriques,  le  bigenre^»  Supposons,  par 
exemple,  que  la  surface/"  d'ordre  n  n'ait  qu'une  ligne  double  avec 
points  triples,  les  surfaces  d'ordre  2  a?  —  8  ne  contenant  pas /et 
admettant  la  courbe  double  comme  ligne  double  découperont 
suryun  système  de  courbes  dont  la  dimension  sera  représentée 
par  P  —  I,  et  P  sera  le  bigenre. 

Le  chapitre  se  termine  par  quelques  remarques  sur  les  surfaces 
réglées,  en  vue  de  démontrer  que,  même  pour  cette  classe  très 
particulière  de  surfaces  à  genre  géométrique  nul,  le  nombre  />,;  est 
encore  un  invariant. 

Chapitre  VIL  —  Sur  les  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce. 

Ce  chapitre  constitué  par  des  recherches  toutes  récentes  de 
M.  Picard  nous  ramène  aux  considérations  transcendantes.  Les 
intégrales  doubles  de  seconde  espèce  sont  les  intégrales  de  la 
forme 

/  /  I^(^»r,  z)dxdy, 
qui  deviennent  infinies  comme 


//(S -^f  )''"''-'■' 


U  et  Vêtant  des  fractions  rationnelles  en  jr,  >',  z  et  les  dérivées  étant 
prises  en  tenant  compte  de/(x,  y^  z)  =  o. 

La  réduction  de  ces  intégrales  nécessite  des  calculs  un  peu  longs 
et  conduit  au  résultat  suivant  : 

Par  la  soustraction  d^une  intégrale  convenable  de  la  forme 


fj{'ë^'^)'""'y' 


ioute  intégrale  de  seconde  espèce  relative  à  une  surf  ace  f  à 
singularités  ordinaires  (ligne  double  avec  points  triples)  se 
ramène  à  la  forme 

V{x,y,  z)dxdy 


SI 


/•'. 
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P(j?,  y,  z)  étant  un  polynôme  qui  s'annule  pour  la  courbe 
double. 

C'est  de  celte  réduction  que  résulte  le  fait  que  le  degré  du 
poljnome  P  peut  toujours  être  réduit  à  une  valeur  maxima  p, 
c'est-à-dire  que  le  nombre  des  intégrales  de  seconde  espèce  linéai- 
rement indépendantes  est  fini,  et  en  établissant  ensuite  que  la 
transformation  birationnetle  transforme  une  intégrale  de  seconde 
espèce  en  une  nouvelle  intégrale  de  seconde  espèce  on  établit  du 
même  coup  l'invariance  du  nombre  p.  Ce  dernier  chapitre  se  ter- 
mine par  quelques  exemples  et  l'indication  d'une  nouvelle  manière 
de  définir  les  intégrales  de  seconde  espèce  en  faisant  intervenir  la 
considération  des  résidus  des  intégrales  doubles. 

E.  D. 


ENRIQUES  (F.).  —  Question!  biguardanti  la  Geometria  elembntare  tbat- 
TATE  DA  U.  Amaldi,  E.  Baroni,  R.  Bonola,  B.  Calo,  g.  Castelnvovo,  a. 
CoNTi,  E.  Daniele,  F.  Enriques,  a.  Giacomini,  a.  Guarducci,  G.  Vitali, 
raccolte  e  coordinate da  F.  Enriques,  con  lo  Tavelée 40  Ggure.  i  vol.  in-8% 
vii-532  p.  Bologne,  Zanichelli,  1900. 

Ce  livre  a  été  rédigé  par  onze  collaborateurs;  mais  ce  n^est 
nullement  un  recueil  artificiel.  On  y  sent  une  pensée  directrice, 
on  y  reconnaît  le  travail  de  coordination  et  de  composition; 
chacun  des  quatorze  articles  qui  le  constituent  a  son  intérêt 
propre,  mais  un  intérêt  qui  s'augmente  de  l'intérêt  des  articles 
qui  l'encadrent. 

Les  auteurs  ont  désiré  agir  sur  renseignement  élémentaire  de 
la  Géométrie,  enseignement  auquel  ils  attachent  avec  raison  le 
plus  haut  prix.  Leur  but  est  de  mettre  les  maîtres  qui  sont  chargés 
de  cet  enseignement  au  courant  des  travaux  les  plus  profonds  et 
les  plus  récents  sur  la  matière;  c'est  aux  maîtres  que  s'adresse 
leur  livre  ;  sans  doute,  il  tombera  quelquefois  entre  les  mains  d'un 
élève  curieux,  dûjà  mûr  pour  la  réllexion  philosophique;  avec 
quelle  passion  celui-ci  s'en  emparera!  Il  n'en  saisira  pas  toutes 
les  parties;  n'imj)ortc!  Je  ne  serais  pas  étonné  si  le  trouble  et 
l'émerveillement  qu'il  ne  manquera  pas  de  ressentir  en  le  lisant 
décidaient  de  sa  carrière  et  en  faisaient  un  géomètre. 
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Am  reiiseigncmenti  scientifiques,  les  ailleurs  ont  joinlqnelqucs 
ConseiU  pt^tla^o^iqucs  1res  judicieux.  Ils  ont  raisoo  de  vouloir 
que  les  maîtres  rt^lléchissent  au  fond  des  choses;  ils  ont  raison  en 
leur  conseillant  de  rejeter  de  leur  enseignement  des  subtilités  qui 
fatigueraient  leurs  élèves  sans  profil,  de  ne  pas  enlraiuer  ceux-ci 
trop  loi  dans  l'épouvanle  de  ces  profondeurs  où  est  descendue  la 
peasée  géométrique  Au  reste,  les  auteurs  soûl  des  classiques, 
comme  il  sii^d  ù  des  Latins;  ils  ont  gardé  le  culte  d'Euclide  :  ils 
aiment  la  clarté  et  la  heauté,  mais  ils  n'en  séparent  pas  la  rigueur, 
ne  craignent  pas  les  choses  subtiles  et  veulent  aller  au  Tond  de  leur 
propre  pensée;  en  quoi  il  n'est  pas  sûr  qu'ils  s'éloignent  de  l'esprit 
de  cette  Grèce,  dont  M.  Knriques  parle  avec  tant  d'enthousiasme. 
Outre  la  Préface,  où  il  expose  la  genèse  du  livre  et  pa^e  à  ses 
cidbboralenrs  les  rcmercîmenis  auxquels  ils  ont  assurément 
droit,  M.  Enriques  a  écrit  deux  articles  dont  le  premier,  Sur 
l'importance  scientifique  et  (ii'/nctique  des  rjiicstions  qui  se 
rapportent  aux  principes  t/e  fa  Géométrie,  a  nu  caractère  netie- 
HiGOt  philosopliique.  [t  y  njJmet  l'origine  empirique  des  coucepls 
fondamentaux  de  la  Géuinélrie,  orî};ine  distincte,  d'après  les  re- 
cherches de  Ilelinhoitz,  Wundt,  Klein,  suivant  que  ces  concepts 
se  rapporleol  à  la  notion  de  continu,  à  ta  Géométrie  métrique,  à 
ta  Géométrie  projeclive;  si  ces  concepts  revêtent  un  caractère 
apparent  de  nécessité,  c'est  que  leur  construction  nous  apparaît 
comme  antérieure  à  luul  acte  conscient;  mais  leur  origine  empi- 
rique n'en  entraîne  pas  moins  leur  contingence.  Quoi  qu'il  en 
•oit,  il  importe  de  fuiie  bien  explicitement  la  part  des  éléments 
qui  doivent  être  regurdés  comme  primitifs,  et  par  cela  même 
indéfinissables,  qui  sont  la  matière  même  de  la  Géométrie,  puis 
des  postulats  ou  axiomes,  et  des  raisonuements  purement  logi- 
ques, susceptibles  d'être  remplacés  par  des  relations  purement  lor- 
niellcs  entre  des  symboles,  relations  qui  peuvent  être  interprétées 
d'une  façon  ou  d'une  autre  suivant  lu  matière  représentée  par  les 
Symboles. 

L'exposition  de  la  Géométrie  sera  ainsi  parfaite  si,  d'une  part, 
elle  «st  purement  symbolique,  de  manière  qu'aucune  intuition  oc 
s'introduise  subrepticement  dans  te  cours  d'une  démonstration, 
■i,  d'autre  part,  les  concepts  primitifs  étant  posés,  tous  les  autres 
concepts  sont  délïnis  logiquement  au  moyen  de  ces  concepts  pri- 
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milifây   et  si  tous  les  postulats   sont  absolument  indëpendants. 
Mais  ti  un  tel  mode  d^exposition  est  satisfaisant  pour  Tesprit,  ÎL 
doit  être  rejeté  au  point  de  vue  didactique.  D'une  part,  Texpo- 
sition  abistraite  et  formelle,  sur  de  purs  symboles,  serait  extré* 
itiement  fatigante;  il  importe  toutefois  que  le  maître,  au  moins, 
se  rende  compte  de  la  possibilité  d'une  telle  exposition;  d'autrei 
part  la  discussion  de  la  dépendance   ou  de  rindépendance  des 
postulats  est  évidemment  hors  de  la  portée  des  débutants;  il  n^y* 
a  pas  d'inconvénient,  pour  la  rigueur,  à  multiplier  ces  postulats, 
pourvu  qu'ils   soient  parfaitement  clairs  et  qu'on   n'en  omette 
aucun  :  ce  qui  est  mauvais,  c'est  l'introduction  tacite  d'an  pos- 
tulat dans  le  cours  d'une  démonstration. 

M*  Ugo  Amaidi  a  écrit  un  article  sur  les  concepts  de  droite  et 
de  plan.  Il  rappelle  et  discute  les  diverses  définitions  qui  ont  été 
proposées,  depuis  Ëuclide,  en  insistant  comme  il  convenait  sur 
le  point  de  vue  de  Boijai  et  de  Lobai scberskij.  Il  insiste  ensuite 
sur  les  postulats  relatifs  aux  notions  de  contenu  et  de  contenant 
d'une  part  et,  d'autre  part,  à  la  succession  de  points  sur  une 
droite  (Pasch,  Peano,  Veronese,  etc.).  La  notion  d'angle  est 
l'objet  d'une  critique  analogue. 

M.  Alfredo  Guarducci  s'occupe  de  la  congrucnce  et  du  mou- 
vement. 11  note  tout  d'abord  la  différence  essentielle  entre  l'égalité 
géométrique  et  l'identité  logique.  Rappelons  à  ce  propos  la  forte 
expression  de  M.  Whiteliead,  dans  son  Algèbre  universelle  : 
«  Tonte  équivalence  renferme  à  la  fois  un  truisme  et  un  paradoxe, 
car  elle  exprime  à  la  fois  que  le  même  est  le  même,  et  que  le 
même  est  l'autre  (*).  »  Pour  en  rester  à  régalité  géométrique, 
elle  se  fonde,  d'après  Helmhollz,  sur  le  mouvement  des  corps 
solides;  elle  peut  être  aussi  fondée  sur  un  système  de  pos- 
ulats  :  Fauteur  discute  successivement  les  systèmes  proposés  par 
MM.  Pasch,  Veronese,  Uilbert. 

M.  Giuseppc  Vilali  traite  de  l'application  du  postulat  de  la 
continuité  à  la  Géométrie  élémentaire  :  c'est  là  que  trouvent  leur 
place  les  questions  relatives  à  la  divisibilité  d'un  segment  ou  d'un 
angle,  à  l'axiome  d'Archimède,  à  la  mesure,  ...,  et,  d'un  autre 
côté  à  rintersection  d'une  droite  et  d'un  cercle,  ou  de  deux  cercles. 

(*)  CouTUUAT,  lievuc  de  Mathémafique  et  de  Morale,  1900. 
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Vn  ftecond  arlicle  de  M.  Araaldî   esl.  consacré  à  la  ihi^orie  de 

I  l'ë(]iMval<^nce,  eri  parliciilicr  ù  IVc[iiîvaience  des  polygones.  ApWs 

■  «voir  rappelé  la  façon  dont  le  sujet  a  ^té  Irailé  par  Eiiclide,  Le- 
Igendrc,   lluWai,  l.obiitctiefskij,  Duhamel,  Faiforer,  M  insiste  snr 

■  le  postniat  de  de  Zoll  :  Si  l'on  divise  un  polygone  en  parties,  d'une 
Blàçân  quelconque,  si  l'on  supprime  quelqu'une  de  ces  parties,  il 

rnpossible  de  disposer  les  autres  de  :n;nii<Ve  à  recouvrir  le 

lolj-gone  »,  puis  sur  les  démonstrations  données  par  MM.  Schur, 

nberger,  Géraid,  Veronese.   Il  traite  ensiille  des  surfaces 

ffcourhes,  puis  det  polyèdres,  pour  lesquels  il  reprend  le  postulat 

[de  de  Zolt  qu'il  établit  pour  le  tétraèdre.  Au  point  de  vue  didac- 

ilique,  M.  Amuldi  conseille  d'admettre  purement  et  simplement 

Bce  postulat. 

M.  Roberto  Bonola  a  consacré  un  important  article  (p.  i4a- 

laa)  à   la   tlii^orie  des   piirallùles   et  aux   Géométries    non-eucli- 

fennes.  Les  recliercltes  sur  le  postiilatum  d'Kuclide  sont  signalées 

B'abord  dans  l'ordre  liislorique  (Procolo,  Nasir  Eddin,  llotrmaan, 

Riccardi,Claviiis,  Borelli,  Giordano  da  Bitonto,  Wallîs,  Saccberi, 

PKugel,  Koesiner,  I^mbert,  Legendre).  Les  reclierches  des  deux 

pilerniers  et  celles  de  Sncclieri  sont  particulièrement  importantes  : 

biVstà  MM.  Stiicket  et  Engel  qu'on  doit  [a  publication  des  impor- 

ItnU   tr<ivaiix    de    l^mlicrt.   Avec  G<tuss,  dont  le   rôle    est  bien 

,  avec  Scliweîkart  et  Taurîuus.  qu'ont  fait   encore   con- 

patlrc  MM.  En>;el  et  Slackel,  se  termine  la  période  préparatoire; 

.  Bonola  étudie  ensuite  l'œuvre  de  Lobalchefskij  et  de  Bolyaî, 

te«  reclicrclies  de  Beltrami  et  de  Minding  sur  la  psendo-splière,  le 

point  de  vue  de  Riemann,  les  résultais  dus  à  Helinhollz,  à  Sophus 

Lie,  les  relations  (Cayley,  Lagucrrc.  Klein)  entre  la  Géométrie 

projeclive  et  les  Géomélrios  non-euclidiennes.  Après  avoir  insisté 

■ifnr   l'impossibilité  de  démontrer    le    postulaliim    d'Ëuclidc,   il 

pésurne  les  postulais  et  tliéorèmes  fondamentaux  jusqu'au  point 

ytù  le»   Géométries  divergent,   pour  donner  ensuite  une  rapide 

'«iliiissc  des  trois  rameaux  qui  sont  logiquement  possibles. 

Le»  sept  précédents  articles  constituent  dans  le  livre  de  ^L  En- 
riqacâ  une  première  Partie,  d'un  caractère  général  et  pbiloso- 
Jiliique;  les  articles  qui  forment  la  seconde  l'arlie  se  rapportent 
iUrésolulion  des  problèmes  géométriques.  Tout  d'abord,  M.  Eu 
tore  Buroni  n  fiirl   liii-ii  n'siimé,  iliin<  quelques  page*,  les  obser- 
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valions  et  méthodes  essentielles  pour  la  recherche  des  lieux  géo- 
métriques et  la  résolution  des  problèmes  élémentaires.  Il  est 
d'ailleurs  impossible  de  rien  écrire  sur  ce  sujet  sans  avoir  devant 
la  pensée  le  livre  classique  de  M.  Petersen. 

M.  Ermengiido  Daniele  s'est  occupé  de  la  Géométrie  du  compas; 
l'auteur,  après  avoir  développé  la  solution  des  problèmes  fon- 
damentaux par  la  méthode  de  Mascheroni,  montre,  d'après 
M.  Âdler,  comment  la  théorie  de  l'inversion  permet  de  résoudre 
tous  les  problèmes  euclidiens  au  moven  du  seul  compas.  Signa- 
lons aussi  la  résolution  approchée  de  quelques  problèmes  célèbres 
(rectification  de  la  circonférence  du  cercle,  duplication  du  cube). 

M.  Âmedeo  Giacomini  a  écrit  un  intéressant  article  sur  la  réso- 
lution des  problèmes  du  premier  et  du  second  degré,  au  moven 
de  la  règle,  du  compas,  de  la  règle  à  deux  bords  parallèles,  de 
l'équerre  et  de  la  fausse  équerre,  employés  seuls  ou  simulta- 
nément. 

M.  Guido  Castelnuovo  reprend  les  mêmes  questions,  mais  au 
point  de  vue  analytique  :  Quelles  sont  les  expressions  que  Ton 
peut  construire  au  moyen  d'instruments  donnés?  Le  sujet  est 
très  intéressant  par  lui-même;  il  est  traité  avec  une  grande  clarté, 
d'une  façon  aussi  élémentaire  que  possible.  Plus  d'un  lecteur,  si 
je  ne  me  trompe,  en  lisant  l'article  de  M.  Castelnuovo,  sera  heu- 
reux de  voir  se  préciser  ses  idées  sur  plusieurs  points  fonda- 
mentaux. L'auteur  s'occupe  d'abord  des  problèmes  qui  peuvent 
être  résolus  au  moyen  de  la  règle  seule,  suivant  qu'on  se  donne 
deux  parallèles,  un  parallélogramme,  un  carré,  puis,  se  plaçant  au 
point  de  vue  de  la  Géométrie  projective,  montre  comment,  étant 
donnés  quatre  points  dont  trois  peuvent  être  pris  pour  les  som- 
mets d'un  triangle  de  référence  et  le  quatrième  pour  le  point  dont 
les  coordonnées  sont  égales  à  Tunité,  on  peut  construire,  au  moyen 
de  la  règle  seule,  les  points  dont  les  coordonnées  sont  des 
fonctions  rationnelles  à  coefficients  rationnels  des  coordonnées  de 
points  donnés  et  ceux-là  seulement.  La  démonstration  fait  bien 
ressortir  la  nécessité,  pour  la  solution  des  problèmes  comportant 
des  notions  métriques  (parallélismcs,  valeurs  de  segments,  angles, 
aires,  ...)  de  points  ou  de  droites  comportant  des  relations 
métriques  préétablies.  M.  Castelnuovo  étudie  ensuite  les  pro- 
blèmes  qui    peuvent  être   résolus  au    moyen    de  la   règle   et  du 
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npas,  de  la  n'glc  et  du  Iransporteiir  de  segments,  de  la  règle 

d'un  cercle  fixe,  de  la  règle  à  deux  bords  parullèlcs. 

0  second  article  du  M.  Enriqiies  est  relaiif  aux  équations  algè- 

■qucs  résolubles  an  moyen  d'une  suite  d'équations  du  second 

\ré  et  à  la  construction  des  polygones  réguliers.  Pour  la  pre- 

E  question,  il  reprend,  comme  avait  déjà  fait  M.  Klein,  dans 

fAnsffCivâhlte  Fragen  der  Etemenlargeometrîe,  la  méthode 

|M.  Peterscn,  Le  problème  des  polygones  réguliers  est  repris  à 

riir  des  éléments  et  la  métliode  de  Guuss  est  exposée   d'une 

[on  anssi  simple  que  claire. 

U.  Danîele  a  donné  un  second  article  sur  la  construction  du 

tjrgone   régulier  de   dix-sept   ciUés;    après   avoir  expliqué    la 

lolalion  analytique  du  problème,  il  développe  successivement 

Kconstnictlon  de  Slandt,  qu'avait  déjà  rappelée  M.  Klein  dans 

B  qu'on  vient  de  citer,  construction  od  l'on  ne  se  sert  que 


I  seul  cercle,  puis  celle  de  J.-A.  Sei 


ïrfeclio 


■  par 


m.  Bachmann,  enlin  la  construction  par  laquelle  M.  Gérard, 
indant  à  un  desideratum  exprimé  par  M.  Klein,  résout  le 
me  problème,  en  se  servuut  seidement  du  compas. 

Alberto  Conlî  s'est  occupé  des  prolilèmea  du  troisième 
[ré  :  duplication  du  cube  et  trisection  de  l'angle  :  il  établit  l'ini- 
sibililé  d'une  solution  au  moyen  de  la  règle  et  du  compas  et 
(veloppe  successivement  les  méthodes  géométriques,  fondées  si|r 
nploî  de  diverses  courbes,  les  méthodes  mécaniques,  enfin  les 
lutioDS  approchées.  Il  termine  en  montrant  comment  les  pro- 
Kmes  du  troisième  degré  se  résolvent  au  moyen  d'une  parabole 
B  et  se  ramènent  à  la  trisection  de  l'angle.  I/intérèt  propre  de 
■sujet  se  double  ici  de  l'inlérél  historique. 

nfin,  M.  Ucoedetto  Cala  traite  des  problèmes  transcendants, 
\t  particulier  de  la  quadrature  du  cercle.  Après  avoir  fixé  le  sens 
des  mots  nombre  algébrique,  nombre  transcendant  et  montré 
l'existence  de  nombres  transcendants,  il  établit  le  théorème  de 
indemann,  en  suivant  la  méthode  de  Weicrstrass;  il  décrit  ensuite 
ptégralcur  d'Ahdank-Abakanuwicz,  perfectionné  par  M.  Cor- 
,  donne  une  coustruutiou  géométrique  approchée  de  la  loit- 
■Aàr  de  la  circonférence  du  cercle,  dit  quelques  mots  des  lunules 
râbles,  et  termine  par  un  résumé  historique  des  recherches 
w  Ift  <]uadraLure  du  cercle.  On  voit  que  les  matériaux  rassemhléâ 
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par  M.  Enriques  sont  aussi  riches  qu^intéressanls,  au  point  de  ¥ue 

scîenlilique,  philosophique,  historique  et  pédagogique.  Son  livre 

exercera  certaioemeot   une  exceUenle  influence   sur  Télude  et 

renseignement  de  la  Géomélrie,  influence  qui,  i[  faut  Tespérer, 

ne  sera  pas  bornée  à  Tltalie. 

J.  T. 


»«« 


J^CLLER  (Féli\).  —  VociBCLAiiiB  mathématiqcb  pbwçais-allemaxd  vr 
ALLEMAND-pR%.\ç\is.  Contenant  les  termes  techniques  employés  dans  les 
Mathématiqnes  pures  et  appliquées.  Matuemitisches  VociarLABiCM  piun- 

ZO^ISCH-DECTSCII    UND    DECTSCU-FRANZOSISCU     EVraALTEND    DIE   Ku.NSTAl'S- 
DKUCCB  ArS    DER    REINEX    CND    A5GEWAXDTEN   MATBEMATICK.    ErSte  II31fl6. 

Leipzig,  Teobner,  1900,  Paris,  Gauthier- ViUars,  1  vol.  iii-8*,  iZst  p. 

Voici  un  Ouvrage  dont  l'utilité  ne  sera  pas  méconnue  par  les 
hommes  de  métier.  L*auteur,  qui  le  dédie  au  futur  Congrès  inter- 
national des  Mathématiciens,  peut  être  assuré  qu^une  fois  ter- 
miné il  rendra  de  réels  ser\-ices.  Pour  le  moment,  M.  Mûller  nous 
en  donne  seulement  la  première  partie,  le  Dictionnaire  français- 
allemand.  C^est  malheureusement  celle  des  deux  que  des  Fran- 
çais peu  %'ent  le  moins  juger.  Il  faut  du  temps  pour  apprécier  le 
mérite  de  tels  travaux.  Nous  devons  dire  cependant  que  nous 
avons  déjà  commencé  à  utiliser  le  Dictionnaire  de  M.  F.  Millier, 
et  notre  expérience  personnelle  lui  a  été  entièrement  favorable. 
Le  nom  el  les  travaux  antérieurs  de  Tauteur  nous  donnaient  à  ce 
sujet  la  meilleure  des  garanties. 


TAir  (  P.-G.  .  —  SciEXTiFio  Papers,  vol.  H.  Cambridge  Universily  Press,  1900, 

I  vol.  in-4\  XIV- 5oo  p. 

L'îinnt'^o  dernière,  nous  avons  siijnalé  Tapparition  da  premier 
Volnine  de  celle  imporlaiile  Collection  des  Mémoires  de  M.  Tait. 
Le  second  Volume.  i|ue  nous  a\ons  le  plaisir  d'annoncer  après 
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lin  si  court  intervalle,  a  clé  composé  d'après  les  mêmes  règles  et 
sur  le  même  plan  que  le  premier.  11  comprend  une  série  d'articles 
et  de  notes  s*étendant  sur  un  espace  de  vingt  années,  depuis  1878 
jusqu'à  1898.  L'auteur  y  rapproche  tous  les  Mémoires  sur  le 
même  sujet,  en  négligeant  quelquefois  ceux  qui  sont  venus  les 
premiers  et  feraient  double  emploi  avec  des  Mémoires  plus  com- 
plets et  plus  récents.  Nous  signalerons  en  particulier  une  série 
de  travaux  sur  la  théorie  cinétique  des  gaz. 

Au  reste,  le  troisième  Volume,  qui  couronnera  cette  impor- 
tante Collection,  contiendra  un  Index  général  et  une  liste  com- 
plète des  Mémoires  de  Fauteur,  comprenant  même  ceux  qui 
n'auront  pas  été  reproduits  dans  la  présente  édition. 


MELANGES. 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  FERMAT; 
Pau  m.  J.  PEROTT. 

Le  nombre  p  étant  un  premier  impair,  en  inscrivant  dans  cha- 
cune des  p  cases  rangées  en  ligne  droite  un  des  nombres 

■ 

1|      2f     3y       •••!     vv| 

OÙ 

o<a  </?, 

on  obtiendra  une  certaine  configuration,  et  en  le  faisant  de  toutes 
les  manières  possibles,  on  aura  en  tout  aP  configurations.  Ce  pro- 
blème est  d'ailleurs  exemplifié  par  des  cadenas  bien  connus. 
Or,  si  l'on  excepte  les  a  configurations  où  un  des  nombres 

figure   dans    toutes   les    cases,    toutes   les   autres   configurations 
peuvent  être  distribuées  en  un  certain  nombre  li  d*assemblages, 
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nomme  inlerpolaires  et  qui  sont  définies  par  l'égalité 

/il     fU      •••     An 


^>=iT 


/il  /il  •••  fU 

•  ••  «••  •••  ••• 

J  n\     Jni       •  •  •     Jnn 


* 

OÙ  Dj  a  la  significalioD  que  l'on  vient  de  dire  et  où  les/J^  sont  des 
polynômes  tels  que  l'on  ait  identiquement,  en  Xt ,  x^,  •  . . ,  X/i, 

(r=  I,  -2,  ...,  /i;y  =  I,  2,  ...,  [x). 

Ces  fonctions,  dans  un  cas  très  particulier,  Jui  permettront  un 
peu  plus  loin  d'esquisser  une  méthode  pour  reconnaître  si  un 
polynôme  à  plusieurs  variables  est  décomposable  en  un  produit  de 
deux  facteurs. 

Signalons  encore  les  remarques  sur  la  méthode  de  Labatie,  la 
façon  élégante  dont  est  traitée  l'élimination  des  variables  ^i, 
X2j  .  . . ,  X/i  entre  des  équations  de  la  forme 

/|  -.  :/*  __      _  f» 

A'I  ^î         '**         ffn' 

OÙ  fi  et  gi  sont  les  demi-dérivées  partielles  par  rapport  à  x/,  de 
deux  formes  quadratiques  données  en  a?i,  X2t  . . . ,  Xn,  puis  l'étude 

des  équations  en  s 


l//7-+-'^^/7l  =" 


'.y  =  ',  îi, 


n, 


l'indication  de  la  méthode  de  Liouville  pour  le  développement  en 
série  des  solutions  de  deux  équations,  l'application  de  cette  mé- 
thode à  Télimination  entre  trois  équations,  enfin  la  forme  sous 
laquelle  l'auteur  obtient  la  condition  pour  que  deux  équations 
transcendantes  aient  une  solution  commune  dans  une  aire  donnée. 
Dans  un  livre  aussi  court  que  doivent  Têtre  ceux  de  la  collec- 
tion Scientia,  il  est  nécessaire  de  se  limiter;  M.  Laurent  n'a  pu 
mettre  autant  de  choses  dans  celui  qu'il  vient  de  publier  qu'en 
condensant  le  style  et  en  sacrifiant  les  détails,  et  l'on  aurait  mau- 
vaise grâce  à  lui  reprocher  ce  dont  il  n'a  point  parlé.  11  semble 
cependant  que,  .n   propos  de  la  résolution   de  deux  équations  à 


COMPTES   KENDUS   ET  ANALYSES.  179 

deux  inconnues 

îl  eût  été  utile  de  dire  un  mot  du  parti  que  Ton  peut,  tant  pour 
établir  le  théorème  sur  le  nombre  de  solutions  que  pour  préciser 
le  degré  de  multiplicité  d'une  solution,  tirer  d\ine  substitution  de 
la  {orme  y  =  ux  -h  ^9  ou,  si  l'on  veut,  de  la  considération  des 
équations  tangentielles  des  points  qui  correspondent  aux  solutions, 
d'autant  que  cette  méthode  se  généralise  et  a  une  grande  portée; 
la  façon  dont  il  est  question  des  solutions  multiples  risque  de 
laisser  dans  l'esprit  du  lecteur  inexpérimenté  une  idée  peu  exacte. 

Il  était  impossible  d'entrer  dans  les  détails  que  comporte  une 
exposition  rigoureuse  de  l'élimination  de  plusieurs  inconnues  entre 
plusieurs  équations  et  Fauteur  a  eu  grandement  raison  de  vouloir 
traiter  ce  sujet  d'une  façon  large;  il  a  eu  d'ailleurs  le  soin  de 
signaler  à  l'occasion  les  suppositions  que  l'on  est  amené  à  intro- 
duire dans  les  démonstrations;  mais  le  lecteur  aurait  quelquefois 
besoin  d'être  averti  pour  savoir  si  ces  suppositions  ont  ou  n'ont 
pas  de  répercussion  sur  la  vérité  des  théorèmes  eux-mêmes. 

Ces  légères  critiques  ne  sont  pas  pour  diminuer  la  valeur  des 
services  que  ne  manquera  pas  de  rendre  le  petit  livre  de  M.  Lau- 
rent :  il  traite  d'un  sujet  qui  est  de  première  importance;  le  lec- 
teur y  trouvera  des  démonstrations  élégantes  et  des  vues  nouvelles  \ 
si  la  brièveté  de  l'exposition  l'oblige  parfois  à  réfléchir,  tout  est 

pour  le  mieux. 

J.  T. 


>«ta 


J.  FITZ-PATRICK  et  Georges  CIIEVREL.  —  Exercices  d'Arithmétiole, 
ÉNONCÉS  et  solutions;  avec  une  préface  do  M.  J.  Tannery.  Deuxièmo 
édition  considérablement  augmenléo  et  suivie  d'exercices  proposés,  de 
notions  et  exercices  d'Aritbniélique  commerciale.  Paris,  Hermann,  1900. 

C'est  avec  un  vif  plaisir  que  nous  enregistrons  le  succès  du 
livre  de  MM.  Fitz-Patrick  et  Cbevrel,  d'abord  parce  qu'il  était 
légitimement  dû  aux  auteurs,  et  aussi  parce  qu'il  nous  prouve  que 
le  goût  de  l'Arithmétique  n'est  pas  encore  perdu  chez  nous. 

Cette  seconde  édition  se  distingue  de  la  première  par  des  addi- 
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lions  considérables  sur  lesquelles,  seules,  nous  dirons  ici  quelques 
mots  (*).  Ces  additions  comportent  d'abord  une  partie  théorique 
divisée  en  six  Chapitres  et  qui  constitue  un  précis  très  clair 
d'Arithmétique  commerciale.  Les  règles  pratiques  que  Ton  observe 
réellement  pour  le  calcul  des  intérêts  et  la  résolution  des  pro- 
blèmes d'escompte  y  sont  exposées  en  détail;  le  dernier  Chapitre 
en  particulier  est  consacré  à  l'explication  des  opérations  de 
bourse  et  de  banque  et  à  la  résolution  des  problèmes  réels  que 
Ton  peut  se  proposer  à  ce  sujet. 

Ces  divers  Chapitres  sont  accompagnés  chacun  de  nombreux 
énoncés  d'exercices  non  résolus,  nouveaux  ou  empruntés  aux 
examens  des  Écoles  de  commerce,  des  Écoles  professionnelles, 
de  TEnseignement  primaire,  etc. 

En  même  .temps,  et  c'est  ce  qui  achève  de  distinguer  cette 
seconde  édition  de  la  première,  les  auteurs  ont  ajouté  à  leur 
œuvre  primitive  un  nombre  très  considérable  d'exercices  sans 
solutions,  classés  [)ar  Chapitres  eux-mêmes,  comme  les  exercices 
du  texte. 

C'est  là  une  très  heureuse  addition,  puisque,  maintenant, 
l'élève  ou  le  lecteur  studieux  trouvera  dans  ces  exercices  un 
aliment  nouveau  pour  sa  curiosité,  et,  grâce  aux  efforts  quMl  devra 
s'imposer  pour  arriver  à  leur  solution,  pourra  s'assimiler  d'une 
façon  parfaite  les  théories  de  l'Arithmétique  et  acquérir  la  sou- 
plesse d'esprit  nécessaire  pour  leur  application. 

H.  A. 


STUKM  {\{.\.  —  Eliîmente  der  darstellende  Géométrie.  Zweite  umgear- 
beilele  und  erweilerle  Aufgabc.  —  Un  vol.  in-8",  iv-iSj  p.,  7  pi.  Leipzig, 
Teubncr,  njoo. 

L'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive  à  l'étranger  est 
souvent  très  didérenl  de  ce  qu'il  est  en  France;  il  n'est  parfois 
que  le  prétexle  à  renseignement  de  la  Géométrie  pure,  et  le  mode 


(')  Pour  le  compte  rcnilu   de  la  r»  édition,   voir  Bulletin,  t.  XVII  (2-  série), 
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de  représentation  dû  à  Monge  ne  figure  plus  guère  que  comme 
un  souvenir  historique,  que  Ton  conserve  avec  quelque  piété, 
parce  qu'il  a  été  Torigine  de  très  beaux  développemeols  théo- 
riques, mais  aussi  avec  un  peu  de  dédain,  parce  quMI  est  très 
particulier.  Chez  nous  il  a  été,  pendant  longtemps,  un  peu  trop 
exclusivement  enseigné;  mais  Thabitude  se  répand  de  plus  en 
plus,  tout  en  lui  laissant  une  place  prépondérante,  de  Téclairer 
par  quelques  idées  générales,  et,  quand  le  sujet  les  y  invile,  les 
professeurs  ne  craignent  plus,  tout  en  enseignant  la  Géométrie 
descriptive,  de  faire  quelques  excursions  du  côté  de  la  Géométrie 
pure.  Le  rôle  prépondérant  du  mode  de  représentation  que  Ton 
doit  à  Monge  est  évidemment  justifié  par  son  caractère  pratique. 
Les  règlements  récemment  édictés  en  Prusse,  pour  les  examens 
qui  donnent  accès  aux  fonctions  de  professeur,  rangent  la  Géo- 
métrie descriptive  dans  les  Mathématiques  appliquées,  avec  la 
Mécanique  technique  et  la  Géodésie  :  c'est  donc  la  Géométrie 
descriptive  pratique  que  les  candidats  doivent  étudier  et  c*cst  dans 
ce  sens  qu'est  eflectivement  rédigé  le  Traité  élémentaire  que  vient 
de  publier  M.  R.  Sturm,  bien  connu  par  ses  beaux  travaux  de 
Géométrie  synthétique.  Ce  Traité  n'est  d'ailleurs  que  la  réédition 
d'un  livre  que  l'auteur  avait  publié,  alors  qu'il  enseignait  à  TËcole 
technique  de  Darmstadt,  et  qui  était  naturellement  dirigé  dans  le 
même  sens.  Aussi  son  livre  ressemble-t-il  beaucoup  plus  aux 
Traités  français  que  la  plupart  des  livres  étrangers  sur  le  même 
sujet.  Il  traite  à  peu  près  des  matières  que  l'on  enseigne  chez 
nous  dans  les  classes  de  Mathématiques  élémentaires  supérieures. 
Le  seul  chapitre  qui  sorte  du  cadre  de  notre  enseignement  est 
celui  qui  se  rapporte  à  l'Axonométrie  :  signalons  «à  ce  propos 
l'élégante  démonstration  du  théorème  de  Pohike  qui  le  termine. 
L'exposition  est  claire,  sobre  et  condensée.  Il  n'y  a  guère  d  autres 
digressions  du  côté  de  la  Géométrie  pure  que  celles  qui  concernent 
Thomologie  et  l'affinité;  mais  celles-là  sont  en  quehpie  sorle  iné- 
vitables et  aucun  lecteur  ne  les  regrettera.  .1.  T. 
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EnCTKLOPÂDIB  DEB  MaTHEMATISCHEN  WlSSENSCHAFTEN  MIT  EiNSCHLUSS  IHBEB 

ÂNWENDUfiGEN.  IC.  Band,  1*  und  3*  Heft.  Ausgegeben  am  loApril  1900, 
in-S",  p.  161-399,  Leipzig,  Teubner,  1900. 

Le  fascicule  de  l^Encyclopëdle  des  Sciences  Mathématiques  dont 
nous  annonçons  ici  la  publication  contient  la  suite  de  l'article  de 
M.  Brunel  et  des  articles  de  MM.  Painlevé,  Vessîot,  von  Weber; 
nous  reproduisons  ci-dessous  les  titres  de  divers  paragraphes  : 


BRUNEL  (Intégrales  définies). 

r(a) 


Développement  en  série  de  logF.  —  La  fonction  ^"(a)  =  y} — V 

—  Calcul  approché  de  r(a)  pour  de  grandes  valeurs  de  l'argu- 
ment. —  La  fonction 


m 


(a)  =  logr(a)  —  la )  loga  -f-  a log(2Tc). 


—  Calcul  de  la  fonction  F.  —  La  constante  d'Euler.  —  Loga- 
rithme intégral.  —  Fonctions  B.  —  Autres  intégrales  qui  se  ramè- 
nent à  la  fonction  F.  —  Application  des  intégrales  définies  à  la 
théorie  des  séries.  —  Nombres  de  Bernoulli.  —  Intégrales  déter- 
minées particulières.  —  Sommes  de  Gauss. 


P.  PAINLEVÉ  (Équations  différentiellos  ordinaires;  existence  des  inlograles). 

Défiûiiions  et  problèmes  fondamentaux.  —  Etal  de  la  théorie 
avant  Cauchv. 

Méthode  de  Cauchy-Lipschitz. 

Principe  de   la  méthode.   —   Généralisation  par  Lipschitz.  — 
Détermination  précise  de  rintervallc  de  convergence.  —  Intégrale 
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première  d'un  syslème  différentiel.  —  Application  de  la  méthode 
au  domaine  des  nombres  complexes.  —  Cas  de  quotients  différen- 
tiels qui  ne  vérifient  pas  les  conditions  de  Lipschitz. 


Méthode  des  approximations  successives. 
Principes  et  résultats  de  la  méthode.  —  Corollaires. 

Méthode  du  Calcul  des  limites. 

Principes  et  résultats  de  cette  méthode.  —  Développement  de 
la  méthode.  —  Détermination  univoque  des  intégrales  par  les 
conditions  initiales.  —  Extension  du  domaine  de  convergence  de 
la  méthode.  —  Méthode  de  la  variation  des  constantes.  —  Re- 
cherche des  intégrales  premières. 

Conditions  initiales  singulières  non  exceptionnelles. 

Valeurs  initiales  pour  lesquelles  quelques-unes  des  fonctions /i 
sont  méromorphes  et  infinies.  —  Valeurs  initiales  qui  sont  pour 
quelques-unes  des  fonctions  fi  des  valeurs  de  ramification  algé- 
brique. —  Systèmes  différentiels  algébriques.  —  Application  aux 
équations  du  premier  ordre.  —  Équations  algébriques  du  premier 
ordre.  —  Comparaison  avec  la  théorie  des  enveloppes.  Historique. 
—  Extension  aux  équations  différentielles  d^ordre  quelconque. 

Conditions  initiales  exceptionnelles,  pour  les  équations  du 

premier  ordre. 

Recherches  de  Briot  et  Bouquet  sur  Téquation 

Tf  —  ax  -^by  -^  ...  =  ^{x,  y),         h  ^  o. 

' —  Cas  général,  dans  lequel  y  est  méromorphe  et  de  la  forme 
pour  loo.  —  Recherches  de  Picard.  —  Méthode  de  Poincaré. 
Compléments.  —  Application  au  domaine  des  nombres  réels.  — 
Recherches  de  Bendixson  et  Horn. 
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Conditions  initiales  exceptionnelles  pour  des  systèmes  diffé- 
rentiels quelconques. 

Théorème  général  de  Poincaré.  —  Complémenls.  —  Détermi- 
nalioD  de  classes  particulières  d'intégrales  dans  les  cas  d'exception. 
—  Cas  général  des  coefficients  difTérentiels  méromorphes.  — 
Application  au  domaine  des  nombres  réels.  Solutions  asjmpto- 
tiques  réelles. 


VESSIOT  (Équations  différentielles  ordinaires;  méthodes  élémentaires  dlnté- 
gration). 

Problèmes  fondamentaux.  Définitions.  —  Coup  d'œil  histo- 
rique. —  Théories  formelles  d'intégration.  —  Introduction  de 
nouvelles  variables.  —  Problèmes  d'équivalence.  —  Théories 
rationnelles  d'intégration. 


Equations  du  premier  ordre. 

Méthode  de  la  séparation  des  variables.  —  Méthode  du  multi- 
plicateur d'Euler.  —  Méthode  de  Lie.  —  Discussion.  Comparai- 
son des  transcendantes.  Intégration  algébrique.  —  Équations  de 
Jacobi  et  de  Riccati.  —  Equations  non  résolues;  intégration  par 
diflerentiation.  —  Interprétations  géométriques.  Usage  des  coor- 
données homogènes. 


Systèmes  d'équations  du  premier  ordre;  Théories  générales. 

Svslèmes  de  mulliplicateurs.  —  Multiplicateur  de  Jacobi.  — 
Méthode  de  Lie;  intrgralion  de  svslèmes  avec  un  groupe  connu 
de  transformations.  —  Intéirration  de  svslèmes  dont  on  connaît 
les  invariants  dilTérfnliels  et  intégraux.  —  Systèmes  de  variations. 
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Théories  spéciales  pour  les  équations  du  n^^^^  ordre. 

Méthode  du  multiplicateur  d^Euler.  —  Cas  de  rabaissement  du 
degré.  —  Théorie  de  Lie.  Equations  qui  admettent  des  groupes 
de  transformations  ponctuelles.  Généralisations.  —  Equations 
non  résolues.  Types  d^équations  intégrables. 


Classes  spéciales  d^ équations  et  de  systèmes  d^ équations, 

L^équation  linéaire  du  n*''"*  ordre.  —  Concepts  généraux;  sys- 
tème fondamental  de  solutions.  —  Equations  à  coeflicients  con- 
stants. Équations  de  Lagrange.  Méthode  de  d'Alembert.  —  Équa- 
tions à  second  membre.  Méthode  de  la  variation  des  constantes. 
—  Abaissement  de  Tordre  de  Téquation.  —  Solutions  communes 
à  deux  équations.  —  Équations  avec  un  système  fondamental 
donné.  Méthodes  symboliques.  —  Fonctions  diflcrentielics  ra- 
tionnelles des  solutions  d'un  système  fondamental.  Fonctions 
invariantes.  Transformation.  —  Équations  associées.  Équations 
adjointes.  —  Équations  du  second  ordre.  Systèmes  linéaires.  — 
Extension  des  théories  précédentes  aux  systèmes  d'équations  li- 
néaires. —  Systèmes  de  Lie  et  généralisations.  DifiTérentes  défi- 
nitions des  systèmes  de  Lie.  Théorie  de  leur  intégration.  —  Sys- 
tèmes les  plus  généraux  à  solutions  fondamentales.  Équations 
d'ordre  supérieur  avec  des  systèmes  fondamentaux  d'intégrales 
premières.  Généralisation  des  systèmes  de  Lie.  —  Systèmes 
d'équations  aux  dérivées  partielles  à  solutions  fondamentales.  — 
Classes  diverses  d'équations. 

Problèmes  d'équivalence. 

Position  du  problème.  Introduction  des  invariants  diflfércntiels. 
Méthodes  générales.  —  Invariants  des  équations  linéaires.  — 
Invariants  de  différentes  classes  d'équations. 

Théories  rationnelles  d^ intégration. 
Domaine  de  rationalité.  —  Irréductibilité.  —  Théorie  ration- 
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nellc  de  rintégralion  des  équations  linéaires.  —  Extension  de  la 
théorie  aux  systèmes  de  Lie.  Théorie  de  J.  Drach  pour  des  sys- 
tèmes quelconques  d'équations  du  premier  ordre. 


VON  WEBER  (Équations  aux  dérivées  partielles). 


Propriétés  générales  des  systèmes  différentiels. 

Existence  des  solutions;  systèmes  passifs.  —  Systèmes  de 
Mayer.  —  L'intégrale  générale.  —  Intégrales  particulières.  — 
Intégrales  singulières.  —  Intégrales  intermédiaires.  —  Intégrales 
complètes.  —  Formes  diverses  d'un  système  différentiel  général. 
—  Généralisation  de  Lie  du  concept  d'intégrale.  Transformations 
des  systèmes  différentiels. 


Les  équations  aux  dérii*ées  partielles  du  premier  ordre  à  une 

inconnue. 

LVquation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  —  Le 
multiplicateur  de  Jacobi.  —  Systèmes  complets.  —  Système 
d'équations  aux  différentielles  totales.  —  Méthodes  d'intégration 
de  Jacobi.  —  Les  intégrales  principales.  —  La  transformation  de 
Lie-Mayer. 

Le  problème  de  Pfaff. 

Historique.  Méthode  de  réduction  de  Pfaff.  —  Méthode  de 
Grassmann:  le  théorème  fondamental.  —  Les  équivalents  inté* 
£:niu\:  la  forme  normale  la  plus  générale.  —  Transformations 
d*uno  expression  de  PfatT.  —  Méthodes  de  réduction  de  Ciebsch 
ol  de  Lie.  —  Melhode  do  Frobenius.  —  La  théorie  des  transfor- 
inalions  de  contact  comme  cas  spécial  de  la  théorie  du  problème 
de  PiatT.  —  l/idoiuilé  do  Jacobi  et  do  ^Llyo^.  —  Généralisation 
ilo  la  ihoorio  de  Fn^bonius.  —  Kelalions  entre  les  expressions  de 
rfatVot  les  transformations  intinitôsimales. 
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Les  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  à  une 

inconnue  non  linéaires. 

Méthodes  de  Lagrange  et  de  PfaflT.  —  Méthode  de  Gauchy.  — 
Première  méthode  de  Jacobî.  La  théorie  de  Hamilton-Jacobi.  — 
Variation  des  constantes;  les  courbes  caractéristiques.  —  Inté- 
grales singulières.  — Les  bandes  caractéristiques;  représentation 
et  classification  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  —  Coordonnées  homogènes  d'un  élément.  —  Seconde 
méthode  de  Jacobi.  —  Systèmes  en  involution.  —  Groupes  de 
fonctions.  —  La  théorie  de  Bâcklund. 

Équations  différentielles  d^ ordre  supérieur. 

Systèmes  différentiels  avec  deux  variables  indépendantes.  — 
Classification  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre  d'après  leurs  caractéristiques  du  premier  ordre.  —  Inté- 
grales premières  d'une  équation  différentielle  du  second  ordre.  — 
Les  caractéristiques  d'ordre  supérieur  d*une  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre.  —  Les  caractéristiques  de  l'équation 
aux  dérivées  partielles  du  /i*^°®  ordre.  —  Relations  entre  deux 
équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre.  —  Systèmes  de 
Darboux;  systèmes  en  involution.  —  Les  théories  d'intégration 
de  Darboux-Lévy  et  leurs  généralisations.  —  Systèmes  différen- 
tiels du  premier  ordre  avec  plusieurs  inconnues.  —  La  méthode 
de  Laplace  et  ses  généralisations.  —  Application  du  concept  de 
groupe  aux  équations  différentielles.  —  Systèmes  différentiels 
avec  m  variables  indépendantes.  —  Les  caractéristiques  de 
Téquation  aux  dérivées  partielles  du  n**"*  ordre.  —  Systèmes  en 
involution  avec  une  inconnue.  —  La  généralisation  de  la  théorie 
de  Monge-Ampère.  —  Systèmes  différentiels  linéaires  du  premier 
ordre  avec  n  inconnues.  —  Systèmes  différentiels  non  linéaires 
avec  n  inconnues;  systèmes  normaux.  —  Systèmes  d'équations 
dePfaff(*). 

(*)  Nous  venons  de  recevoir  également  le  5"  fascicule  du  tome  I.  Il  ne  man- 
quera plus  qu'un  fascicule  pour  terminer  le  tome  I. 


la  ^ 


i88  PKEMIÈHE  FAKTIE. 


Memoirs  prbsentbd   to   thb   Cambriogb   Philosophical  Socibty  0?f   TnB 

OCCASION  OP  THB  JUBILEB  OP  SIR  GbORGB  GaBRIBL  StOKES,  BaRT,  HoX.  LL.  D., 

HoN  se.  D.  LucAsiAN  pROPEssoR.  Cambridge  Uni versity  Press,  1900,  i  vol. 
in-4'  xxviii-447  p.  avec  a5  pi. 

Le  Volume  que  nous  présentons  aujourdliui  à  nos  lecteurs 
doit  être  considéré  comme  étant  le  XVIIP  des  Transactions  de  la 
Société  Philosophique  de  Camhridge  {Cambridge  Philoso- 
phical  Society).  11  est  publié  en  Thonncur  de  Sir  George  Stokes 
et  contient  en  premier  lieu  le  compte  rendu  des  belles  cérémo- 
nies par  lesquelles  TUniversilé  de  Cambridge  a  célébré,  l'année 
dernière,  le  cinquantième  anniversaire  de  la  nomination  de  cet 
illustre  savant  dans  la  chaire  Lucasienne,  occupée  par  Newton. 
L'appel  que  TUniversité  de  Cambridge  avait  adressé  à  tous  les 
corps  savants  du  monde  entier  avait  partout  reçu  le  meilleur 
accueil.  D'Angleterre,  d'Amérique,  d'Allemagne,  d'Italie,  de 
France  et  de  beaucoup  d'autres  pays  étaient  accourus  de  nom- 
breux savants  désireux  de  s'associer  à  l'hommage  que  l'Univer- 
sité de  Cambridge  rendait  à  la  carrière  si  belle,  si  homogène  et 
si  bien  remplie  de  Sir  G. -G.  Stokes.  Le  Volume  contient  d'abord 
par  ordre  chronologique  la  liste  des  Universités,  Académies, 
Collèges  et  Sociétés  qui  se  sont  fait  représenter;  il  contient  aussi 
le  compte  rendu  de  la  séance  dans  laquelle  des  diplômes  de 
docteur  es  sciences  honoris  causa  ont  été  conférés  à  quelques 
uns  des  délégués  présents  :  MM.  Cornu,  Darboux,  Michelson, 
Miltag-Leffler,  Quincke,  Voigt.  Ce  compte  rendu  est  suivi  du 
bel  article  sur  la  théorie  des  ondes  lumineuses  et  sou  influence 
sur  la  Physique  moderne  qu'a  lu  M.  Cornu,  chargé  cette  année 
de  la  Ikctle  l.ccture.  C'est  avec  cet  article  que  se  termine  le 
compte  rendu  proprement  dit  des  fêtes  du  Jubilé. 

Le  reste  du  Volume  contient  une  série  de  Mémoires  présentés 
par  quelques-uns  des  di'léjjuês  présents  à  la  Société  philoso- 
phique de  Cambridïre.  Ce  sont  les  suiv.ints  : 

I.  On  ihe  <)njl\tio<il  ropro<enlallon  of  a  uiiif«>rni  Lranch  of  a  mono- 

çrnio  l'uni  lion,  pji   M.  Miiu^-I.ofllcr.  |».  i-ii. 

H.  Api'lioa'.i.^n  «"^1*  \\\^  r.iitiui»n  anal\si>  l«>  iho  ^lu-lx  «^f  ih»*  prop^rlios 


COMPTAS  HKNDUS  IîT  ANALYSES.  189 

of  any  System  of  Consécutive  ïntegers,   by  Major   P. -A.  Mac 
Mahon,  p.  i2-3i. 

III.  On  the  Intégrais  Systems  of  Diiïerential  Equations,  by  Prof.  A.- 
R.  Forsyth,  p.  35-90. 

lY.  Ueber  die  Bedeutung  der  Constantes  b  des  Van  der  Waal'sclien 
Gesetzes,  von  Prof.  Boitzmann  und  D**  Mâche,  p.  91-93. 

V.  On   the  solution  of  a  Pair  of  simuhaneous   Linear  Diflerential 

Equations  wich  occur  in  the  Lunar  Theory,  by  E.-W.  Brown, 
p.  94-106. 

YI.  The  periodogram  of  magnetic  Dcclination  as  obstained  from  the 
records  of  the  Greenwich  Observatory  during  the  years  1871- 
1895,  by  A.  Schuster,  107-135. 

YII.  Experiments  on  the  Oscillatory  Discharge  of  an  Air  Condenser, 
with  a  Détermination  of  p,  by  O.-J.  Lodge  and  R.-T.  Glaze- 
brook,  p.  13G-19G. 

Vin.  The  Geometry  of  Kepler  and  Newton,  by  C.  Taylor,  p.  197-219. 

IX.  Sur  les  groupes  continus,  par  II.  Poincaré,  p.  -220-255. 

X.  Contact  transformations  and  Optics,  by  E.-O.  Lovett,  p.  256-268. 

XL  On  a  Class  of  Groups  of  Finite  Order,  by  W.  Burnside,   269-276. 

XIL  On  Green's  Function  for  a  Circular  Disc,  witht  applications  to 
Electrostatic  Problems,  by  E.-W.  Hobson,  277-291. 

XIIÎ.  Démonstration  of  Green's  Formula  for  Elcctry  Density  near  the 
vertex  of  a  right  cône,  by  II. -M.  Macdonal,  p.  292.-297. 

XIV.  On   the    Effects   of  Dilution,    Température    and    other    circon 

stances,  on  the  Absorption  Spectra  of  Solutions  of  Didymium 
und  Erbium  Salts,  by  G.-D.  Liveing,  p.  298-3i5. 

XV.  The  Echelon  Spectroscop,  by  A. -A.  Michelson,  p.  3i6-323. 

XVI.  On  Minimal  Surfaces,  by  H.-W.  Richmond,  p.  324-332. 

XVII.  On  quartic  Surfaces  which  admit  of  Intégrais  of  the  fîrst  kind  of 

total  DiO'ercntials,  by  A.  Berry,  333-347. 

XVIII.  An  Electromagnetic  Illustration  of  the  Theory  of  Sélective  Ab- 

sorption of  Light  by  a  Cas,  by  H.  Lamb,  p.  348-363. 

XIX.  The  propagation  of  Waves  by  Eiastic  Displacement  alonga  Helical 

Wire,  by  A.-E.-II.  Love,  p.  364-374. 

XX.  On  the  Construction  of  a  Model  showing  the  27  Lines  on  a  Cubic 

Surface,  by  H. -M.  Taylor,  p.  375-379. 

XXI.  On  the  Dynamics  of  a  System  of  Elections  or  Ions  :  and  on  the 
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Influence  of  a  Magnetic  Field  on  OptJMl  Pbi 

Larmor,  380-407. 
XXII.    On  the  theorj  of  Fonctions  of  leTonl  Gonipli 

II.-F.  Baker,  p.  4o8-444- 

On  le  Toit,  le  Recueil  est  des  plus  variés,  et  l'hommu^c  rmilii  à 
Sir  G.-G.  Stokea  lai  vieal  des  cAlés  les  plas  opposés.  Le  Volnine 
est  d'ailleors  orné  d'an  très  beau  portrait  da  savaot  aatjael  il  eit 
dédié;  il  contient  également  la  reproduction  de  la  face  et  du 
revers  de  la  médaille  qui  lui  a  été  offerte  A  rocca«<»i  de  Km 
Jubilé. 


MÉLANGES. 

HOTE  AU  SUJET  DE  L'ARTICLE 
-  8DB  nXE  BELATIOH  afiOMfiTRIQDB  EITTRE  DEUX  CODBBES  >, 

Pnblit,  par  U.  N.-J.  BATZIDAKIS,  i  !■  page  41  de  ce  Volame. 

L'aateur  de  l'article  nous  prie  d'insérer  la  remarque  saivaate  : 
«  Le  théorème  exprimé  par  la  formule  (5')  et  son  réciproque  sont 

des  cas  particulier.»  d'une  proposition  qui  se  trouve  dans  une  Note 
de  M.  G.  Pirondini  Sur  les  surfaces  réglées,  insérée  en  1895-98 
dans  le  t.  XIII  du  J ornai  de  Sciencias  mathemalicas  et  astro- 
nomicas  dirigé  par  M.  F.-O.  Teixeira. 

En  effet  M.  Pirondini  fait  tourner  les  bÎDormales  d'une  courbe  L 
de  l'angle  Q,  dans  les  plans  normaux,  et  il  démontre  ensuite  que  la 
condition  nécessaire  et  suKisanIc  pour  que  la  surface  (I)  engen- 
drée par  les  nouvelles  positions  des  binormales  soit  la  surface 
gauche  des  bînormales  d'une  certaine  courbe  est  exprimée  par 
l'équation 


où  p  et  r  désignent  les  rayons  de  courbure  et  de  torsion  et  /c  une 
constante.  » 
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Ostwald's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  N*  92.  In-8".  Leip- 
zig, Engtilmann.  Gart.  1  m.  40  pf. 

Contenu  :  Kant's  allgemeine  Naturgeschichte  und  Théorie  des  Himmcls  odcr 
Versuch  von  der  Verfassung  und  dem  mechanischen  Ursprunge  des  ganzen 
Weltgebâudes  nach  Newton'schen  Grundsâtzen  abgeliandelt.  1755.  Hcrausge- 
gcben  von  A.  I.  von  Oettingen.  Neue  Aufl.  i58  p. 

ScHiMPFP  (E.).  —  Zur  Définition  der  Konvergenz  der  unendlichen 
Beihen  und  der  unendlichen  Produkte,  —  Mehrfache  Grenzgleich- 
ungen,  —  Grenzgleichungen  period,  Reihen,  In-4",  3o  p.  Berlin, 
J^Iayer  et  Muller.  i  m. 

Bachmann  (P.).  —  Zahlentheorie  und  Versuch  einer  Gesammtdar- 
•steliung  dieser  Wissenscha/t  in  ihren  Ilaupttheiien.  -4*  ThL  a.  u.  d.  T.: 
J)ie  Arithmetik  der  quadrat,  Formen.  1*  Abthlg.,  gr.  in-8",  xvi-668  p. 
Leipzig,  Teubner.  18  m. 

BoREL  (E.).  —  Leçons  sur  la  théorie  des  fonctions,  In-8",  viii-i38  p. 
avec  fig.  Paris,  Gauthier-Villars.  3  fr.  5o  c. 

BouRLBT  (G.).  —  Leçons  de  Trigonométrie  rectiligne.  In-8°,  xii-323  p. 
avec  Hg,  Paris,  Golin  et  G'*. 

Ml'RKAy'(  D.-A.).  —  An  Elementary  Course  in  the  Intégral  Calculus, 
In-12,  New- York.  10  sh.  6  d. 

OsTWALD*s  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften.  N°  93.  Leipzig, 
£ngelmann.  Relié,  i  m.  20  pf. 

Contenu  :  Leonhard  Euler,  drci  Abhandlungcn  ûbcr  Kartenprojection.  1777. 
Herausgeg.  von  A.  Wangerin,  avec  9  fig. 

Rkte  (Tu.).  —  Lectures  on  the  Geometry  of  Position.  Traduit  par 
T.-F.  Ilolgate.  Part  i.  In-8".  London,  Macmillan.  10  sh. 

Riemann(B.). —  Œuvres  mathématiques.  Trdiùmt^diT  L.  Laugel.  In-8, 
3txxv-453  p.  avec  fig.  Paris,  Gauthier-Villars.  i4  fr. 

OsTWALD*s  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  N"  96.  Leipzig, 
£ngelmann.  Relié,  2  m.  4o  pf. 

Contenu  :  Sir  Isaac  Ncwton^s  Oplik  odcr    Vbhandlung  Uber  Spicgelungcn, 
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Brechungcn,  Bcugungen  und  Farben  des   Lichtes.  (1704.)  Herausgegeben  tod 
W.  Abendroth.  1"  volume  avec  un  portrait  de  Newton  et  46  fîg. 

BuDiSAVUEViÉ  (E.  V.)  u.  MiKUTA  (A.).  — Leitfaden  fûr  der  Unterricht 
in  der  hôheren  Mathematik,  1*  Bd.  Grundzûge  der  Determinanten- 
Théorie  u,  der  projectiven  Géométrie.  Analytische  Géométrie.  Gr. 
in-8%  x-49^  P-  avec  108  fig.  Wien,  Braumiiller.  Relié,  8  m. 

Grap  (J.-II.)  u.  Gubler  (E.).  —  Einleitung  in  die  Théorie  der  Bes 
seVschen  Funktionen.  (In  2  Heften.)  1*  Hefl  :  Die  BesseVsche  Funktion. 
1"  Art.  Gr.  10-8",  vi-142  p.  avec  fig.  Bern,  Wyss.  3  m.  20  pf. 

Kemuer  (G.).  —  Ueber  die  Verwandlung  von  Proj'ektiçitàten  in  Jnvo- 
lutionen  u.  von  Beziprozitàten  in  Polarsysteme  durch  Anwendung von 
Projectivitàten.  Dissert.  Gr.  in-8",  24  p.  avec  2  planches.  Darmstad, 
Winler'sche  Buchdr.  i  m. 


Third  (J.-A.).  —  Modem  Geometry  of  the  Point,  Straight  Line 
Circle;   an  Elementary   Treatise.  In-8",  266  p.   London,    Blackwood. 
3  sh. 

Helmhotz(II.  V.).  —  Vorlesungen  ûb.  theoretische  Physik.  Herausgeg. 
von  A.  Konig,  O.  Krigar-Menzel,  F.  Richarz,  C.  Range.  P  Bd,  2*  Abthig. 
u.  III*  Bd.  In-8°.  Leipzig,  Barth.  27  m. 

Contenu  :  I.  2.  Vorlesungen  tib.  d.  Dynamik  discreter  Massenpunkte.  Hrsgeg- 
von  O.  Krigar-Menzel.  x-38o  p.  avec  21  fig.  i5  m.  —  III.  Vorlesungen  Oberdû 
mathemat.  Principien  der  Akustik.  Hrsgcg.  v.  A.  Konig.  x-a56  p.  ayec  ai  fig. 
13  m. 

Breuer  (  A.).  —  Elementar  entwickelte  Théorie  und  Praxis  derFun 

tionen  einer  complexen   Variabelen  in  organischer  Verbindung  mi 
der  Géométrie.  Gr.  in-S**,  vjii-2o5  p.  avec  84  fig.  Wien,  Daberkow.  5  m 

Dracii  (J.)-  — Essai  sur  une  théorie  générale  de  l'intégration  etsui 
la  classification  des  transcendantes.  In-4',  i5o  p.  Paris,  Gauthier-Vil- 
la rs. 

Floquet  (G.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  ou  d'un  fil  glissan 
sur  un  plan  horizontal  fixe  lorsqu'on  tient  compte  de  la  rotation  d( 
la  Terre  et  du  frottement.  ln-8°,  iG  p.  avec  fig.  Nancy,  inapr.  Berger 
Levrauk  cl  G'^ 

GoETTLKR  (J.).  —  Conforme  Abbildung  ci  nés  von  confocalen^  ellij. 
tischen  und hyperbolischcn  Kurven  /i'^''  Ordnung  begrenzten  Ftâchen- 
stuckes  aufdie  llalbebenc.  Gr.  in-S",  84  p.  avec  3  planches.  Passau,  Wald 
bauer'sche  Buchh.  i  m. 
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Papers  on  MECiUMCAL  AND  PiiYSicAL  stBJECTS,  by  Osbonie  Fc)nol(h,  F.  R.  s., 
Mem.  Insl.  G.  E.,  L.  L.  D.,  Professor  of  Engineering  in  liie  Owens  Collège, 
and  Honorary  fellovv  of  Queens'  Collège,  Cambridge.  Reprinlod  from  varions 
Transactions  and  Journals.  Vol.  I,  18O9-1887-.  Cambridge  :  at  tho  Univer- 
sily  Press.  1900. 

• 

Ce  premier  Volume  contient  4^  Notes  ou  Mémoires  publiés 
cJe  1869  à  1882  par  M.  Osbornc  Reynolds  dans  divers  recueils 
scientifiques  inégalement  répandus  hors  des  lies  Britanniques. 
C^uelques  extraits  de  Mémoires  publiés  intégralement  plus  lard, 
six  courtes  Notes  d'intérêt  temporaire,  et  un  Mémoire  de  James 
ï^rescotl  Joule,  publié  à  part  (vol.  VI,  4*  s.,  Mem,  and  Pi  oc,  of 
^he  Manchester  Lit,  and  Philos.  Soc.)  sont  seuls  exceptés  de  la 
I présente  réimpression. 

Parmi  les  Mémoires  qui  intéressent  le  plus  les  Physiciens  cl 
1  es  Mathématiciens,  je  signalerai  le  n"  7^^  :  Destraction  da  son 
yjar  le  brouillard;  les  n"*  16  et  22  :  Réfraction  du  son  dans 
£^ atmosphère;  le  n°  10  :  Condensation  des  mélanges  d^air  et 
^e  vapeur  sur  les  surfaces  froides  ;  les  n"*  11-12  :  Forces  super- 
^^^cielles  dues  à  V  évaporât  ion;  le  n**  23  :  Forces  dues  aux 
échanges  de  chaleur  entre  une  surface  et  un  gaz;  cl  surtout  le 
t-r^s  important  Mémoire  de  1879  (n"  33)  :  On  certain  dimen- 
JKÎonal  properties  of  mat  ter  in  the  gaseous  s  ta  te. 

Ce  Mémoire  est  divisé  en  deux  parties.  Dans  la  preniicre  Partie, 

;périmentale,   Tauteur  étudie   récoulement  (transpiration)  des 
;az  à  travers  Técume  de  mer,  par  différence  de  pression  et  par 
différence  de  température,  et  les  radiomôtres  à  vannes  très  petites. 
-Le  rôle  du  chemin  moyen  des  molécules  gazeuses,  comparé  aux 
cJimensions  des  trous  de  Técume  de  mer,  du  plâtre,  etc.,  ou  aux 
cjimensions  des  vannes,  est  nettement  mis  en  évidence  par  les 
^^ariations  de  la  pression  d^inversion  avec  ces  dimensions.  Au- 
dessus  de  cette  pression,  le  gaz  se  com|)orle  comme  à  la  pression 
atmosphérique,   les  courants   généraux   déterminent   les   phéno- 
ïiîrnes;  au-dessous,  le  gaz  se  comporte  comme  aux  très  basses 
l^ressions  et,  pour  les  inégalités  de  température,  eu  particulier, 

Bull,  des  Sciences  matliém.^  2'  série,  t.  X\IV.  (SeplPinbre  njoo)  iJ 
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IcH  oU'ots  sonl  (lo  sens  opposé.  Bien  entendu,  les  deux  modes 
<rurli()n  se  combinent  au  voisinage  de  la  pression  d'inversion.  La 
seconde  Partie,  lliéorique,  est  fort  longue  et  pénible  à  lire;  inté- 
ressante néanmoins.  Maxwell  a  donné  les  équations  générales  dont 
dépend  le  phénomène,  par  une  méthode  à  la  fois  rigoureuse  et 
rclotivcment  rapide,  mais  qui  n'appelle  peut-être  pas  avec  autant 
d^insistance  Tatlention  du  lecteur  sur  le  rôle  de  rallongement  du 
chemin  moyen  aux  basses  pressions. 

Signalons  encore  le  n"  18  :  Sur  le  frottement  de  roulement, 
et  toute  une  série  de  Mémoires  sur  le  fonctionnement  des  hélices 
propulsives  des  navires  et  les  troubles  produits  par  les  appels  d'air 
dans  riiélice;  enfin  diverses  Notes  de  Météorologie  physique  et 

de(*apillarité. 

M.  Brillouin. 


PASr.Al.  iR.V      •  RKPKRTt^RIO   Dl  MlTKMATICllB   StPEKlOlll  ( HEFINUIOXI,  POR- 

Moi.K«  TKt>RKMi«  cKNNt  BiBtUHîR^FicO.  II.  Gcometria.  Petit  iii-i8*,  Milan, 
VlrÙH>  lltH^plK  \vm-9)8  p.:  iijïk». 

Noms  avons  déjà  rtMidu  compte  dans  le  Rulleiin  de  la  première 
I^irtîo  de  00  Koportoîrt\  oonsaonVà  TAnaUse  supérieure.  La  Géo- 
motrio  quo  nousa>ons  ù  anul>sor  aujourd'hui  est  exécutée  d'aprt'S 
lo  \\\m\  quo  nous  avons  dôj;\  fait  connaître  el  elle  se  recommande 
aus^^i  par  los  qualités  quo  nous  a\ons  déjà  signalées. 

Lo  point  o>>ontiol  do  nolrt*  analyse  sera  donc  findicalion  des 
matiort^s  iraitoos  d^ns  oo  nouxoau  \  olume  du  saxant  professeur  de 
ri  ni\oi>ilo  do  l\i\io.  Il  so  dixiso  on  vinjl-ileux  Chapîtrt^s  qui 
ombrassent  toutes  los  parties  ossontiollos,  toutes  les  méthodes  de 
U  lioom  tno-  Nous  x  xoxons  rappoloos  on  pnrmier  lieu  toutes  les 
notions  tondamout;do<  qui  so  rattachent  à  lai»è\>melrie  pryjectîve 
ot  à  la  tioouulîio  analxtiquo,  los  tonnes  ali:x4*riqMe>.  les  ethniques 
ot  los  «|uadnquo>«  !o<  0vMirl»e<  pUno'^  en  i:enoraL  puis  les  cubiques 
ol  los  quait>qaos,  lo<  surfa».v>  oî  lo^CvMuly^s  dans  re>jxjce,  les  sur- 
ùoos  tub^juîs.   ^ia   o;:a:iu'aîo  orvirr  o:  do  iJo^rt*   swjW'rieur*   Un 

t  h.roïiïv  <s:  Ov'r.^,îv:.    ^  S  luvînotï.o  sîo  \j>  ;  ir^-  »îrvMte  dans  Tes- 

* 

:  -i  V  i*    .'.'•:   ^v^  :iV  >|    Pa^vj^î  r\>,  l^  *o  ivjis  n->n  plu<  la 
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théorie  des  caractéristiques  et  les  recherches  des  géomètres  sur  la 
Géométrie  énumérative.  Viennent  ensuite  les  théories  infinitési- 
males qui  se  rapportent  aux  courbes  et  aux  surfaces  :  étude  des 
contacts,  des  développées  et  des  développantes,  des  lignes  tracées 
sur  les  surfaces,  de  la  courbure  des  surfaces,  des  systèmes  triples 
orthogonaux  et  descongruencesrectilignes.  L'auteur  considère  les 
principales  générations  et  transformations  métriques,  surfaces  de 
révolution,  courbes  spéciales,  etc.  Il  rappelle  les  principales  pro- 
positions relatives  à  VAnalysis  silus,  à  la  théorie  des  polyèdres, 
à  la  connexion  d\ine  surface  de  Ricmann,  à  la  Géométrie  des  h}- 
perspaces,  ainsi  qu'à  la  Géométrie  non  euclidienne. 

Le  dernier  Chapitre  contient  un  résumé  des  travaux  récents  re- 
latifs à  la  Géométrie  du  triangle  et  TOuvrage  se  termine  par  un 
index  alphabétique  des  matières  traitées  dans  le  premier  et  le 
second  Volume. 

La  confection  d'un  pareil  résumé  a  du  coûter  bien  des  re- 
cherches ë  son  auteur;  en  revanche,  il  en  épargnera  beaucoup  à 
ceux  qui  en  feront  usage,  (l'est  h»  meilleur  éloge  (|ue  l'on  puisse 
en  faire. 


SERRET  (J  -A  ).  —  CotR9  de  c.\i.ci:l  oirFBRKNTiEL  kt  intk(;r\l,  *"  édilion 
accompQ":  'ée  d*une  Note  sur  la  Ihéorie  des  funclions  elliptiques  par 
M.  C\\.  IIerfnit\  t.  I,  Calcul  diflércntiel,  xiii-618  p.;  t.  Il,  Calcul  intégral, 
xiii-907  p.  a  vol.  in-8".  Paris.  Gautliier-Villcrs,  m.joo- 

Il  nous  suffira  évidemment  de  signaler  cette  cinquième  édition 
de  l'excellent  Ouvrage  de  notre  maître  regretté.  Nous  avons 
assisté  vers  1864  aux  premières  leçons  de  Calcul  infinitésimal 
que  Serret  a  données  a  la  Sorbonne;  nous  nous  rappelons  Tin- 
fluence  qu'elles  ont  eue  sur  l'enseignement  et  la  faveur  avec 
laquelle  elles  ont  été  accueillies.  Cette  faveur  n'était  pas  le 
résultat  d'un  engouement  passager;  le  succès  qu'ont  obtenu  les 
leçons  de  Serret  lorsqu'elles  ont  été  réunies  en  volumes,  les  tra- 
ductions qui  en  ont  été  faites  à  l'étranger,  les  éditions  successives 
que  M.  Gauthier-Villars  a  du  en  publier,  sont  la  meilleure  preuve 
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qu'elles  répondaient,  qu'elles  ne  cessaient  pas  de  répondre  à  de 

réels  besoins.  La  Science  s'est  enrichie,  mais  les  fondements  et 

les  principes  demeurent  les  mêmes.    On   les   trouvera  exposés 

avec  clarté  et  méthode  dans  le  |)résent  Traité. 

G.  D. 


MELANGES. 

DE  L'INTÉGRATION  DE  LÉQUATION  \u  =  e-  SUR  UNE  SURFACB  FERMÉE; 

Par  m.  Emile  PICARD. 

En  exposant  Tété  dernier  dans  mon  Cours  mes  recherches  su 
rintégration  de  Téquation  A//  =  ^"  sur  une  surface  fermée,  j*a 
été  amené  à  reprendre  mon  Mémoire  sur  ce  sujet  {Journal  di 
Math, y  i8()3).  Il  m'a  semhlé  que  plusieurs  points  étaient  tro 
sommairement  indiqués,  et  que  le  premier  lemme  fondamenta 
sur   lequel  je    m^appuie    pouvait   être   présenté    d'une   manier 
beaucoup  plus  simple  et  plus  précise;  j*ai  été  aussi  conduit  à  fai 
diverses  remarques  qui  ne  sont  pas  sans  intérêt  pour  la  théori 
des  équations  aux  dérivées  partielles  au  point  de  vue  où  je  m 
suis  placé  dans  diverses  recherches.  Ce  sont  ces  leçons  que  je  ma 
propose  de  résumer  ici,  en  priant  le  lecteur  de  bien  vouloir  sa 
reporter  d'abord  au  Mémoire  cité  pour  Texpcisé  général  du  pro- 
blème et  [»our  te  i|ui  concerne  les  points  sur  lesquels  je  n'avai 
aucune  niodilicalioii  à  apporter. 

I.   Commençons  par  préciser  la  nature  de  certains  points  sin 
gulicrs  des  intéijrales  de  Tcqualion 

qui  seront  les  seuls  que  nous  aurons  à  considérer  dans  celle  élud< 

En  dé-ii^inanl  par  r  la  di^lance  tlu  pt»inl  yx.y\  à  l'origine,  et  ,^ 

rcprc^enlanl  une  con>h»nlc,  posons 
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L^éqiialion  précédente  devient  alors 

(i)  Ai>  =  /'?.e»'. 

Il  est  facile  de  voir,  en  procédant  par  approximations  succes- 
sives, que  si 

il  existe  des  intégrales  de  l'équation  (2)  continues  autour  du 
point  O  et  au  point  O  lui-même.  On  prend  à  cet  elTet  un  con- 
tour C  suffisamment  pelit  autour  de  Toriginc,  et  l'on  considère 

les  équations  successives. 

Apo  =  r^ 
Ai>i  =  r^.c* 


•♦'0 


Ap„  =  r^,e^n-x 


tous  les  V  prenant  une  même  succession  de  valeurs  données  sur  le 
bord  C.  On  établit  sans  peine  que  dans  le  cas  où  ,3  est  supérieur 
à  —  'Ày  et  si  le  contour  est  suffisamment  petit,  la  limite  de  (Vi  donne 
une  intégrale  de  (2)  prenant  les  valeurs  données  sur  C  et  continue 
même  à  Torigine. 

î2.  Il  est  intéressant  de  recbercher  ce  que  deviennent  les  déri- 
vées premières  —  et  -—  à  Toriginc.  On  voit  de  suite  qu'elles  sont, 

comme  r,  continues  à  Torigine  quand  ,3  est  supérieur  à  —  1,  mais 
il  en  est  autrement  si  [3  est  compris  entre  —  1  et  —  2. 

Pour  le  voir,  et  nous  rendre  compte  de  la  forme  de  c  et  de  ses 
dérivées  premières  au  voisinage  de  Torigine,  prenons  d'abord  le 
cas  très  simple  où  le  contour  C  serait  circulaire  et  où  les  valeurs 
données  seraient  nulles.  Dans  ce  cas,  c  ne  dépend  que  de  r,  et 
nous  avons  l'équation  diUerenlielle  ordinaire 

d^v        1   di'         «, 
dr-        r  dv 

(|ui  peut  encore  s'écrire 

d  I    dv  \        ^  , 


et,  par  suite, 


di^ 


dv       r 


iy8  IMiKMlÈHE  PAIiïlE. 

Nous  nous  plaçons  toujours  dans  riiypolhèsc  ^>  —  a;  rînté- 
grale  du  second  membre  a  alors  une  valeur  finie  pour  r  =  o.  Par 

suite,  r  -r-  tend  vers  une  valeur  finie  pour  r  =  o.  Je  dis  que  celte 

valeur  finie  ne  peut  ôlre  que  zéro.  Soit  en  effet 

dv 

Si  o{o)  n'est  pas  nul,  on  déduit  de  cette  relation 

et,  par  suite,  v  serait  infinie  pour  r  =  o.  On  peut  aller  plus  loin^ 
on  a,  d'après  ce  qui  précède, 


dv 


nous  pouvons  donc  écrire 


dv         .  rP+« 


Nous  concluons  de  là  que  -r-  est  de  la  forme 


dr  p-H  2 

ç'  étant  la  valeur  de  i>  pour  une  valeur  comprise  entre  o  cl  r. 

dv 
dr 

M  restant  Jinie  pour  r  =  o,  et  enfin  v  sera  de  la  forme 

t'o-+-  rP-*"'.Mi         (l'o  étant  une  constante), 

M  restant  finie  pour  r  =  o. 

Ce  que  nous  venons  de  trouver  pour  ce  cas  particulier  est 
général.  Les  approximations  successives  montrent  que,  pour 
toutes  les  solutions  trouvées  au  paragraphe  précédent,  les  déri- 
vées naiiielles  —  et  —  sont  autour  de  roricrine  de  la  forme 

v\  1'  est  (!(»  la  formt* 

M  ri  M,  reliant  (inlcs  pour  r -^  o. 


MÉLANGES.  199 

3.  Nous  venons   de   considérer  le  cas  d'un   point  singulier  à 
dislance  finie.  On  peut  supposer  le  point  singulier  à  Tinfini.  Il 

suffit  de  faire  une  inversion  en  posant 


.f  .    ...  » 


T  -^  ly 


x-^iy 
Uéquation 

devient 

;—--+-  -T^  =  —  c"         (  r'i  =  x"i  -+-7'*  ). 

Au  lieu  du   point  ù   rinfini  dans  le  plan  (j*,  y),  nous  avons  le 
point  zéro  dans  le  plan  (*î^,  J^).  En  posant 

M  r=  a  Iogr'-+-  v^ 


l'équation  précédente  devient 


'«-^c*', 


Donc,  pour  avoir  un  point  singulier  de  la  nature  de  ceux  consi- 
dérés plus  haut,  il  faudra  que 

ae  —  4  >  —  '>'         ou         a  >  2. 

4.  Envisageons  maintenant,   si   elle  existe,    une   intégrale   de 

Téquation 

Ali  =  c" 

ayant  comme  points  singuliers  du  type  précédent  n  points  à 
distance  finie  0|,  O2,  . .  .,  O,,  correspondant  aux  coenicienls  ^i, 
jSj,  ...,  [î/i(^/>  —  2),  et  avec  la  condition  supplémentaire  rela- 
tive aux  dérivées  du  premier  ordre  telle  qu'elle  est  exprimée 
au  §2.  De  plus,  le  point  à  TinOni  est  un  point  singulier  de  même 
nature,  et  il  lui  correspond  l'exposant  a  envisagé  au  §  3. 

Il  doit  tout  d'abord  exister  entre  a  et  les  [ï  une  inégalité  néces- 
saire. Considérons,  en  efiet,  n  petits  cercles  décrits  autour  de  Oj, 
O2,  ...,  0,1  et  un  cercle  d'un  très  grand  rayon.  Portons  notre 
attention  sur  la  portion  du  plan  extérieure  aux  petits  cercles  et 
intérieure  au  grand  cercle;  de  l'équation 


on  lire 


/   /  lu  dx  (iy  =  j  I  e"  dr  dy  >  o. 


l'iiiU*gralc  double  étanl  étendue  à  l'aire  envisagée.  Par  conséquent, 
d'après  la  formule  de  Green, 


/StS ''*<"• 


la  dérivée  étant  prise  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure.  Or  on 
a,  pour  le  voisinage  de  0|, 

ol  -.-  ^^^  ^^  Tordre  de  r^"*"*.  Il  en  résulte  de  suite  que,  dans  l'iné- 
galité prtxédcnle,  la  part  des  petites  circonférences  est  repré- 
sentée par 


On  voit  aussi  facilement  que  la  part  de  la  très  grande  circonfé- 
rence est 

et  ron  a,  par  suilc,  l'inégalité  nécessaire  que  nous  voulions 

obtenir 

a  4-  3i-+-.  ..4-  îi«<o. 

Nous  savons  d'ailleurs  (|ue  a  >*  a,  pt>  —  a. 

5.  Nous  allons  maintenant  démontrer  qu'iY  ne  peut  y  avoir 
tlcux  in tégralt\s  jouissant  des  propriétés  indiquées,  Sup|>osons 
qu'il  existe  doux  telles  intégrales  u  et  r,  et  soit 

u  =  %*  -^  /i. 

U  n'o^t  tout  d*abord  pas  possible  que  h  soil  constamment 
jH»silit,  car  di*  la  rolahi>n 

OU  ronrIuL  rn  t*n>iNa^(\iiii  lo  morne  oonl«Hir  quo  plus  liaul, 

/    I  \f:dr   fi  I    I  c^^t''*-'l^d.rdy-    o; 
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par  conséquent, 


/ 


as  <  o, 


dn 
IVgalîlé  élanl  exclue. 

//A 

Or  ce  résultat  esl  impossible,  car^  dans  le  voisinage  de  0/ étant 

de  Tordre  de  rf"^*,  l'intégrale  du  premier  membre  relative  à  chacune 
des  circonférences  0/  tend  vers  zéro,  et  il  en  est  de  même  pour  la 
grande  circonférence  pour  une  raison  analogue.  Donc  la  diffé- 
rence Il  ne  peut  être  toujours  positive. 

Démontrons  en  second  lieu  un  lemme  qui  nous  sera  d'ailleurs 
1res  utile  tout  à  l'heure.  J'envisage  un  contour  C  contenant  l'ori- 
gine, et  l'équation 

(E)  Lh  =  k{x,  ^).r?.(eA-  1)        (P  >  -  2), 

où  A(j:,  y)  est  une  fonction  positive  et  continue  dans  C.  Je  dis 
que  si  une  intégrale  li  de  celte  équation  partout  continue  dans  C 
(avec  la  condition  que  les  dérivées  du  premier  ordre  soient  autour 
de  Torigine  de  Tordre  de  /•?"*"*)  prend  surC  des  valeurs  comprises 
entre  —  M  et  -}-  M,  on  aura  à  r intérieur  de  C 

(3)  |/i|<M. 

Si  le  facteur  r?  ne  se  trouvait  pas  dans  le  second  membre  de 
l'équation,  la  remarque  serait  immédiate,  car  une  intégrale  de 
Téqualion  n'aurait  nulle  part,  dans  C,  ni  maximum  positif,  ni  mi- 
nimum négatif,  mais  ici  cette  conclusion  pourrait  cesser  d'être 
exacte  pour  l'origine,  et  le  raisonnement  ne  pourrait  pas  alors  se 
lerminer.  Nous  allons  montrer  d'abord  que  si  h  est  nulle  sur  C,  il 
est  nécessairement  nul  dans  iZ\  on  peut  supposer  que  h  est  toujours 
de  même  signe  dans  C  (sinon  on  fractionnerait  l'aire  en  plusieurs 
autres).  Soit  donc  h>  o  dans  C;  en  intégrant  entre  C  et  un  petit 
cercle  F  ayant  l'origine  pour  centre,  on  a 

Ç Ç^h,dxdy=  r  r\,r?.(ef'—i)djrdy>o 
et  par  suite 

J-j    ds  ■+-  I     ,-  ds<io        (cRalité  exclue), 
r  dn  J^  dn 

^  représentant  la  normale  intérieure  à  Taire.  La  première  inté- 

BuU.  des  Sciences  mathèm.y  2'  série,  l.  XXIV.  (Septembre  1900.)  i3. 
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grale  est  très  petite,  la  seconde  est  positive  ou  nulle  comme  chacun 
de  ces  éléments  :  il  y  a  donc  contradiction. 

11  résulte  de  là  qu'une  intégrale  de  E  positive  sur  C  ne  pourra 
pas  devenir  négative  à  l'intérieur,  et  que  si  l'on  a  pour  deux  inté- 
grales A|  et  /12 

hi>ht        (surC), 

il  en  sera  de  même  à  l'intérieur.  Pour  achever  alors  la  démonstra- 
tion de  l'inégalité  (3),  il  suffit  de  considérer  l'intégrale  h%  de  E 
prenant  la  valeur  M  sur  C;  /i|  sera  toujours  positif  dans  C,  mais 

l'égalité 

A(/ri— M)=  A.rP.(cA_,) 

montre  que  A|  —  M  est  négatif  dans  C.  Or  l'intégrale  h  prenant 
sur  C  des  valeurs  inférieures  à  M  est,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  inférieure  à  Ai  ;  on  a,  par  suite, 

A  <  A,  <  M  ; 

on  démontrerait  de  même  l'inégalité 

/i  >  -  M 

et  l^ inégalité  (3)  est  établie. 

G.  Arrivons  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème  énoncé 
au  début  du  paragraphe  précédent.  Soit  £  une  constante  réelle 

(jnelconque  comprise  entre  le  maximum  posilif  et  le  minimum 
négatif  de  //  ;  il  y  aura  nécessairement  une  succession  de  points 
formant  une  courbe  continue  pour  laquelle 

/<  =  £. 

En  elTet,  h  a  nécessairement,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut, 
son  maximum  positif  et  son  minimum  négatif  en  un  point  singu- 
lier. Soit  le  maxlnuini  en  O  et  le  minimum  en  O'  (O  et  O'  sont 
(Jeux  des  points  singuliers  O,,  O2,  .  .  . ,  O,,  et  oc).  Sur  toute  ligne 
joignant  O  à  O'  il  y  a  au  moins  un  point  où  A  =  s,  et  par  suite 
nous  avons  une  courbe 

fornitr  d  une  ou  plusieurs  parties  fermées.  A  l'intérieur  d'une 
branche  lernire  de  celle  courbe  //  sera  compris  entre  —  s  et  -1-&; 
mais  il  est  clair  (|u'lci,  considérant  le  plan  tout  entier  (où  la  sphère 
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si  l'on  aime  mieux),  il  n'y  a  pas  lieu  de  distinguer  enire  intérieur 
et  extérieur.  Par  suite  h  sera  partout  compris  entre  —  e  et  -|- s, 
ce  qui  est  évidemment  impossible  puisque  e  peut  être  pris  aussi 
petit  que  l'on  veut;  il  faut  donc  que  k  soit  identiquement  nulle, 
et  les  solutions  u  et  v  coïncident. 

7.  Il  faut  maintenant  établir  l'existence  de  la  solution.  Deux 
lemmes  nous  seront  nécessaires.  Le  premier  est  le  plus  délicat;  je 
l'expose  d'abord  dans  le  cas  le  plus  simple.  Soient  deux  inté- 
grales f/  et  i^  de  l'équation  Aw  =  e"  sans  singularités  dans  un  con- 
tour C.  On  suppose  que  sur  ce  contour  on  ait,  en  valeurs  relatives, 

i>  >  G,     u  —  p  >o. 

Alors,  à  l'intérieur  du  contour,  on  aura  nécessairement 

i'  >  G',        u  —  i»  >  o, 

G'  étant  une  constante  dépendant  de  G.  Nous  supposons  mainte- 
nant de  plus  que  l'on  ait  sur  C 

a  —  p  <  M  ; 
nous  voulons  montrer  qu'en  un  point  A,  intérieur  à  C,  on  aura 

q  étant  un  nombre  inférieur  à  ///i,  dépendant  en  général  de  G  et 
de  la  position  de  A,  mais  nullement  de  M. 
Pour  établir  ce  résultat,  considérons  en  posant 

u  —  V  =  h 
l'équation 

(4)  A/i  =  e»'(c'*— I). 
Elle  peut  s'écrire 

(5)  AA  =  e«'.cO'*./i  =  c./i        (o<0<i), 

c  étant  une  fonction  positive  supérieure  à  e^'\  Or  il  est  immé- 
diat (*)  que  pour  une  équation  linéaire 

Xh=  ch        (c  >o), 

(')  Considérons  en  effet  l'intégrale  /t,  de  l'équation 

Ih  =  ck 
prenant  la  valeur  un  sur  le  bord  ;  elle  prendra  au  point  A  la  valeur  q  plus  petite 
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si  l'intégrale  h,  positive  dans  C,  est  sur  C  au  plus  égale  à  M,  OH 

aora  en  un  poîot  A 

h<Mç       (î<i); 

et  poar  tine  seconde  équation  Hoéaire 

&A=e'A        («<c'<c). 

la  valeur  de  g  sera  supérieure  A  celle  qui  correipood  i  la  pcaotièito 

équation.  ' 

11  suffit  d'appliquer  ce  résultat  à  l'équalion  (5)  qui  n'est  que 

l'éqoalion  (4),  pour  eu  déduire  qu'en  Aon  aura  ..    i 

h<Mq, 

q  étant  un  nombre  fixe  inférieur  à  l'unité,  pouvant  dépendre  seu- 
lement de  G  et  de  la  position  de  A,  mais  nullement  de  M.  Tel  est 
le  premier  lemme  que  nous  voulions  établir. 

8.  Sous  celte  forme,  ce  lemme  serait  trop  restreint.  Nous 
devons  l'étendre  à  des  circonstances  plus  générales.  Supposons 
que  dans  C  il  y  aïl  un  point  singulier  O  (i  l'origine  par  exemple) 
de  la  nature  de  ceux  que  nous  avons  seulement  à  considérer  dans 


A(/i,M  — /i)  =  c(fl,M  -  h). 

Or  A,  M  -  A  est  pcïitif  sur  C,  ilonc  i  liniéricur  on  • 

A<ft,M<Mï. 

Tour  démonirer  li  seconde  partie,  il  faut  considérer  les  deux  inligrales  res- 
pectives h,  et  /(',  des  équations 

4A,  =  rA|,        a/i',  =  ch\        (  C  <  c  ) 
prenant  la  valeur  un  sur  le  bord;  on  doit  montrer  que 
A;>  A,  en  A). 

Il  suCnt  d'écrire  la  relation 

J(/.-,-A,)  =  c-{fi;-A,)  +  (c'-f)A,; 

elle  montre  que  h\  —  A,  ne  peut  avoir  un  minimum  négatif,  car  pour  ce  minimum 
le  second  membre  serait  négatif,  tandis  que  le  premier  membre  serait  positif  ou 
nul.  Il  en  tcsuIIc  que  A',  —  /t,  est  positif  à  l'intérieur  de  C. 
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noire  problème.  En  posant 

1/ =  3  logr -h  i'        (3>— a) 
on  a  Téqnation 

C*est  à  celle  équalion  que  nous  voulons  étendre  le  lenime  élabl! 

au  paragraphe  précédent  pour  A//  =  e". 

Nous   considérons   donc    pour   Téqualion    que    nous    écrivons 

maintenant 

Ali  =  r?.e'* 

deux  intégrales  //  et  r  partout  continues  à  Pintéricur  de  (],  ayant 
un  point  singulier  ù  Torigine  du  tjpe  connu  et  satisfaisant  aux 
diverses  inégalités  écriles  au  début  du  s^  7.  On  a,  en  posant 
toujours 

A/i  =  /•?.€•'.(<?'''—  I): 

Traçons  autour  de  Torigine  un  petit  contour  F.  En  tout  point 
intérieur  à  C  et  par  conséquent  sur  V  (d'après  le  §  o),  h  sera  infé- 
rieur à  M.  Or  inéquation  précédente  peut  s'écrire 

Donc,  en  un  point  A  intérieur  à  C,  on  aura 

q  étant  une  constante  inférieure  à  Tunité,  pouvant  seulement 
dépendre  de  G,  mais  pas  de  M. 

Au  lieu  de  l'équation  A//  =  /*?.e",  on  peut  envisager  d'une 
manière  plus  générale  l'équation 

/'i,  Tj,  .  .  .,  /Vi  désignant  les  distances  du  point  (x,  »*)  à  0|,  .  .  ., 
O/i,  et  A'  lemmr.  y^ardc  le  même  énonce. 

i).   Passons  au  second  lenuue  (|ui  est  immédiat.  Soil  Téquation 

Af  =  n^«  r?ï . . .  n^" .  e*', 
I     t  /i        ' 

les  |»oints  0|,  Oj {}„  étant  contenus  dans  (^.  Désignons  par  s 
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lin  nombre  positif  fixe  au?si  petit  que  Ton  voudra.  Si  les  valeurs 
d'une  intégrale  r  sont  sur  le  contour  C  inférieures  en  valeurs 
relatives  à  un  nombre  convenable  H,  on  aura  dans  l'aire 


j 


P  =  l'  —  ^^ 


ï 


v'  désignant  la  fonction  harmonique  prenant  sur  C  les  valeurs 
données  pour  c,  et  t,  désignant  une  fonction  positive  infé- 
rieure à  e. 

11  suffit  de  poser 

d'où 

I  H  * 

A  sera  négatif;  si  i>'  est  inférieur  à  H  sur  C,  il  en  sera  de  même  à 
rinlérieur.  Donc,  si  H  est  assez  petit  en  valeur  relative,  e^  sera 
une  quantité  positive  très  petite,  et  l'on  peut  s'arranger,  en  pre- 
nant FI  assez  petit  relativement,  de  manière  que 

|X|<E. 
On  peut  donc  bien  poser 

l'  =  0'— 7)  (£>r,  >o). 

10.  Ces  lemmes  posés,  arrivons  à  la  démonstration  de  l'exlslence 
de  la  solution.  Nous  prenons  deux  cercles  concentriques  C  el  C 
de  rayon  R  et  R'(R  >>  R'),  conlenant  à  leur  intérieur  les  points  O, , 
Oo,  .  .  . ,  O,/.  Le  centre  O  de  ces  cercles  esl  à  Toiigine  et  n'est  pas 
un  point  singulier. 

Soit  d  abord  ^/|  une  intégrale  de  l'équation 

prenant  sur  (1  une  valeur  constante  H,  el  avant  les  singularités 
données  en  O,,  ()j,  .  .  .,  O,,.  Si  l'on  |)0se 

«1  =  3,Io-/-,-i-.. .—  3„loLî /•«-+-  Li, 
on  aura 

Il  prend  sur  il  les  valeurs 

II  —  fi,  loi;/',—.  .  .—  3,Jn;;/„. 
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Si  H  est  assez  petit  en  valeur  relative^  en  désignant  par 

pit    Pit     •••»    p/i» 

les  fonctions  harmoniques  continues  dans  C  et  prenant  sur  C  les 

valeurs 

logr,,     logr,,     ...,     Jog/«, 

on  pourra  écrire  d'après  le  second  leuiine 

la  fonction  7|  étant  positive  et  moindre  qu'un  nombre  donné  à 
Tavance  s.  On  sait  que  Ton  a 

,      ai.  MOI 
Pi  =  ïog j^. 

O',  étant  le  conjugué  de  Of  par  rapport  à  C,  et  nt  désignant  la 
distance  OO4.  Nous  avons  donc 

a,=  H -H  Pi  log  ri -+-...-+-  P/elogr^— Pipi  — . . .— p«p„— r,. 

Sur  C,  W|  prend  certaines  valeurs.  Nous  envisageons  la  fonc- 
tion Vt  satisfaisant  à 

continue  en  dehors  de  C,  sauf  à  l'infini,  où  elle  a  la  singularité 
correspondant  au  nombre  a.  En  posant 

vi=  — aIogr-4-  V,, 
nous  avons 

Sur  C,  V|  prend  la  valeur  de  l'expression 

H-h(i|logri-+-...-l-  ?/,Iogr,|-f-aIogr— [i,p,  — ...— p„p„— r^. 

qui  peut  s'écrire 

Transformons  cette  expression  en  nous  servant  des  considéra- 
tions géométriques  suivantes.  Soit  le  quotient 

^        (r'r=MO;). 
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En  M  sur  le  cercle  C  de  rayon  R,  ce  quotient  est  égal  à  runité. 
L'expression 

(6)  lo-'»^ 


a,r, 


est  donc  nulle  pour  lout  point  M  du  cercle  C.  Soit  IV  =  R  —  S  le 
rajon  du  cercle  C  et  un  point  M'  sur  C,  il  est  très  facile  de  voir 
que  l'expression  (6)  prise  pour  le  point  M'  peut  se  développer  en 

série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  p»  les  coefficients  étant 
eux-mêmes  des  séries  en  -^  et  dépendant  naturellement  de  la  posi- 
tion du  point  Xr  sur  C.  Ce  développement  converge  pour  -^  et  w 
suffisamment  petit;  il  commence  par  un  terme  en  ^  y  et  de  plus  le 

coefficient  de  |r  qui  est  une  série  en  ^  a  comme  premier  terme  —  i . 
Soit  donc  en  M' 


l02 


o 


r,  R  0  0» 


On  a,  d^autre  part, 

,     R'  5         ôï 

*^--R=-R^ÏR-^-^-- 

Donc,  on  aura 


A,  rlanl  une  série  en    -  et       f|ni  ne  renferme  pas  de  terme  con- 
slant. 

Ceci  posé,  nous  pouvons  donner  à  la  valeur  de  V|  surCMa  forme 
suivanle 

II  -f-(  3,-1-...-^  ?/i^l*»g-|(  -^-2  \oi;r~  j^  i:3i/<i—  r,. 

Donc,  tPaprès  le  seconil  leninie  la  valeur  de  \  i  sur  C  sera 

IV 

II  -t-(^i-T-.  .  .-T-  ;i„)  lo-    -  -t-  a  lo-H'-^  v'—  t/, 

y/  élanl  une  fonclion   posilive  1res  |)elile  si  H   a   clé   pris   assez 
pelil  en  valeur  relative,  el  i''  désii;nanl  une  fonclion  harmonique 


MÉLANGES.  209 

régulière  à  l'cxlérîeur  de  C,  et  prenant  sur  C  la  valeur 


0 


(7)  g2:3,A,-T.. 

Enfîn  sur  C,  ^i  aura  la  valeur 

R' 

Or  ç  est  de  l'ordre  de  grandeur  de  Texpression  (^).  Donc, 
si  rr  est  suffisamment  petit  (0  étant  une  quantité  Hnle  quelconque), 

et  si  H  a  été  pris  assez  petit  en  valeur  relative,  on  peut  affirmer 

que  le  signe  de 

R' 

(a  -h  p,-4-. .  .-i-  ?,,)  log-j^  -f-  i''—  r/ 

est  le  signe  plus,  à  cause  de  l'inégalité 

a-f-  Pi -4-.  ..-f-  P«<o, 
car  le  terme  on  ^  a  pour  coefficient 

Nous  arrivons  donc  à  l'importante  conclusion  que  i'i  sur  C  est 
supérieur  à  H,  c'est-à-dire  à  la  valeur  de  Ui  sur  cette  même  courbe. 
On  se  sert  des  valeurs  de  i'i  sur  C  pour  former  une  fonction  U2 
prenant  les  mômes  valeurs  sur  C,  satisfaisant  à  ré(|uation 

et  ayant  les  singularités  0|,  O2,   ..  .,  0«.  De  U2  on  passe  à  une 
fonction  r^;  or,  puisque 

Mi>  iii        (sur  C) 

il  on  résulte  que 

i',>v,         (sur  G') 

Cl  par  suite 

r,>i>,         (surC). 

Or  on  se  sert  de  i'2  pour  former  //.-,,  toujours  d'aprrs  le  même 
mécanisme;  on  aura  donc 

"3>  "1        ('^"•'  G). 
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Les  Ui  comme  les  9i  vont  donc  toujours  en  croissant,  et  le  pre- 
mier lemme  peut  être  appliqué  sous  la  forme  que  nous  lui  avons 
donnée  plus  haut  (§  8),  car  si  Too  pose 

M/=  p,  Iog^,^-...-^  P«logr„-f-U/^ 
on  aura  pour  L/  Téquation  diiïiérentielle 

Les  Ui  restant  sur  C  supérieures  à  un  nombre  Hxe,  il  en  sera 

évidemment  de  même  des  U/  sur  C.  Il  est  clair,  d^autre  part,  que 

Ton  aura 

U,>U/-,        (surC). 

Toutes  les  conditions  du  lemme  premier  sont  donc  vérifiées  et 
la  démonstration  s'achève  aisément. 
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MOUGIN  (lî.)-  —  Nouvelles  Tablks  diî  logaritiisiks  a  cinq  décimales  pour 

LES   NO^klOniùS    ET    LES    LKiNE-i  TRItiONOU ETRIQUES.    iMatJIlCUP   (lo   38    p.    Laval, 

chez  l'auteur;  1899. 

L^aulcur  a  su,  par  une  disposilion  ingénieuse,  faire  tenir  en 
neuf  pages,  d\in  format  assez  petit,  les  logarithmes  des  nombres 
de  I  à  loooo,  avec  cinq  décimales,  et  en  vingt-neuf  pages  les  loga- 
rithmes des  sinus,  cosinus,  tangentes  et  cotangentes  de  minute  en 
minute  pour  tous  les  degrés  du  quadrant.  Malgré  la  condensation, 
il  n^est  pas  difiicile  de  se  retrouver  dans  cette  Table;  elle  pourra, 
à  cause  de  ses  petites  dimensions,  rendre  service  à  quelques  per- 
sonnes, qui  n'aiment  point  charger  leurs  poches. 
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DKÏiN  (M.).  —  Die  LEUE.MïRifsciiEN  Svtze  uber  die  Winkelsuusie  in  Dreieck. 
iNAucuRiLDissEiiTATioN.  38  p.  iii'i]  Lcipzig,  Teubner;  1900. 

Cette  intéressante  Dissertation  inaugurale  peut  être  regardée 
comme  une  illustration  de  la  méthode  et  des  principes  développés 
par  M.  Ililbert  dans  son  beau  lÂ\rc.  sur  les  fondements  de  la  Géo- 
métrie {Feslsclirift  ziir  Entlnilhing  des  Gauss-Webcr  Dcnk- 
mais). 

On  sait  que  Legendre  a  démontré  les  deux  propositions  sui- 
vantes : 

i"*  Dans  un  triangle  la  somme  des  trois  angles  ne  peut  dépasser 
deux  droits. 

vi**  Si  dans  un  triangle  particulier  la  somme  des  trois  angles  est 
égale  a  deux  droits,  il  en  est  de  môme  de  tout  triangle. 

Sur  quels  axiomes  reposent  ces  théorèmes?  La  démonstration 
de  Legendre  implique  ce  u  postulat  de  continuité  »  que  Ton  désigne 
habituellement  sous  le  nom  d^axîomc  cVArcliimède,  axiome  que 
Ton  peut,  dans  le  cas  actuel,  énoncer  ainsi  : 

Bull,  des  Sciences  mathém.^  1"  s<îric,  t.  XXIV.  (Orlobro  njoo.)  i'| 
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Soient  donDés  sur  une  droite  deux  points  A,  B  et  soit  A|  un 
point  situé  surcetle  droile;  on  construit  les  points  A2,  A3,  A4,  .  .  . , 
tels  que  A|  soit  entre  A  et  A2,  A2  entre  A|  et  A3,  A3  entre  An 
et  A4,  . . . ,  et  tels  en  outre  que  les  segments  AA|,  A|  A2,  A2  A3, 
A3  A4,  .  . .  soient  égaux  entre  eux,  il  y  aui^a  toujours  un  point  \„ 
tel  que  B  se  trouve  entre  A  et  A„. 

Si  maintenant  on  constitue  une  Géométrie  sans  supposer  Faxiome 
d'Archimcde,  que  deviendront  les  théorèmes  de  Legendre?  Telle 
est  la  question  que  traite  M.  Dehn.  Il  arrive  au  résultat  suivant, 
qui  ne  manque  pas  d'intérêt  :  Le  deuxième  théorème  subsiste,  il 
ne  s'appuie  que  sur  les  groupes  d'axiomes  désignés  par  M.  Hil- 
bert  sous  les  numéros  i,  2,  4  (  Verknupfung,  Anordnungj  Con- 
gruenz)  et  qui,  bien  entendu,  ne  comprennent  pas  le  postulatum 
de  la  théorie  des  parallèles.  Le  premier  théorème,  au  contraire, 
suppose  essentiellement  l'axiome  d'Archimède  et  la  preuve  en  est 
apportée  par  le  développement  d'une  nouvelle  Géométrie,  qui  en 
est  indépendante  et  que  M.  Dehn  qualifie  de  N icht- Le  gendre  sche 
Géométrie,  J.  T. 


WALKER  (G.)-  —  Aberration  and  somk  othkr  piioulems  conmictkd  witu 

THE  ELECTROMAGNETIC  FIEI.D,  OXE  OF  THE  TWO  ESSAYS  TO  WHICH   THK  ADAMS 
I^UIZE  WAS    AWVRDEI)    IN     l8()9,    IN    THK    UmVERSITV    OF    C\MBI(1I)(.E.    Un    Vol. 

iu-8;  (jG  [).  Cambridi^'e  Univcrsily  IVcss:  1900. 

M.  Gilh(Mt-T.  Walker  se  place  au  point  de  vue  de  la  théorie 
électroma«^néliquc  de  la  lumière.  A  ce  point  de  vue,  Télude  de 
Xabcrraiion  n'est  qu'un  prohiènie  parliculier  dans  rétude  de  la 
propagation  des  ondes  électromagn(''lif|ucs. 

Toute  la  difficulté  consiste  à  écrire  les  é(piations  générales  du 
champ  électromagnéti(|ue  dans  les  milieux  matériels  en  mome- 
nient.  C'est  ce  but  que  ^L  Walker  se  propose  dans  la  première 
pallie  de  son  travail.  Il  détermine  ensuite,  dans  diverses  hvpo- 
thèses,  les  tensions  dont  le  diéleclrif|ue  est  le  siège.  Il  arrive,  enfin, 
à  Tapplicalion  particulière  qu'il  avait  en  vue  et  montre  (|iie  les 
équations  générales  rendent  compte  de  toutes  les  particularités  de 
l'aberration  de  la  lumière,   pourvu  que  l'on   accepte   l'hypothèse 
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d^ une  polarisation  moléculaire  de  la  matière  sous  l'influence  du 
cliamp  électromagnélique.  11  n'en  est  pas  de  même,  d'après 
M.  Walker,  si  Ton  admet  que  la  polarisation  de  la  matière  est 
continue.  Dans  ce  cas,  il  trouve  des  équations  j^énérales  dilTé- 
rentes,  et  les  conséquences  qu'il  en  tire  ne  sont  plus  conformes  à 
l'expérience. 

Il  y  a  là,  je  l'avoue,  quelque  chose  d'assez  surprenant.  Que  la 
polarisation  soit  continue  ou  moléculairCy  cela  semble  ne  pou- 
voir faire  l'objet  que  d'une  de  ces  hypothèses  que  M.  Poincaré 
appelle  indifférentes  et  qui  ne  peuvent  intervenir  dans  les  résul- 
tats, tant  qu'on  n'introduit  aucune  de  ces  hypothèses  supplémen- 
taires que  masque  trop  souvent  le  développement  des  calculs. 

Quoi  qu'il  en  soit,  après  les  travaux  de  Maxwell,  de  Hertz  et  de 
Lorentz,  il  reste  encore  beaucoup  à  faire,  et  le  Mémoire  de 
M.  Walker  vient  mettre  en  évidence,  une  fois  de  plus,  toute  l'obs- 
curité de  ces  questions.  H.  Abuaham. 


FRICRE  (R.).    —    KURZEFASSTE    VORI.ESt'NGEN    UBER    VERSCIIIEDENE    GeBIETE 
DER  UOHEREN  UATIIEMATIK  MIT    BeRUCKSICHTIGUNG  DER  AnWENDUNGEX.  AnA- 

LTTiscH-FUNCTioxENTiiKORETiscHER  Teil.  Mit  loo  in  den  Text  gcdrucklen 
Figuren.  Un  vol.  in-8";  ix-5î<>  p.  Leipzig,  Tenbner;  1900. 

Voici  un  livre  qui  pourra  rendre  de  grands  services  à  l'étudiant 
en  Mathématiques  qui  vient  de  suivre  un  cours  régulier  de  Calcul 
différentiel  et  intégral.  A  coup  sûr,  les  livres  qu'il  est  à  même  de 
lire,  qu'il  lui  faudra   lire  pour  développer  ses  connaissances  en 
Anal^'se,   ne  manquent   point;   leur    nombre  et  leur    taille  sont 
plutôt  pour  l'effrayer;  il  soupçonne  déjà  l'importance  des  sujets 
qui  sont  traités  dans  ces  ouvrages,  dont  beaucoup  sont  excellents. 
II  n'ignore  pas  non   plus  l'existence   des  Collections   mathéma- 
tiques et  des  Mémoires  originaux,  qu'il  lui  faudra  aussi  étudier 
un  jour,  et  que  ses  maîtres  n'ont  pas  manqué  de  lui  vanter  comme 
il  faut.   Par   où    commencer   et   comment    s'orienter?   Comment 
acquérir  une  première  idée  des  sujets  les  plus  essentiels  et  des 
méthodes  les  plus  utiles? 

M.  II.   Fricke  a  réuni,  dans   le  volume  que  nous  amuonçons, 
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quelques-uns  de  ces  sujets,  ea  se  lïmilant  d'unr  puri  nuii  poinls 
vraiment  rondamenlaux  et,  d'autre  part,  en  diivulugipanl  imex  ces 
sujets  pour  que  celui  qui  a  lu  son  livre  suit  capuble  d'ithorder 
bon  nombre  d'applications;  l'auteur  a  même  en  soin  d'indiquer 
quelques-unes  de  ces  applications,  et,  quami  il  y  iiviui  lien,  d'in- 
troduire des  tables  numériques. 

Il  a  voulu  s'adresser  DOD  seulement  à  ceux  dont  l'objet  oi^scniicl 
est  d'accroître  leurs  connaissances  mathémalli|iics,  mois  inissi  liieii 
à  ceux  de»  futurs  ingénieurs  ou  ph^sicieus  i|im,  tout  en  ayant  en 
vue  des  réalités  concrètes,  savent  que  les  Miiihdmaiiqucs  cons- 
tituent une  arme  indispensable  pour  l'élude  un  la  conquête  de  ces 
réalités. 

C'est  peut-être  même  parce  qu'il  visait  cette  classe  de  lecteurs 
que  M.  Fricke  a  développé  comme  il  le  faii  certains  sujets  qui, 
comme  la  théorie  des  Ibnctions  d'une  variable  complexe,  sont 
sans  doute  traités  dans  la  plupart  des  cours  qui  ne  s'adressent  p" 
exclusivement  à  ceux  qui  n'ont  en  vue  que  les  applications  itmfeb^M 
diates. 

Aussi  bien  le  cboix  des  sujets  était  évidemment  un  peu  arbitrain 
el  l'auteur  savait  fort  bien  que  quelques-uns  de  ceux  qu'il  a  abordés 
sont,  en  fait,  tautdt  effleurés,  tantdl  traités  d'une  façon  asses  appro- 
fondie dans  tel  cours  ou  dans  tel  autre,  une  année  ou  l'autre,  l& 
ou  là.  Mais  tous  sont  importants.  En  outre,  M.  Fricke  a  joint  à 
chaque  exposé  des  renseignements  historiques  et  bibliogra- 
phiques, qui  ne  peuvent  manquer  d'intéresser  le  lecteur  et  de  lui 
être  utiles,  s'il  veut  poursuivre  ses  éludes. 

Nous  donnons  ci-dessous  la  liste  des  sept  chapitres  qui  com- 
posent le  livre  de  M.  Fricke  : 

I.  Séries  de  Fourîer.  {p.  i-aS).  —  C'est  à  la  démonstration 
de  Dirichletj  pour  la  convergence,  que  l'auteur  s'attache.  Appli- 
cation à  quelques  fonctions  définies  numériquement,  à  la  vibra- 
tion des  cordes,  à  la  conductibilité. 

II.  Fondions  sphértques  et  cylindriques,  {p.  ï^--j^).  — 
L'auteur  prend  pour  point  de  départ  la  notion  du  potentiel  et 
l'équation  de  Laplace.  Il  introduit  les  fonctions  de  Legendre  et  en 
développe  les  propriétés  élémentaires,  puis  les  fonctions  sphé- 
riques  générales  d'ordre  /i,  donne  leur  expression  au  mojen  des 
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fonctions  correspondanles  V\^^\  donne  des  indicalions  sur  le  déve- 
loppement en  série  d'une  fonction  suivant  les  fonctions  sphé- 
riques  et  sur  les  applicatioos  à  réleclroslalique.  Les  fonctions 
cylindriques  sont  obtenues  comme  cas  limite  des  fonctions  splié- 
riques;  elles  sont  appliquées,  d'après  Bessel,  à  la  résolution  de 
Téquation  de  Keppicr. 

m.  Fonctions  d'une  variable  complexe,  (p.  ^d-i^?.).  —  La 
notion  de  représentation  conforme  est  développée  avec  grand  soin 
et  est  prise  pour  point  de  départ.  On  trouve  dans  ce  chapitre  les 
théorèmes  fondamentaux  de  Cauchj,  les  propositions  essentielles 
sur  les  séries  et  produits  infinis,  la  notion  de  continuation,  la 
décomposition  des  fonctions  entières  en  facteurs  primaires,  Tétude 
de  la  surface  de  Iliemann  à  deux  feuillets,  etc. 

En  passant,  Tanteur  dit  quelques  mots  du  mouvement  d'un 
fluide  incompressible  dans  un  plan. 

IV.  Fondions  elliptiques,  (i ^3-283).  —  L'auteur  prend  pour 
point  de  départ  la  notion  de  fonction  doublement  périodique, 
introduit  les  fonctions  de  Weierslrass,  traite  de  la  représentation 
conforme  du  plan  des  u  au  moyen  de  la  fonction  pu,  de  la  re|)ré- 
senlation  conforme  d'une  surface  de  Riemann  à  deux  feuillels  et  à 
quatre  points  d'embranchement  au  moven  de  l'intégrale  de  pre- 
mière espèce,  de  l'inversion,  de  l'addition,  des  fonctions  S?,  des 
fonctions  sn,  en,  dn,  de  la  transformation  linéaire,  de  la  transfor- 
mation de  Landen,  du  calcul  numérique. 

V.  Applications  des  fonctions  elliptiques,  (p.  284-337).  — 
Polvgones  de  IMncelet.  —  Trigonométrie  sphérique.  —  Lignes 
géodésiques  sur  Tellipsoïde  aplati.  —   Coordonnées  elliptiques. 

—  Applications  à  la  théorie  de  la  chaleur.  —  Pendule  sphéri(jue. 

—  Rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe;  mouvements 
à  la  Poinsot. 

VI.  Equations  linéaires  à  une  inconnue,  (p.  338-424).  — 
Après  avoir  développé  les  points  essentiels  de  la  théorie  de 
M.  Fuchs,  fauteur  traite  des  fonctions  hypergéomélri(|ues  et, 
comme  applications,  des  périodes  de  l'intégrale  complète  de  pre- 
mière espèce  (Legendre),  puis  des  propriétés  du  quotient  de  deux 
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chapitres  où  il  csl  qucslioD  de  surfaces,  il  semble  qiril  ne  soil 
pas    nécessaire    de    se   borner   aux    coordonnées  rectangulaires, 
polaires  ou   cylindriques   el   que  quelques  indications  discrètes 
relatives  aux  coordonnées  curvilignes  ne  seraient  pas  déplacées. 
Il  est  certain  que,  grâce  à  ses  qualités  de  fonds,  au  nombre,  à 
l'intérêt,   à  l'clégance  des  questions  qu'il  contient,   le   livre  de 
M.    Schlomilcli  restera  encore   longtemps   classique,   malgré  les 
livres  similaires  ou  analogues  dont  plusieurs  sont  fort  recomman— 
dables,  qui  ont  été  publics  dans  les  dillérentes  langues;  il  aura 
encore  de  nouvelles  éditions,  où  il   sera   facile  de  combler  ce^ 
lacunes.  Celte  quatrième  édition,  en  tous  cas,  se  recommande  paw* 
les  soins  qu\  a  apportés  M.  Henke  et  pnr  les  améliorations  d^^ 
détail  qu'il  v  a  introduites.  J.  T. 


ANDOVtU  (11.).  —  LiiçoNs  SIR  lv  Tukorik  ni:s  formes  kt   la  Gkouktk.  m  ^ 

AXALYTIQIK     SI  PKRIKL  RK,     A     l/lSVGE     DKS     KTl  DIANTS     DES     FACILTÉS    D  M  iZL  S 

Sciences.  T.  I.  Un  vol.  in-8;  vi-jo8  p.  Paris,  (jniitliier-Villars;  1900. 

Il  est  bien  vraisemblable  que  Descartes  a  prévu  l  influence  qt»     J^e 
devait  avoir  sa  mélliode  des  coordonnées  sur  le  développement  ^crzi^e 

l'AI^èbie  «i  (!(•   la  (  iéonî»'liie.  Si  piii<saiil  rju'ail  été  son  génie,  " 

aurail  sans  (li)iile  été  élomié  ^'lI   a\aiL  mi  <jiie  relie  niélbode  do 
lierait  naissance  un  jour  à  une  seienee  nou\elle  dont  rintérél  ti< 
drail  en  ijrandr  partie  à  la  (aeon  donl  elle  s  inlerprèle  dans  l'espar 
mais  où  la  notion  d  espace  n'inlei  viendi  ail  plus  (pie  par  une  so' 
de  direction  vai;ne  iinposce  à  la  suite  de>  propositions,  et  la  sur 
vanee  de  ecrtains  termes.  anal(^i!U(»s  à  ees  or^ranes  des  êtres  vivan 
(pii    n'onl  plus   (ruliiilé,    (jiii  soni    les   témoins  d'une  de  ees  o 
i;ines  lointaines  (pie  les  naturalistes  savent  ({«'inèler,  el  les  résii 
d  une  lon;4iie  (''\  oint  ion.  Je  crois  que  M.  Andover  rend  un  ser\ 
signalé   en    (l<»nnanl    une   exposition    (li(lacti(pie   de   celle   seiei 
nomel'e,  et  en   la  si'parant   neltemenl  de  la  (iéométrie  analvlit    f 
proprement  dite,  où  la  dislinction  entre  le  r('*el  et  l'imaginaire  tS  ^ 
conserver  toute  sa  fori c,  où  les  ('npialions  se  traduisent  en  ll^i»  '' 
v«'*rital)le^.  Sans  doute,  on  ne  peut  enseiijner  aujourdliui  la  Cm  ^"^ 


à 
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iiiéli'ic  anal^li(|iie  sans  |>:irlcr  des  propritUés  invariantes,  mais  il 
ne  faut  pas  ouhlier  c|ue  renseignement  de  la  Géométrie  anah  tique, 
dans  nos  lycées,  doit  être  une  sorte  d'enseignement  de  passage, 
qui  conduise  des  éléments  aux  parties  plus  élevées  de  la  Science, 
en  particulier  aux  applications  géométri(|ues  du  Calcul  dillérentiel 
et  intégral,  à  la  Mécanique  rationnelle  ou  à  l'Astronomie,  en  un 
mol  aux  objets  essentiels  de  renseignement  mathématique  dans 
les  hautes  écoles  techniques.  Chemin  faisant,  il  y  a  plus  d'une 
porte  à  ouvrir,  plus  (Fune. belle  perspective  à  montrer,  sans  trop 
s'y  en":aîî:er. 

Le  sujet  développé  par  M.  Andoyer  appartient  netteuîent  à  ren- 
seignement supérieur;  en  raison  même  de  son  intérêt  et  des  rcla- 
lions  étroites  qu*il  ofl're  avec  les  matières  traitées  dans  les  classes 
de  mat/trmatù/ucs  sjwciales,  il  devrait  être  développé  dans 
quelques  chaires  magistrales.  Mais  il  convient  peut-être  de  com- 
i)ler  les  lacunes  dans  les  livres  avant  de  les  combler  dans  Tensei- 
gneuîent;  le  livre  de  M.  Andoyer  \jenl  à  son  heure,  et  la  publica- 
tion de  ses  leçons  autographiées,  dont  nous  avons  rendu  compte 
ici-même  (•  j  Pavait  fait  désirer. 

La  matière  est  très  riche;  elle  sera  traitée  dans  deux  Volumes; 
le  premier,  (|ue  nous  anntmeons,  contient  deux  Livres,  la  Géo- 
métrie binaire  et  la  Géométrie  ternaire,  ('e  mot  de  «  Géomélrie  » 
ne  doit  pas  tromjier,  et,  si  on  lit  seulement  les  titres  des  chapi- 
tres, on  verra  bien  qu'il  s'agit  essentiellement  des  |)ropriétés  des 
formes  algébriipies,  ou  plutôt  de  celles  des  propriétés  de  ces 
formes,  qui,  par  leur  caractère  invariant,  sont  susceptibles  d'être 
interprétées  dans  l'espace  à  une  ou  à  deux  dimensions.  Si  Fauteur 
a  conservi*  le  mot  u  Ciéométrie  »  il  a  svstt'*niali(piement  banni  les 
mots  «  point,  droite,  courbe,  etc.  ».  Au  lieu  tbî  «  point,  ou  de 
droite  »,  il  dit  «  élément  »,  élément  de  preuîière  ou  de  seconde 
espèce;  bien  entendu  rélémenl  de  première  espèce  n'est  pas  néces- 
sairement le  point,  l'élément  de  seconde  es|)èce  n'est  pas  néces- 
sain>meut  la  droite;  les  <|uali(icatifs  «  premier,  second  »  indi- 
quent seulement  le  rôle  cpie  les  u  éléments  »  tiennent  dans  les 
écpialions;  les  éléments  de  seconde  espèce,  qu'il  dé*signe  par  des 
lettres  grecques,  sont  les  < oeflieients  d'une  forme  linéaire  dont 

('  »  \oii  niilUtin,  \\t!..  p.    'i.i. 
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les  variables  sont  les  coordonnées  d'un  élémenl  de  première 
espèce,  désignées  par  des  lellres  romaines.  De  même  M.  Andojer 
ne  pjirje  pas  de  courbes,  mais  bien  de  séries  d'éléments;  les  pro- 
positions qu'il  établit  s'interpréteront  donc  indifTéremment  soit  au 
point  de  vue  ponctuel,  soit  au  point  de  vue  langentiel. 

I.   Géométrie  binaire.  —  Après  quelques  définitions  relatives 
aux  formes  binaires  et  au  groupe  des  substitutions  linéaires,  l'au- 
teur montre  comment  les  invariants  absolus  d'un  système   véri- 
fient un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles,  linéaires  et 
liomogènes,  formant  un  système  complet.  La  notion  d'invariant 
absolu  conduit  ensuite  naturellement  à  celle  d'invariant  au  sens 
ordinaire  du  mot  et,  en  se  |)laçant  au  point  de  vue  analytique, 
l'exislence  d'un  système  fondamental  d'invariants  entiers,  pour  un 
système  donné  de  formes,  apparaît  aisément.  Quant  au  théorème 
do  M.  Gordan  sur  l'existence  d'un  système  d'invariants  entiers, 
dont   Ions  les  autres  invariants  soient  des  fonctions  entières,  il 
appartient  à  un  tout  autre  ordre  d'idées  et  M.  Andoyer  se  contente 
de  renoncer.  Ces  notions  fondamentales  acquises,  l'auteur  traite 
des  formations  invariantes  générales  :  d'abord  des  polaires,  puis 
des  invariants  R  et  J  relatifs,  les  premiers  à  deux  formes  binaires/^ 
•i  portant,    Tune  sur  des  variables  de   première  espèce  X|,  ^2  -> 
l'autre  sur  des  varialjles  de  seconde  espèce  Ç,,  Ç^,  les  seconds    ^i 
deux  formes  binaires  y,  g  porlynt  sur  les  nienies  variables  .r,,  jc* 
r[  définis  respeclivemenl  par  Jes  égaillés  symboliques 

K/w/-  .i,-  ]''-_^  i'-z^  /  "/  '^•^    ^   ^/  '^■^  V* 


OÙ  P,/ (Ml  f^i'Hi'ial  à  la  niénic  si;;hilicallon  que  i  .  i .  3  ...//;/?,/>  '^    -=• 
(i<!si;L;ncnl  les  degrés.  Les  invariants  J^'(/',  :,»),  fjui  ne  sont  aul,   «~ 
(jiic  les  Ucbcrscliicbungcn  de  Clebscli  et  Gordan,  pernieLtenL  ^ 

former  les  syslrnies  eoinpiels  d'invariants  des  formes  binai»"  *^ 
M.  Andoyer  s'oeeuj)e  ensuil(^  de  TinvarianL  A  relatif  à  q  forK'i^^ 
biiialies  semblables  à  une  seule  série  de  \arial)les  el  conlcn  *^  ^ 
lui-même  ces  variahles,  dont  l'évanouissemcnL  (idenli(pie)  expr  f  *"*'* 
(jue  les  (j  formes  sont  li('<'s  par  une  relation  linéaire. 
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Passant  aux  systèmes  linéaires,  c'est-à-dire  aux  systèmes  com- 
posés uniquement  de  variables  isolées  et  de  formes  linéaires,  Tan- 
leur  montre  comment  le  rapport  anharmonique  s'inlroduit  comme 
invariant  absolu  pour  un  tel  système;  IMmporlance  de  la  notion 
du  rapport  anharmonique  apparaît  immédiatement  dans  la  forma- 
lion,  en  fonction  des  racines,  des  invariants  d'un  système  com- 
posé de  variables  et  de  formes  à  une  seule  série  de  variables. 

La  formation  du  résultant  de  deux  formes,  la  détermination  des 
racines  communes  à  ces  deux  formes  sont  présentées  d'une  façon 
très  élégante.  On  remarquera  en  particulier  la  forme  donnée  airx 
conditions  pour  que  q  formes  données  et  de  même  degré  aient  /•  ra- 
cines communes,  obtenues  par  l'évanouissement  identique  d'un 
déterminant. 

L'auleur  arrive  maintenant  à  Téludc  spéciale  des  formes  parti- 
culières les  plus  simples.  C'est  d'abord   l'étude  de  la  forme  bili- 
néaire,  bien  justifiée  par  ce  fait  que  ses  propriétés  sont  celles  de 
riiomograpliie,  puis  celle  des  systèmes  quadratiques  constitués 
au  moyen  de  formes  quadratiques  (;t  de   variables,  qui  peuvent 
d'ailleurs  tenir  la  place  des  formes  linéaires  données,  enfin  celle 
des    formes    cubique,    bi(juadrali(|ue,    quinlique,    précédée    des 
notions  relatives  à   la   forme  canoni(jue  et  à  Véquation  canoni- 
sante» Pour  les  formes  cubique  et  biquadratique,  l'auteur  donne. 
Outre  les  svstèmes  complets  d'invariants,  Texpressiou  des  racines 
sous  forme  invariante.  Pour  la  forme  quinlique,  il  se  borne  à  la 
Tormation  des  invariants,  obtenus  d'une  façon  très  simj)le. 

La  forme  doublement  quadratique  est  envisagée  successivement 
dans  le  cas  général,  dans  le  cas  où  les  deux  séries  de  variables 
."Sont  coïncidentes,  dans  le  cas  où  elle  est  symélricpie  par  rapport 
ù  ces  deux  séries  de  variablrs. 

Dans  ce  qui  précède,  raulcnr  s'est  allacbé  presque  exclusi- 
Vcmenl,  dans  l'élude  des  foruialions  invariantes  des  systèmes 
Ijinaire,  à  la  considéralion  des  formes  à  une  seule  série  de 
Variables,  et  c'est  à  ces  formes  qu'il  a  relié  l'étude  des  quelques 
Toraîcs  à  deux  séries  de  variables  qu'il  a  voulu  envisager;  il  con- 
i^acre  maintenant  un  chapitre  à  l'élude  directe  des  formes  à  deux 
î^/*ries  de  variable*.  Considéranl  d'abord  deux  telles  (ormes 
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à  deux  séries  de  variables  (X| ,  x^),  O'm  J'a)»  >'  rnoiïlre  conniieiil 
réiimination  de y^^ y^  entre  les  é(|iialions  /:=  o,  ^  =  o  et  Tequa- 
lion  obtenue  en  égalant  à  o  une  forme  biJinéaire  quelcon(|ue, 
conduit  à  une  équation  de  degré  pq'  -i-  p'ç  par  rapport  aux  eoeffi- 
cients  de  cette  forme,  équation  dont  le  premier  nombre  se  décom- 
pose en  pq'  -\- p^ q  facteurs  linéaires  par  rapport  à  ces  cocfficienls, 
et  (|ui  fournit  ainsi  les  couples  communs  'à  f  eX  à  ^'*,  en  donnanl 
simultanément  les  valeurs  d'un  même  couple  :  cette  nu^me  é(|ua- 
lion  fournit  les  fonctions  svmélriques  fondamenlales  de  ces 
couples.  L'étude  de  ces  pq'  -\- p' q  couples,  quand  on  rej^arde  /* 
comme  donnée  et  les  coefKcicmts  de  g  comme  variables,  s'impose 
naturellement,  comme  aussi  celle  du  résultant  R  de  trois  formes 
y,  g^  li^  résultant  dont  IVîvanouissemenl  exprime  que  ces  trois 
formes  ont  un  couple  commun. 

Nous  arrivons  enfin  à  la  Gromctrie  métrique  binaire  qui 
forme  le  dernier  chapitre  du  premier  livre.  L'introduction  d'une 
forme  quadratique  (absolu  de  l'espace  binaire)  permet  de  définir 
la  dislance  de  deux  éléments,  puis  le  groupe  des  mouvemenls  : 
à  ce  groupe  correspondent  des  invariants  absolus  d'un  svNlt*me 
binaire  quelconque,  les  invariants  absolus  métriques  de  ce 
svstéme. 

IL  Géométrie  ternaire,  —  Les  généralités  rcîlativrs  aux  fornie?- 
ternaires  (définitions,  substitutions  linéaires,  formations  inva- 
riantes générales,  svstèmiîs  linéaires...)  peuvent  être  exposées  très 
rapideuKMit,  grâce  au  soin  (pie  TautcMir  a  mis  dans  Texposilion 
des  notions  correspondantes  relatives  aux  formes  binaires.  Le 
chapitre  relatif  aux  éléments  communs  à  deux  séries  se  trouve 
de  même  préparé  par  le  chapitre  du  premier  Livre  relatif  à  la 
rechercli(î  des  couples  communs  à  deux  formes  (binaires)  à  <leux 
séries  de  variables.  Les  éléments  communs  aux  deux  s<*ries  défi- 
nies par  deux  formes  ternaires  a^p^i  Oxr,  à  une  seule  série  de 
variables,  s'obtiennent  naturellement  au  moyen  de  la  forme  en  Ç|, 
?2j  Sa  décomposable  en />/)'  facteurs  linéaires,  qui  résulte  de  Téli- 
minalion  de  x,,  .r-j,  x,  entre  les  é(piations 

On  étudie  rnsiiil»'  la  f.iron  dont  ers  pp'  éléuïcnls  eommnns  déprn- 
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dent  de  Tune  des  formes  quand  l'autre  est  donnée,  puis  le  résul- 
tant de  trois  formes,  le  discriminant  d'une  forme.  Avec  les  élé- 
ments tangents  à  une  série,  les  éléments  inflexionnels,  station- 
naires,  multiples  d'une  série,  nous  entrons  au  contraire  dans  un 
domaine  vraiment  nouveau  qui  n'a  pas  son  analogue  dans  la  Géo- 
métrie binaire.  Les  formules  de  Pliicker  forment  en  quelque  sorte 
la  conclusion  de  cet  intéressant  Chapitre.  Le  suivant  est  intitulé  : 
Générations  diverses  des  séries  ternaires.  Il  correspond,  dans 
Tordre  d'idées  où  s'est  placé  l'auteur,  aux  leçons  classiques  de 
Géométrie  analytique  sur  la  recherche  des  lieux  géométriques  et 
la  théorie  des  enveloppes.  On  remarquera,  au  début,  les  vues 
générales  exposées  sur  la  théorie  de  l'élimination  et  la  façon  dont 
sont  obtenus  les  degrés  des  séries  et  le  nombre  de  leurs  éléments 
multiples.  Comme  application,  l'auteur  étudie  rapidement  la  hes- 
sienne,  la  sleinérienne,  la  cajlejcnne  d'une  courbe,  ou,  pour 
parler  comme  lui,  d'une  série  donnée. 

Nous  entrons  maintenant  dans  l'étude  des  formes  spéciales, 
d'abord  de  la  forme  bilinéaire,  ou  de  l'homographie,  puis  des 
formes  quadratique,  cubique,  quartique. 

Les  formes  quadratiques  forment  l'objet  de  plusieurs  chapitres. 
Voici  d'abord  les  invariants  du  svstème  constitué  par  une  forme 
quadratique  ternaire  et  les  variables  x,  Ç,  quelques  identités  fon- 
damentales, la  formule  générale  de  décomj)osition  en  carrés,  la 
génération  d'une  série  quadratique  par  une  forme  bilinéaire  à 
deux  séries  de  variables  binaires  (ou  d'une  conique  par  deux 
faisceaux  homographiques),  la  série  quadratique  comme  série 
rationnelle,  et,  en  particulier,  les  conséquences  qui  se  tirent  de 
l'étude  d'une  relation  symétrique  entre  les  paramètres  qui  définis- 
sent deux  éléments  d'une  telle  série,  deux  points  d'une  conique, 
si  l'on  veut;  puis,  le  système  de  deux  formes  quadratiques  et 
les  invariants  de  ce  système,  les  diverses  formes  canoniques 
auxquelles  on  parvient  suivant  la  nature  des  racines  de  l'équation 
du  troisième  degré  qui  est  liée  au  système  de  deux  formes  quadra- 
tiques, l'étude  spéciale  des  invariants  les  plus  intéressants  du  sys- 
tème formé  par  les  deux  formes  quadratiques  et  les  variables  x 
ou  Ç,  la  formation  du  système  complet  de  ces  invariants,  les  inva- 
riants de  fermeture  (polygones  de  Poncelet),  etc. 

Dans  un  chapitre  précédent,  la  forme  bilinéaire  a  été  étudiée 
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au  poinl  de  vue  de  l'homographie,  et  par  conKV(|iient  ea  regard ^^  «n 
les  deux  séries  de  variables  comme  d'espèce  dilTérente;  en  supg=»<i. 
saut  que  les  deux  séries  de  variables  soient  de  même:  cspi-cc^  la 
forme  biliaéatre,  é^Iée  à  zéro,  fait  corrc^^spondrc  un  ûléincnt  «Je 
seconde  espèce  à  un  élément  de  première  espèce  ;  elle  di^linîl  la  aa^ 
réciprocité.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  M.  Andovcr  en  repr^aai^^| 
l'étude.  '^ 

La  considération  de  deux  formes  bilini-aircs  donne  lieu  i  ura4 
suite  de  recherches  analogues  à  celles  qui  ont  été  fane*  pour  uST; 
sjrstème  de  deax  formes  quadratiques;  ellr  mène  directement    ^'      | 
l'étude  de  la  correspondance  quadratique  liiraiionnclle  entre  ^Iru^ 
espaces  distincts  ou  coïncidanis. 

Un  chapitre  est  consacré  i  l'élude  géométrique  du  réseau  d^ 
séries  quadratiques,  et  en  particulier  au  r6le  du  jacobien. 

Pour  ce  qui  est  de  la  série  cubique,  l'auteur,  après  avoir  montfé 
comment,  dans  le  cas  où  il  n'y  a  pas  d'élément  cuspidal,  la  cmni- 
dératiott  des  éléments  înflesionnels  conduit  è  la  forme  canonique, 
détermine  les  invariants  fondameotaux  du  système  formé  par  la 
forme  cubique  ternaire,  les  variables  x  et  Ç,  montre  comment  la 
connaissance  des  invariants  fondamentaux  d'une  forme  cnlûqiie 
permet  d'eOecluer  simplement  la  réduction  de  cette  forme  à  la 
forme  canonique,  établit  les  propriétés  du' faisceau  constitué  par 
une  forme  cubique  et  sa  hessienne,  et  les  propriétés  générales  les 
plus  importantes  des  séries  cubiques,  déduites  du  fait  qu'une  série 
cubique  csl  la  jacoLicnne  de  Irois  réseaux  de  séries  quadratiques; 
il  traite  de  la  proposition  relative  an  ncnvîèine  clément  commun  à 
deux  séries  cubiques  qui  ont  Unit  éléments  communs,  de  la  géné- 
ration d'une  série  cubique  au  moyen  de  deux  faisceaux  de  séries 
linéaires  et  d'une  forme  doubiemenl  quadratique  à  deux  séries  de 
variables  binaires.  Les  propriétés  des  séries  cubiques  rationnelles 
sont  étudiées  à  part. 

L'élude  générale  d'une  forme  linéaire  à  la  fois  par  rapport  aux 
variables  (x),  (y),  (s),  comprend,  en  particulier,  celle  d'un 
réseau  d'homographies  ou  de  réciprocités  entre  des  espaces  coïn- 
cidants ou  non,  celle  d'un  réseau  de  séries  quadratiques  et  celle 
d'une  série  cubique.  Un  chapitre  est  employé  à  établir  quelques 
points  essenliels  de  cette  élude,  qui  pourrait  donner  lieu  à  de 
longs  développements. 
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Une  série  qiiarliqiie  peut  s'obtenir  en  considérant  un  réseau 

de  formes  quadratiques  y, ,  y2î  fzt  relatives  aux  variables  (x),  en 
regardant  les  variables  jKiïJKa?  J^3  comme  appartenant  à  une  série 
quadratique  g  =  o  et  en  cherchant  l'enveloppe  de  la  série  quadra- 
tique F.  Chaque  couple  d'éléments  bitangents  à  une  série  quar- 
tiquey  détermine  une  façon  de  représenter  y  comme  une  enve- 
loppe de  séries  quadratiques  et  chacune  de  ces  façons  détermine 
six  couples  dVléments  bitangents.  Les  2S  éléments  bitangents  à 
une  quartique  générale  conduisent  ainsi  à  63  svstèmes  de  séries 
quadratiques  quadruplement  tangentes  à  /.  M.  Andojer  donne 
explicitement  le  tableau  correspondant  des  63  systèmes  de  six 
couples  d'éléments  bitangents;  ce  tableau  met  en  évidence  un 
grand  nombre  de  propriétés,  en  particulier  des  propriétés  d'ali- 
gnement. 

Les  séries  quartiques  sont  ensuite  réparties  en  classes  suivant 
leurs  singularités  ou  particularités.  M.  Andoyer  explique  en  détail 
comment,  dans  chaque  (-as,  le  tableau  général  doit  être  interprété, 
ce  que  deviennent  les  séries  quadruplement  tangentes,  les  systèmes 
qui  disparaissent  ou  qui  se  confondent  et  Tordre  de  multiplicité 
de  chacun  d'eux.  Cette  étude  longue  et  minutieuse,  qui  comporte 
Une  vingtaine  de  pages,  est  nécessaire  pour  donner  une  idée  nette 
des    séries   quartiques.   On    peut  d'ailleurs  en    tirer  nombre  de 
i:^^sultats  intéressants.  D'autres  propositions  importantes  résultent 
de    divers     modes    de    génération    des    séries    quartiques,    par 
^iLemple  par   l'intersection  de  deux  faisceaux  de  séries  quadra- 
tiques qui  se  correspondent  homographiquement.  Enfin  les  quar- 
triques  rationnelles  sont  étudiés  directement,  comme  telles. 

Les  deux  derniers  chapitres  se  rapportent  à  la  géométrie  ter- 
aire,  tout  d'abord  à  la  géométrie  métrique  ternaire  générale, 
ans  laquelle  on  suppose  que  le  déterminant  de  la  forme  quadra- 
Ique 

ue  l'on  considère  comme  l'absolu  de  l'espace  ternaire,  n'est  pas 

ul.  A  cette  forme   correspond,  pour  les   éléments  de  seconde 

spèce,  une  forme  4>p!  =  <^, ,  $-  -|-  .  .  . ,  qui  n*est  autre  que  l'adjointe 
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de  F.  M.  Andover  développe  d'abord  les  nolions  et  les  formules 
relatives  à  la  distance  de  deux  élémenls  de  même  espèce,  à  l'orien- 

talion   de   respacc   ou    d'un   élément,   fixée  par  le  signe  de  y/13 

(où  D  est  le  déterminant  de  F),  ce  y/ — F^'t  ou  de  y/ — 4>çj;  il 
introduit  ensuite  les  propositions  concernant  les  mouvements  et 
les  invariants  métriques;  il  définit  les  cercles  comme  des  séries 
quadratiques  doublement  tangentes  à  Tabsolu 

(  ai a?i  H-  «2 ^j -H  «3  j-j )* -H  ot J  F  =  o  ; 

chaque  cercle  se  décompose  en  deux  séries  orientées,  ou  plutôt 

composées  d'élémenls  orientés  d'après  le  signe  de  y/ —  F;  la  série 
tangentielle  correspondante  fournit  de  môme  une  série  circulaire 
de  seconde  espèce,  ou  cvcle,  qui  peut,  lui  aussi,  être  orienté. 
M.  Andojer  développe  une  suite  de  formules  qui  permetlenl  de 
traiter  un  très  grand  nombre  de  problèmes,  par  exemple  ceux  qui 
concernent  les  cercles  tangents;  il  traite  ensuite  des  substitutions 
qui  transforment  un  réseau  de  cercles  avant  un  élément  donné  en 
un  réseau  de  cercles  ayant  aussi  un  élément  donné,  puis  des  coor- 
données rt|,  flo)  «3î  ^4  d'un  cercle,  défini  comme  le  cercle  ortho- 
gonal à  lous  les  cercles  pour  lesquels  les  coefficients  ai,  «21  o^a?  ^k 
qui  figurent  dans  Téquation  générale  ci-dessus  vérifient  la  relation 
Ot  ai  -{-  a20L2-h  ci^^z  -h  «4a|  =  o.  Une  courbe  (ou  série  ternaire) 
peut  alors  être  définie  par  une  relation  homogène  entre  les  coor- 
données <7,,  <72,  <73,  a^,  jointe  à  la  relation  qui  exprime  que  le 
cercle  (le  coordonnt'es  a^^  rzo,  a^^  (i\  a  un  rayon  nul.  L'auteur 
précise  la  signification  d'une  telle  s('*rie  lernaire  orientée.  Les 
séries  orienlées  du  secoml  dci^ré  sont  l'objet  d'une  intéressante 
élude. 

Enfin,  dans  le  dernier  chapitre,  Tauleur  expose  les  modifications 
que  comportent  les  théories  [)récé(lentes  dans  le  cas  où  le  déter- 
minant de  ral)solu  est  nul. 

J.  T. 
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SUR  UNE  ÉQUATION  LINÉAIRE  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES; 

Note  de  M.  Emile  COTTON. 

I.  Je  donne,  dans  cette  Note,  quelques  résultats  relatifs  à 
Féquation 

à^  z  ôz  àz 

7.J  ^j  Y  désignant  des  constantes. 

£n  adoptant  la  classification  que  j'ai  proposée  {Comptes  rendus, 
3o  novembre  1896;  Annales  de  V Ecole  normale^  1900,  p.  21 1) 
pour  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre,  on  voit  que  l'équation  (i)  est  un  type  canonique  (*)  des 

équations  à  ds'^  euclidien,  et  à  invariant  —  constant.  Il  suffit, 

pour  s^cn  assurer,  de  remarquer  que  les  invariants  A  et  A:  de 
M.  Darboux,  relatifs  à  cette  équation,  sont  égaux  respectivement 
aux  constantes  a  -+-  y  et  [3  -h  y.  Il  est  naturel  de  rapprocher  les 
équations  (i)  des  équations  d'Euler  et  de  Poisson,  dont  le  ds'^  est 

à  courbure  constante  (mais  difTérenle  de  zéro)  et  dont  Tinva- 

H 
riant  —r-.  est  aussi  constanl. 

/A 

II.  Soit  (E)  Féquation  proposée,  et 

...(E-,),     (E-,),    (E),     (E,),    (E,),     ... 

celles  qui  en  dérivent  par  l'application  répétée  de  la  méthode  de 
Laplace. 

Toutes  ces  équations  ont  la  forme  (i),  et  si  Ton  désigne  par  a^, 
3y,,  Y/>  les  constantes  figurant  dans  (K^),  on  a  a^=a,  [3^=^, 
Yp=  y  -^p{^  —  P)t  ^^  supposant  que  Ton  passe  de  (E^)  à  (E^^,  ) 

(')  On  peut  prendre  un  type  canonique  plus  simple,  mais  moins  symétrique 
^vec  une  seule  constante,  comme  Ta  fait  M.  Lie. 

liuil.  des  Sciences  mathem.y  •»•  série,  t.  X\IV.  (Octobre  1900.)  i5 
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par  la  si|bstitution  Zp^i  =  -y-^  +  oLXZp.  Les  invariants  hpy  kp  de 

(E^)  sont  donc  égaux  respectivement  aux  invariants  h  et  k  de  (E) 
augmentés  de/?(a  —  P).  On  en  déduit  le  résultat  suivant  :  Pour 
que  (E)  soit  intégrable  par  la  méthode  de  Laplace,  il  faut  que  les 

CL     I     V         3     I     Y 

nombres  arZT^   q__     (dont  la  différence  est  égale  à   i)  soient 

entiers.  Soit  p  celui  de  ces  entiers  dont  la  valeur  absolue  est  la 
plus  petite,  la  suite  de  Laplace  s'arrête  à  l'équation  (E^);  il  est 
évident  qu'elle  ne  peut  être  limitée  que  dans  un  seul  sens. 

Dans  le  cas  particulier  où  a  ='  ^  Téquation  (E)  est  identique  à 
celles  qui  en  dérivent  par  l'application  de  la  méthode  de  Laplace, 
comme  M.  Darboux  l'avait  déjà  remarqué. 

III.  En  comparant  les  deux  équations  déduites  de  l'équation  (i)  : 
1°  en  effectuant  la  substitution  z  =  eP^y^^^^''^^ z\  les  lettres  p^  q^ 

,    /•,  s  désignant  des  constantes;  2"  en  changeant  x^  y  en^'-f-Xo, 
^-f-^o  respectivement,  on  arrive  au  résultat  suivant  : 

^   Si  ç(^,  y)  est  une  solution  quelconque  de  (1),  on  peut  en 

déduire  la  solution  plus  générale 

, .» 

contenant  deux  constantes  arbitraires  x^^y^. 

Ce  résultat  est  très  important  pour  la  suite;  on  le  complète  en 
observant  que  îp  (  pj:,  -  )  '  p  désignant  une  nouvelle  constante,  est 

encore  une  solution  (*). 

IV.  M.  Lie  [loc.  cit.)  a  donné  l'expression  d'une  solution  de  (1) 
dépendant  de  deux  fonctions  arbitraires.  On  obtient  un  résultat 
analogue,  mais  beaucoup  plus  précis,  en  intégrant  l'équation  (i) 
par  la  méthode  de  Hiemann  (^). 

Pour  eircctuer  cette  intégration,  on  cherche  d'abord  les  solu- 


(')  Ces  divers  points  peuv(Mïl  iHrc  «lédiiils  dos  résullals  énoncés  dans  une  Noie 
aux  Comptes  rendus  (5  avril  i8î)7),  ^^  *^*'  ceux  donnés  antérieurement  par 
M.  Lie  {Archiv  fur  Mathematik;  t.  VI,  i88.>);  on  peut  aussi  les  établir  à  l'aide 
des  propriétés  des  invariants  de  M.  Darboux. 

(-)  Voir  le  Chap.  IV  du  Livre  IV  (t.  II)  des  Leçons  sur  la  Théorie  des  sur- 
faces de  -M.  harl»ou\. 
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lions  de  (i)  de  la  forme  f  (/),  en  posant  t  =^xy.  Un  calcul  facile 
donne,  pour  déterminer  cp,  Téquation  difTérentielIe  linéaire  et 
homogène  du  second  ordre  : 

(2)  <<p'H-[(a-HP)^H-  i]^'-|-(aP^  — y)?  =  0' 

qui  est  înlégrable  par  la  méthode  de  Laplace,  et  qui  admet  une 
intégrale  holomorphe  dans  tout  le  plan  de  la  variable  t.  Soit  ^{t) 
cette  intégrale,  nous  pouvons  toujours  supposer  que  cp(o)=:  i . 
Considérons  alors  la  solution  plus  générale  {voir  n°  III) 

u{x,  y\  XQ,yo)=  c-a*o(r-ro'-.Qro(jf-*o) ç ( 0 ), 

où  8  =(a:  —  ^ii){y  — J^o)î  il  est  évident  que  la  fonction  des  quatre 
variables  x^  y^  x^^  y^  ainsi  obtenue  possède  les  propriétés  sui- 
vantes : 


i*^ 


o» 


"(a^oTj^o;  a7o,7o)  =  i; 


-Ç    or.rfy 


3« 


dx 


La  fonction  u(x^  y]  ^oy  yo)  ^st  donc  bien  celle  qui  intervient 
dans  Inapplication  de  la  méthode  de  Riemann  et  qui  permet 
d'obtenir  l'expression  de  l'intégrale  de  (1)  prenant,  ainsi  que  l'une 
de  ses  dérivées  premières,  des  valeurs  données  sur  une  ligne 
tracée  dans  le  plan  xOy, 

Il  est  aisé  de  vérifier  d'ailleurs  que,  quelle  que  soit  la  solution  (p 
choisie  pour  l'équation  (2),  l'expression  u[x^y\  ^o>  J^o)>  formée 
comme  précédemment,  vérifie  l'équation  (i)  ou  son  adjointe,  sui- 
vant que  l'on  considère  u  comme  fonction  de  j:  et  jk  ou  de  Xq  et  y^ . 

L'équation  (2)  est  réductible  aux  équations  de  Bessel  dans  le 
cas  de  a  =  ^,  c'est-à-dire  lorsque  (i)  a  ses  invariants  égaux.  L'ap- 
plication de  la  méthode  de  Riemann  à  ce  cas  particulier  a  déjà  été 
faite  par  M.  Boussinesq  (Calcul  intégral,  Partie  complémentaire, 

p.  4i8). 
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SCHILLING  (F.>  —  Ueber  die  Nomograpiiie  von  M.  D'Ocagne.  Eine  Einfuii- 
Kt'NG  IN  DIESES  Gebiet.  1  vol.  in-S";  47  p.  Leipzig,  Teubner;  1900. 

Ce  petit  livre  est  la  reproduction  d'une  conférence  faite  par 
Tauteur  à  la  Société  mathématique  de  l'Université  de  Gœttingue^ 
Tauteur  y  explique  très  bien  les  méthodes  de  la  Nomographie  et 
en  montre  Futilité;  son  exposition  contribuera  sans  doute  à  popu- 
lariser ces  méthodes;  chacune  est  expliquée  sur  un  exemple,  de 
fiianière  que  le  lecteur  saisisse  facilement  ce  qu'elle  comporte  de 
général  et  soit  à  même  de  traiter  des  exemples  analogues.  La 
plupart  de  ces  exemples  sont  naturellement  empruntés  au  livre 
de  M.  Maurice  d'Ocagne;  mais  l'auteur  a  su  les  grouper  et  les 
présenter  sous  une  forme  heui;euse  et  intéressante.  Celui  qui  aura 
lu  les  courtes  pages  de  M.  Schilling  sera  orienté  dans  le  sujet  et 
n^aura  aucune  difficulté  à  chercher,  s'il  en  a  besoin,  des  rensei- 
gnements complémentaires  dans  le  Traité  de  M.  d'Ocagne. 


STUDNICKA  (F.).  —  Prager  Tychoniana  zur  bevorstehbnden  Sacularpeier 

DER  ErINNERUNG  AN   DAS   VOR    30O  JaHREN   ERFOLGTE  AbLEBEN  DES  RePOR- 
MATORS  DER  BROBACHTENOEN  ASTRONOMIE,  TyClIO  BrAHE.  7I  p.  in-S'*;  PrSgUe, 

Imprimerie  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Bohême,  1901. 

L'Auteur  a  consacré  ces  quelques  pages  à  décrire  pieusement 
les  reliques  de  ïycho  Brahe,  malheureusement  trop  peu  nom- 
breuses, qui  subsistent  à  Prague.  D'abord  quelques  manuscrits  : 
un  album  dédié  à  son  fils,  où  l'on  trouve  quelques  fières  sentences, 
et  quelques  dates  intéressantes  pour  la  vie  de  Tycho;  un  manuel 
de  Trigonométrie  plane  et  sphérique;  une  Table  de  sinus  sur  par- 
chemin; puis  quelques  livres  de  sa  bibliothèque,  en  particulier 
les  œuvres  de  Plolémée,  le  De  revolutionibus  de  Copernic  annoté 
de  la  main  de  Tycho;  un  exemplaire  AqV Astronomia instaurata 

Bull,  des  Sciences  mathém.f  a*  série,  t.  XXiV.  (Novembre  1900.)  iG 
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avec  une  dédicace  manuscrite,  la  Dialectica  de  Ramus;  enfin  le 
sextant  dont  se  servait  Tjcho  Brahe  et  le  tombeau  de  l'illustre 
astronome.  La  plaquette  de  M.  Studnicka  est  ornée  de  plusieurs 
gravures  et  fac-similés.  On  y  trouvera  en  particulier  plusieurs 
portraits,  dont  un  en  couleurs. 


BOEIIM  (K.).  —  ZuR  Intégration  partœllbr  Differensialsystkme.  55  p. 

in-S".  Leipzig,  Teubnor,  1900. 

Le  Mémoire  de  M.  Boehm^  dédié  à  M.  L.  Konigsberger,  est 
consacré  à  Tétude  des  séries  entières,  qui  vérifient  formellement 
un  système  donné  d'équations  aux  dérivées  partielles.  Sans  doute, 
les  résultats  de  cette  étude  n'acquièrent  leur  complète  valeur  que 
lorsque  la  convergence  de  ces  séries  est  établie;  elle  ne  mérite  pas 
moins  d'être  poursuivie,  tant  pour  son  importance  préliminaire 
que  pour  son  intérêt  propre;  M.  Boehm  laisse  systématiquement 
de  côté  tout  ce  qui  concerne  la  convergence. 

L'auteur  étudie  d'abord  le  nombre  de  relations  qui  résultent 
du  système  donné  d'équations  pour  la  détermination  des  dérivées 
partielles  d'ordre  donné  des  fonctions  inconnues;  ce  nombre  est 
supérieur  au  nombre  de  dérivées  quand  le  nombre  d'équations  est 
supérieur  au  nombre  m  de  fonctions  inconnues;  il  lui  est  inférieur 
dans  le  cas  contraire,  mais,  dès  que  m  est  supérieur  à  un,  ces  rela- 
tions peuvent  être  incompatibles  :  les  conditions  pour  qu'elles 
soient  compatibles  sont  les  conditions  d' intégrabilité, 

S'occupant  ensuite  du  cas  (m=  i)  où  il  n'y  a  qu'une  seule 
équation  y  =  o  avec  une  seule  fonction  inconnue,  il  distingue  une 
des  dérivées  d'ordre  le  plus  élevé  qui  figure  dans  le  premier 
membre  de  celte  équation,  et  précise  sous  quelles  conditions  et 
dans  quel  sens  on  peut  dire  que  les  équations  obtenues  en  difie- 
rentiant  l'équation /=  o  par  rapport  aux  variables  indépendantes 
sont  résolubles  par  rapport  aux  dérivées  de  la  dérivée  distinguée  : 
de  cette  façon  les  éléments  arbitraires  qui  figurent  dans  la  série 
entière  qui  satisfait  formellement  à  Téquation  f=z  o  sont  net- 
tement spécifiés. 
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Passant  ensuite  à  un  système  de  m  équations  à  m  fonctions 
inconnues,  M.  Boehm  établit  des  conditions  suffisantes  sous  les- 
quelles les  équations  obtenues  par  la  différentiation  des  équations 
proposées  sont  de  même  résolubles  par  rapport  aux  dérivées  d'un 
système  de  dérivées  distinguées,  sous  lesquelles,  par  conséquent, 
on  trouve  encore  des  séries  entières  qui  satisfont  formellement  au 
sy&tème  proposé  d'équations  aux  dérivées  partielles.  M"*  de 
Kowalevsky  avait,  dans  son  célèbre  Mémoire  inséré  au  Tome  80 
du  Journal  de  C relie,  donné  de  telles  conditions  suffisantes; 
mais  celles  auxquelles  parvient  M.  Boehm  sont  plus  simples,  et  la 
construction  de  ses  séries,  par  exemple  dans  le  cas  d'une  seule 
équation  aux  dérivées  partielles  avec  une  seule  fonction  inconnue, 
n'est  pas  soumise  à  certaines  restrictions  qu'impose  M™*  de  Kowa- 
levsky. 

On  remarquera  enfin  comment,  dans  l'ordre  d'idées  où  s'est 
placé  Fauteur,  s'introduit  la  notion  de  point  (initial)  singulier  par 
rapport  à  une  dérivée  partielle  d'ordre  maximum. 

J.  T. 


SCHOENFLIES  (A.).  —  Die  Entwickelung  der  Lehre  von  den  Punktman- 

NIGPALTIGKEITEN.    BeRICHT,    ERSTATTET    DËR    DEUTSCHBN    M ATHEMATISCHER- 

Vereinigung.  —  (a"*  cahier  du  8'""  Volume  du  /ahresbericht.)  i   vol. 
in-8**;  vi-nSa  p.  Leipzig,  Teubner,  1900. 

Nous  avons  eu  l'occasion,  à  plusieurs  reprises,  de  signaler 
l'intérêt  et  l'importance  des  Rapports  publiés  par  la  Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung  sur  diverses  branches  des  Mathé- 
matiques :  celui-ci,  qui  est  dû  à  M.  Schœnflies  et  qui  est  relatif 
à  la  théorie  des  ensembles,  ne  sera  pas  moins  bienvenu  que  ceux 
qui  l'ont  précédé.  Voici  vingt  ans  que  M.  Cantor  a  fondé  cette 
théorie  et  qu'il  s'applique  à  la  perfectionner;  plusieurs  mathéma- 
ticiens y  ont  apporté  d'importantes  contributions,  d'autres  l'ont 
rencontrée  sur  leur  route  et  en  ont  fait  d'heureuses  applications; 
on  ne  peut  plus  contester  ni  sa  portée  philosophique,  ni  le  rôle 
qu'elle  doit  tenir  dans  l'enseignement  des  principes  de  l'Analyse, 
ni  les  ressources  qu'elle  offre  pour  le  développement  général  des 
Mathématiques;   elle  s'est  montrée  utile  et,   ainsi,  le  reproche 


PBSm&RB  PARTIE. 


qn'oD  a  été  quelquefois  tenté  de  loi  faire,  d'élrc  non  sciiloment 
une  construction  paradoxale  mais  encore  une  construction  arbi- 
traire, s'évanouit  par  l'épreuve  du  temps.  Une  exposition  géné- 
rale, où  les  choses  fassent  mises  dans  un  ordre  logique,  où  l'on 
troaverait  toutes  les  idées  et  toutes  les  réfi-rcnces  essenlielles,  où 
l'on  montrerait  les  lacunes  qui  restent  à  combler,  était  éminem- 
ment désirable.  Dans  l'excellent  Livre  qu'il  nous  a  donné  sur  cette 
ihëorîe,  M.  Borel  avait  eu  en  vue  les  appliouions  à  Triude  des 
fonctions;  il  avait  dû  laisser  de  cAtébien  (les  points  importants  et 
n'avait  pa  développer  ni  Tfaistoire,  ni  la  biblio^'rapliie  du  sujet. 

On  s'attend  nalnrellement  i  trouver  l'une  et  l'uulre  dans  le 
Rapport  de  M.  Sehœnflies  ;  l'histoire  et  la  Itibliograpliie  d'uo 
sujet  sont  l'essence  même  d'un  Rapport  :  s'il  est  assez  clDircment 
rédigé  pour  que  le  lecteur  saisisse  bien  les  définitions  et  les  idées 
essentielles,  qu'il  puisse  suivre  le  développenicnl  de  celles-ci,  s'il 
trouve  en  outre  les  renvois  au  Hémoires  et  Livres  qu'il  devra 
lire  s'il  veut  approfondir  le  sujet,  îl  n'a  rien  à  reprocher  à 
l'auteur;  mais  M.  Sehœnflies  a  voulu  davantage,  il  a  voulu  que 
le  lecteur  pût  apprendre  la  théorie  même  dans  son  Livre  et  îl 
en  a  démontré  toutes  les  propositions  fondamentales:  il  l'a  l'ail 
d'une  façon  claire,  concise  et  élégante.  Ia  plupart  des  Chapitra 
s'ouvrent  par  un  exposé  critique  du  sujet  qui  sera  traita.  Aa 
lecteur,  déjà  orienté  par  cet  intéressant  exposé,  M.  Sehœnflies 
a  soin  de  montrer  l'importance  relative  des  propositions  qu'il 
déduit;  enfin  les  lacunes,  là  où  elles  subsistent,  sont  nettement 
indiquées.  Son  Livre  ne  peut  manquer  de  rendre  de  1res  grands 
services. 

11  est  divisé  en  trois  sections  :  la  théorie  générale  des  ensembles 
infinis,  la  théorie  des  ensembles  de  points,  les  applications  aux 
fonctions  de  variables  réelles. 

I.  L'auteur  développe  d'abord  la  notion  de  puissance  d'un 
ensemble  infini,  de  son  nombre  cardinal  si  l'on  veut.  La  question, 
non  encore  résolue,  de  savoir  si  les  puissances  ont  le  caractère 
des  grandeurs,  si  les  notions  <,  ^  telles  qu'elles  ont  été  définies 
par  M.  Cantor,  s'excluent,  est  nettement  posée.  M,  Schœo- 
ilies  reproduit,  après  M,  Borel,  l'ingénieuse  analyse  par  laquelle 
M.  Bcrostein  a  établi,  comme  M.  Scbroder  l'a  fait  de  son  côté, 
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que  deux  ensembles  M,  N  sont  équivalents  lorsqu'une  partie  de  M 
est  équivalente  à  N  et  une  partie  de  N  équivalente  à  M.  Un  cha- 
pitre est  consacré  aux  plus  simples  des  ensembles  non  dénom- 
brables  (continu  à  une  dimension,  nombres  irrationnels,  trans- 
cendants compris  dans  un  intervalle  donné;  continu  à  plusieurs 
et  à  une  infinité  dénombrable  de  dimensions;  ensemble  des  fonc- 
tions d'une  variable  réelle,  des  fonctions  continues,  des  fonc- 
tions analytiques,  etc.).  L'auteur  passe  ensulle  aux  ensembles 
ordonnés,  tels  que  de  deux  éléments  appartenant  a  l'ensemble, 
Fun  précède  l'autre;  il  s'étend  comme  il  convient  sur  l'impor- 
tante notion  des  ensembles  bien  ordonnés,  pour  lesquels  tout 
ensemble  partiel  a  un  premier  élément  et  sur  la  propriété  essen- 
tielle de  ces  ensembles.  En  regardant  comme  semblables  deux 
ensembles  ordonnés  dont  on  peut  faire  correspondre  les  éléments 
de  manière  que  les  éléments  de  Tun  soient  rangés  dans  le  même 
ordre  que  les  éléments  correspondants  de  l'autre,  en  désignant 
par  section  d'un  ensemble  bien  ordonné,  relative  à  un  élément 
de  cet  ensemble,  l'ensemble  (évidemment  bien  ordonné)  des  élé- 
ments qui  précèdent  cet  élément,  on  peut  affirmer  que,  étant 
donnés  deux  ensembles  bien  ordonnés,  il  y  a  l'un  des  deux  qui 
est  semblable  à  l'autre  ou  à  une  section  de  l'autre.  A  chaque 
ensemble  bien  ordonné  correspond  un  nombre  ordinal  {Ord- 
nungszahl)y  et  ces  nombres  ont  le  caractère  des  grandeurs.  Aux 
ensembles  finis  bien  ordonnés  correspondent  les  numéros  1,2, 
3,...;  aux  ensembles  dénombrables  bien  ordonnés  correspon- 
dent les  nombres  transfinis  de  M.  Cantor  : 

0),     0)  -+-  I,    u>  -+-  2,     ... 

u) .  2,     w .  2  -h  I ,    oj .  2  -f-  7. ,     ...  :     ....     o) .  X  -h  |i 


L'ensemble  (transfini)  des  nombres  finis  constitue  la  première 
classe  Z|  de  nombres,  il  est  de  la  première  puissance.  L'ensemble 
des  nombres  qui  correspondent  aux  ensembles  bien  ordonnés  de 
la  première  puissance  constitue  la  seconde  classe  de  nombres;  il 
est  de  la  seconde  puissance.  L'ensemble  des  nombres  qui  corres- 
pondent aux  ensembles  bien  ordonnés  de  la  seconde  puissance 
constitue  la   troisième  classe  de  nombres,  il  est  de  la  troisième 
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puissance,  etc.  La  question  de  savoir  si  tout  ensemble  déterminé 
peut  être  mis  sous  la  forme  d'un  ensemble  bien  ordonné,  si  en 
particulier  la  puissance  du  continu  fait  partie  de  la  suite  de  puis- 
sances précédemment  définie,  reste  à  éclaircir.  M.  Schœnflies 
signale  diverses  applications  intéressantes  :  par  exemple  le  théo- 
rème de  M.  Vivanti  sur  le  caractère  dénombrable  ou  fini  de  l'en- 
semble des  valeurs  distinctes  que  prend  une  fonction  analytique 
en  un  point  de  son  domaine  de  convergence,  celui  de  M.  Volterra 
sur  le  nombre  de  points  d'embranchement,  etc.  Il  termine  cette 
première  section  en  développant  les  notions  importantes  que  Ton 
doit  à  M.  du  Bois-Rejmond  sur  Tinfinitude  des  fonctions,  sur  les 
rapports  et  les  difierences  de  ces  notions  avec  la  théorie  de 
M.  Cantor. 

II.  Ce  sont  les  ensembles  de  points  que  Ton  a  considérés  tout 
d'abord;  ils  se  sont  présentés  d'une  façon  nécessaire  dans  Fétude 
des  fonctions  et  c'est  à  leur  occasion  que  M.  Cantor  a  commencé 
d'édifier  sa  théorie.  Un  tel  ensemble  conduit  naturellement  à  la 
notion  de  point  limite  ou  d'accumulation,  puis  à  celle  d'ensemble 
dérivé;  Temboîtement  des  dérivées  successives  d'un  ensemble  P 
amène  l'introduction  des  nombres  de  seconde  classe,  des  dérivées 
P^*^  dont  l'indice  est  un  nombre  de  seconde  classe,  de  la  dérivée 
p(û)  formée  par  les  points  communs  à  toutes  les  dérivées  dont 
l'indice  est  un  nombre  de    première  ou  de   seconde  classe.   La 
décomposition  d'un  ensemble  infini  P,   de  dérivée  P',  en  deux 
ensembles  P/,  P^  dont  le  premier  est  isolé  et  le  second  formé  des 
points  limites  de  P'  qui  appartiennent  à  P,  conduit  aux.  notions 
d^ensenMe  fermé  (ahgeschiossen,  parfait  sm  sens  de  M.  Jordan), 
dense  en  soi,  parfait  (au  sens  de  M.  Cantor),  suivant  que  l'on  a 
P^  =  P',  P/=  o  ou  que  ces  deux  égalités  ont  lieu  simultanément; 
puis,  relativement  au  domaine  de  H  où  sont  situés  les  points  de  P, 
aux  notions  d'ensemble  dense  partout,  quand  toute  partie  de  H 
contient  des  points  de  P;  d'ensemble  dense  nulle  |)art  en  H,  etc. 
La  question   de  la  puissance  d'un  ensemble  de  points  n'est  pas 
élucidée,  puisque  l'on  ne  connaît  que  des  ensembles  de  points  dé- 
nombrables,  ou  ayant  la  puissance  du  continu,  et  que  l'on  ignore 
s'il   y  a  d'autres  cas  possibles.   La   considération  des  ensembles 
dérivés  conduit  toutefois  à  un  résultat  important  :  si,  en  effel,  la 
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dérivée  P  est  dénombrable,  on  parvient  sûrement,  par  une  suite 
finie  ou  dénombrable  d'opérations  consistant  à  supprimer  succes- 
sivement des  ensembles  isolés,  à  une  première  dérivée  P^*^  qui  est 
nulle,  tandis  que  si  P'  n'est  pas  dénombrable,  on  parvient  par  le 
même  procédé  à  une  première  dérivée  P^*^  qui  est  un  ensemble 
parfait.  Ce  théorème  donne  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  qu'un  ensemble /er/né  soit  dénombrable  :  un  tel  ensemble, 
s'il  n'est  pas  dénombrable, ''a  la  puissance  du  continu;  c'est  le  cas 
des  ensembles  parfaits.  Outre  ces  propositions  fondamentales, 
M.  Schœnflies  développe  les  propositions  relatives  à  la  structure 
d'un  ensemble  fermé,  qui  n'est  dense  nulle  part  relativement  à  un 
domaine  H,  propositions  qu'ont  mises  en  lumière  les  recherches 
de  du  Bois-Rejmond  et  de  Harnack  sur  les  ensembles  linéaires, 
celles  de  M.  Schœnflies  lui-même,  de  MM.  Vivanti  et  Baire  sur 
les  ensembles  fermés  dans  le  plan  et  dans  l'espace. 

La  notion  relative  au  contenu  d'un  ensemble  de  points  a  donné 
lieu  à  d'importantes  recherches  dues  à  M.  Cantor,  à  Hankel,  du 
Bois-Reymond,  Harnack,  à  MM.  Veltmann,  Volterra,  Peano, 
Jordan,  Borel,  etc.,  que  développe  ensuite  M.  Schœnflies. 

De  nombreux  exemples  d'ensembles  de  points  viennent,  à  la  fin 
de  cette  section,  illustrer  les  théories  précédentes. 

III.  Nous  entrons  maintenant  dans  les  applications. 

Tout  d'abord  la  théorie  des  ensembles  a  singulièrement  con- 
tribué à  élucider  la  notion  de  continuité,  et  en  particulier  ce  qui 
touche  à  l'uniformité  de  la  continuité.  La  représentation  d'un 
ensemble  sur  un  ensemble  forme,  comme  l'a  montré  M.  Jordan 
dans  les  premières  pages  de  son  Traité  d^AnalysCy  un  point  de 
départ  très  naturel  pour  établir  les  principes  de  la  théorie  des  fonc- 
tions. Signalons  encore  la  construction  d'une  fonction  continue 
au  moyen  de  ses  valeurs  pour  un  ensemble  dense  partout  des 
valeurs  de  la  variable.  Au  même  ordre  d'idées  appartient  cette 
représentation  uniforme  et  uniformément  continue  d'un  ensemble 
dénombrable  de  points  dense  partout  dans  un  carré  sur  un 
ensemble  dénombrable  de  points  dense  partout  sur  un  segment  de 
droite,  laquelle  conduit  à  la  représentation  uniforme  et  continue 
de  tous  les  points  d'un  carré  sur  tous  les  points  d'un  segment 
(Peano,  Ililbert)  :  M.  Schœnflies  analyse  avec  soin  cette  rcpréscn- 
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talion  et  montre  comment  elle  fait  correspondre  aux  poInU  d*one 
portion  de  droite  située  dans  le  carré  un  ensemble  de  points  du 
segment  qui  n^est  dense  nulle  part.  Il  passe  ensuite  aux  fonctions 
ponctuellement  discontinues,  dont  une  remarque  simple^  due  à 
M.  Borel,  permet  d*éclairer  la  nature  :  il  analyse  les  principaax 
résultats  dus  à  du  Bois-Rejmond,  à  MM.  Bettazzi,  Brodén,  Dini; 
les  recherches  récentes  de  M.  Baire  sur  les  fonctions  de  deux 
variables,  continues  séparément  par  rapport  à  chacune  des  va- 
riables. En  se  bornant  d'ailleurs  aux  fonctions  monotones,  c*est- 
à-dire  qui  ne  croissent  jamais  ou  qui  ne  décroissent  jamais,  il  intro- 
duit, d'après  du  Bois-Rejmond,  ces  quatre  fonctions  auxquelles 
ScheeSer  a  donné  le  nom  de  dérivées  supérieure  ou  inférieure, 
à  gauche  ou  à  droite,  et  résume  divers  résultats  intéressants  sur  la 
structure  d'une  fonction  dont  les  dérivées  se  comportent  d^une 
façon  ou  d'une  antre  aux  points  d'un  ensemble  dénombrable  ou 
non.  Il  consacre  ensuite  un  important  chapitre  à  ces  fonctions 
continues  qui  ont  une  infinité  d'oscillations,  et  qui  fournissent  le 
plus  grand  nombre  d'exemples  de  fonctions  qui  n'admettent  nulle 
part  de  dérivées  :  elles  peuvent  toutefois  en  admettre  pour  cer- 
taines classes  de  points  (Brodén)  et  même  pour  tous  les  points 
(Ropcke),  bien  qu'elles  oscillent  partout.  M.  Schœnflies  a  obtenu 
lui-même  d'intéressants  résultats  sur  l'ensemble  des  valeurs  qui 
font  acquérir  à  une  fonction  continue  oscillatoire  des  maxima  ou 
des  minima.  Passant  aux  intégrales  définies  simples  et  doubles, 
propres   et  impropres,  l'auteur  expose  les  principaux  résultais 
obtenus  sur  ce  sujet  par  Ilankel,  Haroack,  par  MM.  Dini,  Vol- 
terra,  de  la  Vallée-Poussin,  etc.  C'est  du  Bois-Reymond  qui,  le 
premier,  a  observé  la  nécessité  de  soumellre  à  la  critique  le  théo- 
rème fondamental  du  Calcul  intégral,  à  savoir  que  si  F(j:)  admet 
la  dérivée /(j:),  inversement  F(:r)  résulte  par  intégration,  a  une 
constante  près,  puisque  ce  théorème  devient  illusoire  quand  la 
dérivée  y( a:)  n'est  pas  ihtégrable.  Cette  critique  et  celle  des  pro- 
positions connexes  est  développée  dans  l'avant-dernier  chapitre. 
Dans  le  dernier  chapitre,  enfin,  l'auteur  traite  de  la  convergence 
(les  séries  et  des  suites  de  fonctions.  On  j  trouvera,  outre  le  prin- 
cipe de  la  condensation  des  singularités  de  Hankel,  l'étude  des 
points  où  une  série  convergente  cesse  d'être  uniformément  con- 
verj^entc,  la  notion  de  fonction  de  convergence  d'après  M.  Osgood; 
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la  condition  donnée  par  ce  dernier,  sous  laquelle  une  série  non 
unirormémenl  convergente  est  intégrable  terme  par  terme;  les 
rechercjies  de  M.  Baire  sur  la  représentation  d'une  fonction  ponc- 
tuellement discontinue  au  moyen  d'une  série  de  fonctions  conti- 
nues, Tétude  des  séries  ponctuellement  convergentes,  etc. 

Nous  avons  essayé,  dans  l'analyse  succincte  qui  précède,  de 
donner  quelque  idée,  non  des  matières  traitées  par  M.  Schœn- 
flies,  mais  de  la  richesse,  de  la  variété  et  de  l'importance  de  ces 

matières. 

J.  T. 
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VALEURS  ASTMPTOTIQUES  DE  CERTAINES  SÉRIES 
PROGËDANT  SUIVANT  LES  PUISSANCES  ENTIÈRES  ET  POSITIVES 

D'UNE  VARIABLE  RÉELLE; 

Par    m.    Edouard  LE    ROY. 


1.   Soit  une  série  entière 

0 

Je  désigne  par  z  une  variable  réelle  et  je  suppose  tous  les  coef- 
ficients a„  positifs. 

Si  la  série  (i)  converge  dans  tout  intervalle,  elle  augmente  indé- 
finiment quand  z  croît  sans  limite  par  valeurs  positives. 

Si  la  série  (i)  possède  un  intervalle  de  convergence  fini,  on 
ne  restreint  pas  la  généralité  en  supposant  que  c'est  l'intervalle 

( — I,  -f- i).  Si   alors  la   série  numérique  \a„  est  divergente,  la 

0 

série  (i)  augmente  indéfiniment  quand  z  tend  vers  i. 

Dans  ces  deux  cas,  je  me  propose  de  dclcrmincr  la  valeur 
asymptotique  de/(z). 
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Les  propositions  que  je  vais  ëlablir  peuvent  être  de  quelque 
iitilité  pour  la  théorie  des  fonctions  définies  par  un  développement 
de  Taylor.  Quelques-unes  d'entre  elles  se  présentent  comme  les 
réciproques  de  certains  théorèmes  démontrés  par  M.  Darboux 
dans  son  Mémoire  Sur  r approximation  des  fondions  de  très 
grands  nombres. 

Je  chercherai  moins  des  résultats  très  généraux  que  des  résultats 
simples  permettant  une  étude  facile  des  cas  les  plus  usuels. 

2.  Examinons  d'abord  le  cas  où  les  coefficients  positifs  a/, 
décroissent  constamment  et  tendent  vers  zéro  quand  n  augmente 
indéfiniment. 

J'écarte  le  cas  où  oLn  tendrait  vers  une  limite  A  non  nulle,  parce 
qu'alors  on  aurait 

A 


a*)=t=^+2p-"' 


prt  tendant  cette  fois  vers  zéro. 

Il  suffit  évidemment  que  les  conditions  indiquées  soient  rem- 
plies par  les  a^  à  partir  d'un  certain  rang.  Mais,  pour  simpli- 
fier l'écriture,  je  les  supposerai  vérifiées  dès  le  premier  terme  ao. 

Posons 

an  =  e-r"K 

On  peut  toujours  imaginer  une  fonction  o{x)  continue,  posi- 
tive et  croissante  telle  que  cette  égalité  ait  lieu  à  partir  d'une 
certaine  valeur  de  /i  :  je  suppose  que  ce  soit  à  partir  de  n  =  o,  ce 
qui  ne  diminue  en  rien  la  généralité. 

Soit 

Iim  -: =  o. 

Alors  la  série  (i)  converge  pour  |v|  <[  i.  Si  Tintégralc 


f 


•  0 


est  divergente,  il  en  sera  de  même  de  la  série 


00 


72,, 


2/1  « 
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en  vertu  d^un  théorème  de  Cauchy.  Dans  ces  conditions,  le  point 
:;  =  I  sera  un  point  singulier  de /(s)  où  cette  fonction  deviendra 
infinie. 

Proposons-nous  de  voir  quelle  est  Tallure  de/(z)  quand  z  tend 
vers  1  par  valeurs  réelles  et  plus  petites  que  i . 

Le  théorème  que  je  vais  démontrer  est  la  généralisation  d'une 
remarque  déjà  faite  par  M.  Appell  dans  le  cas  particulier  où  oLn  a 
une  valeur  principale  de  la  forme  kn'P {*). 

Posons 

a  étant  réel  et  positif.  Comparons  la  série 

/(-)  =  ^(o)-4-^(i)-h...-+-4/(n)H-..., 
a  Taire  de  la  courbe 

qui  est  donnée  par  l'intégrale 


=/ 


0 


On  trouve  immédiatement,  par  un  procédé  classique  ('),  la  double 

inégalité 

J</(5)<J-^^(o). 

D'où  l'égalité  asjmptotique 

quand  a  tend  vers  zéro  (').  On  est  ainsi  ramené  au  calcul  asym- 

ptotique  d'une  intégrale  définie. 

Posons 

I 


1=  r  "<?-?('' r/i-. 


(')  Comptes  rendus,  tome  LWXVII,  1878.  —  Cf.  Picard,  Traité  d'Analyse, 
tome  I,  p.  307-211. 

(^)  ConsidératioD  des  rectangles  de  bases  1  et  de  hauteurs  ^'C^)  intérieur:»  et 
extérieurs  à  la  courbe. 

(')  En  effet  le  rapport  — —  tend  vers  *éro  avec  a,  puisque  le  numérateur  est 
une  constante  et  que  le  dénominateur  grandit  indéfiniment    Donc  ^ —  tend 


248  PREMIÈUB  PAKTIË. 

et  formons  le  rapport 

—  • 
I 

On  a 


o<   r    e-r'^-^dx<e  'V«/    i    e-^dx<  '  e 


Ka)    C    R-^dx<^  '  p.   ^(«A 


a  a 


-    I     e-9^'^dx<:   /     e-?^^^-^'dx<   /     e-9^''dx, 


D'où 


1       J 

-  <  7  <  i. 
e        I 


Donc,  pour  a  très  petit,  J   est  du  même  ordre  de   grandeur 

que  L 

J 
On  peut  aller  plus  loin  dans  la  plupart  des  cas  et  montrer  que  . 

tend  vers  une  limite  finie  et  différente  de  zéro  quand  a  tend  vers 
zéro.  Il  suffit  d'appliquer  à  ce  rapport  la  règle  de  L'Hospital.  Si 
l'on  pose 

oix=y,        p  =  -, 
le  rapport  des  dérivées  devient 


expression  dont  il  est  généralement  facile  de  Irouvcr  la  limite 
pour  p  =  00  (  *  ).  Soit,  par  exemple, 


3t«=--        {o<p<\). 


(')  Par  exemple,  si  x^  (.r)  esl  une  fonclion  décroissante,    /     „z  3)-c'.V;t.  yydy 

Jo       '        '   '         -^     ' 

«Jécroîl  en   rcNlant   siipihieiir  ,i     /     e  y  y  ily  et     /       cr  ? -??/  c  J"^' e/>'    (  rnli   en 

»    0  •    I 

^e^lanl  inférieur  i\    1       t-'  ^K  <0'j  lt>rs(|nc  [i  auj:nienle. 
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La  limite  de  -r  esl  alors  F (2  — />),  en  sorte  que  l'on  a 

f(z)ty^  — î^ ^--. 

''^    '       {i  —  zy-P 

Mais  je  n'insisterai  pas  sur  ces  calculs  très  faciles. 

Il  est  clair  que,  pour  calculer  I,  on  peut  prendre  telle  limite 
inférieure  d'intégration  que  l'on  veut,  pourvu  qu'elle  soit  finie, 
puisqu'on  peut  toujours  supprimer  dans  la  série  un  nombre  fini 
de  termes. 

On  peut  aussi  remplacer  dans  I  l'expression  e~*P^*^  par  une  autre 

expression  dont  le  rapport  à  la  première  tende  vers  1  quand  x 

augmente  indéfiniment.  Soit,  en  effet,  y^(x)  une  telle  expression. 

Le  rapport 

I 


1 


a,  d'après  la  règle  de  L'Hospilal,  la  même  limite  que  le  rapport 
des  dérivées 

c'est-à-dire  i  par  hypothèse.  Ainsi,  pour 

1 .3.5  . . {in  —  i) 


a»  =  T-n 9 


on  pourrait  prendre 


2.4*6..  .2/1 


.    ,  T(2T-hl) 


2**n(a7H-J) 


et 


Vt:j7 

comme  le  montre  l'emploi  de  la  valeur  asymptotique  bien  connue 
de  la  fonction  F. 
Enfin, on  a 

I Z  OL  e^ — I  OL  2  1.2  (2/)-t-2)! 


âans  le  calcul  de  la  valeur  asymptotique  de  /{s). 

Finalement,  nous  avons  le  théorème  que  vuici.  Soit  a{x)  niië~^ 
/onction  telle  gae 

Soit  ^(x)  une  fonction  dont  la  dérivée  P'(«)  soit  telle  que  le 
rapport 

Jende  vers  i  quand  x  devient  infini.  La  valeur  asymptotique 

de/(z)pùur  z  voisin  de  i  est  de  la  forme 


Mr^) 


<C  = 


t.), 


pourvu  que  les  coefficients  positifs  o„  aillent  en  décroissant 
jusqu'à  zéro  quand  n  croit  sans  limite. 
On  remarquera  <jue  l'on  a 


■-ai +  ...  +  «,=    f   a(a-)(/jT-fC-)-E,, 


C  désignant  une  constanle  et  e„  une  quantité  qui  tend  vers  zéro 
quand  n  augmente  indéfiniment  (<).  Donc  la  somme 
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devient  infinie  avec  n  comme  Tintégrale 

/     9.{x)dx. 

^  0 

Par  conséquent,  f{z)  augmente  incléfinimenl,   quand  z  tend 
vers  I,  de  la  même  façon  que  la  série  des  coefficients  diverge. 
Bref,  il  y  a  une  relation  étroite  entre  la  valeur  principale  de  oLn 

pour  n  infini,  le  mode  de  divergence  de  la  série  ^a,,  el  Tordre 

d'infinitude  At  f{z)  pour  ^  =  i . 

Voici  une  série  d'exemples  où  j'ai  mis  dans  une  première 
colonne  les  valeurs  de  a,,  et  dans  une  seconde  les  valeurs  as jmpto- 
tiques  correspondantes  de/(5)  (•) 

(o</?<i), 


I  I 


(L/i)/' 


"(i-.)[l-J-^] 


(/>>o), 


ni            (I  — 5)»-7          ^^^        *      -- «/  -"^    /» 
[      ..4.6.. ..n       J ^         (o</><.), 


1-'' 

(1-^)     ' 


[••'"T^]' 


-7 


Les  résultats  resteraient  d'ailleurs  les  mêmes  si  les  expressions 
inscrites  dans  la  première  colonne  étaient  seulement  les  valeurs 
principales  de  a,,. 

3.  Soit  maintenant 
la  fonction  ^(x)  étant  continue,  positive  et  croissante  pour  x  >  o. 


(')  A  un  multiplicaleur  constant  près. 


Je  suppose  encore 


PRBMlftBB  PARTIK. 


en  sorte  qoe  l'iniervalle de  convergence  de  la  série  (i)  est  lotijour; 
l'intervalle  ( — i,  + 1).  Rien  n'interdit  de  choisir  ç(;zr)  de  K-ilt' 
manière  que  cette  fonction  possède  des  dérivées  contiaues  des 
deux  premiers  ordres  :  j'admets  alors  que  <o'{x)  diJeroit  el  tend 
vers  zéro,  tandis  que  <f{x)  croît  et  icnd  vers  zéro  lorsque  t  aug- 
mente iodéfiniment  (*).  0  suffit,  bien  enlendii,  que  ces  diverses 
conditions  soient  vérifiées  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x  : 
nais  ée  n'est  pas  restreindre  la  généraliié  que  de  les  supposer 
remplies  A  partir  de  «  ^  o. 

Cela  posé,  soit  _ 

*  =  «-"        (.a>o).  ^M 

L'ordonnée  de  la  courbe  ^| 

d'abord  croissante,  puis  décroissante,  passe  par  un  maximoa 

égal  à 

pour  une  valeur  Ç  de  x  telle  qne  l'on  ait 

7'(0  =  «■ 
Comparons  la  série 

/(--,  =  ^(o) -t-^,(i) +..  .-H  ^,(  n)-.-.. . 

à  l'aire  de  cette  courbe 

J  =  f    et'-^'-'^dx. 

Appelons  p  el  p  +  i  les  entiers  immédiatement  inférieur  et  supé- 
rieur à  Ç.  La  considération  des  rectangles  de  bases  i  et  de  hau- 
leurs  ^{n)  intérieurs  et  extérieurs  à  la  courbe  donne  de  suite  la 
double  inégalité 

J-  f       ^(,j:)(lx</(z)<J  +  ^ip)  +  ^(p  +  ,). 


(')  On  a  donc  ç'ix)>o  et  ^'{x)< 


MÉLANGES.  253 

Or  on  a 


D^autre  pari, 

e?(x)-?(^-(x-Çi9'{^  e^x  >    /      e    « 

D'où 


eef(e)-9(S'J>4/ ^. 

V  --2<p  (Ç) 
On  voit  par  ià  que  le  produit 

augmente  indéfiniment,  quand  a  tend  vers  zéro  et  que,  par  suite, 
l  grandit  au  delà  de  toute  limite.  Donc  les  rapports 


f(z) 
tendent  vers  zéro.  Par  conséquent  ^^-j-^  tend  vers  i  et  Ton  a 

comme  au  paragraphe  précédent. 

Pour  trouver  l'ordre  d'infinitude  de  J,  je  distinguerai  deux  cas. 

Soit  d'abord 

an=  nPe-9^"^         (p>o)y 

^{x)  remplissant  les  mêmes  conditions  qu'au  §  2.  La  série  étudiée 
est  alors  d* ordre  fini  pour  z  =  i  [au  sens  de  M.  Hadamard  (•)]. 

Posons 

1 


'o 


On  verrait  comme  au  §  2  que  J  et  I  sont  du  même  ordre  de  gran- 
deur quand  a  tend  vers  zéro 

1       J 

-  <  ,  <i-f-r(/?4-'2). 

e        \ 


(  »  )  Thèse,  page  70. 
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11  y  a  plus  :  la  règle  de  L'Hospital  pourrait  servir  encore  ici  à 
montrer  que  -y  tend  en  général  vers  une  limite  finie  et  non  nulle. 
D'autre  part,  posons 


On 


K: 

■f 

1 

e- 

-(f'yx)xP  dx. 

I 

e^ 

-  =  !  +  /,. 

1  —  z        e^i*  —  I        a 


h  tendant  vers  -  quand  a  tend  vers  zéro.  Appliquons  alors  la  règle 
de  L'Hospital  au  rapport 


K 
I 


Le  rapport  des  dérivées  est 


(5)-'t-é)f(,.^.a/_f_Y 


Ol 


Faisons  tendre  a  vers  zéro.  Alors  cp'( — \-^h\  tend  vers  zéro  et 


a 


vers  I .  D\)ù 

r/^—  I 

K 

1 


linia^o—  —  I. 


Nous  rclrouvons  donc  le  inènie  résultat  qu'au  §  2  :  f{z)  est  de 
l'ordre  de  K  pour  :;  voisin  de  i . 

On  pciil  encore  rem[)iacer  ici  a,^  par  une  expression  asympto- 
lique  et,  d'une  fiiçon  j^éncrale,  toutes  les  remarques  faites  au 
paragraphe  précédent  demeurent  applicables. 

Par  exemple,  si  Ton  a 

«//  ^^  -|  ^— -         {  p  >  o,  7  quelconque), 


vient 


o-.).-[l^] 
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C  désignant  une  constante,  car  le  rapport  des  deux  quantités 


dx 


tend  vers  i  quand  ^  augmente  indéfiniment  (*).  Ainsi,  pour 

«rt  =  L/i!, 
on  trouve 

I 


L 


I  —  z 


d'après  la  formule 

qui  donne 

Ln!  oo  TiL/i. 

De  même,  si  Ton  considère  la  série  hjpergéométrique 

j-.        v^  r(a-i-/i)r(3-f-/i)        ^,     o 

fiz)—  >  -^^ f— M- r-''=  ^(«1  P.  ïi  -2), 

yv  /    ^  r(/n-i)r(Y-f-/i)  V  >  r>  I»    /» 

la  formule 


(/n-i)r(Y-f-/i) 

0 


donne 


et,  par  suite, 


pourvu  que 


r(/i  -h  /i)oo(Ai--i)!n'' 

r(/i-Hi)r(Y-f-n) 

f(z)i^  — — s- - 

a  4-  p  >  Y- 


Bref,  on  voit  que,  d'une  façon  générale,  si  /(z)  est  d'ordre  Jl ni 
pour  z  =  i,  la  partie  principale  de  /(z)  ne  dépend  que  de  la 
partie  principale  de  cf.„.  On  obtient  la  partie  principale  de  /(z) 
à  un  multiplicateur  constant  près  en  posant 


I 
n  = 


I  —  z 
dans  Texpressiou 

..  dn 

0 


Jf        2/1 
n 


(*)  Cette  règle  s'applique  si  a^  est  le  /i'***  nombre  premier  ou  son  inverse,  le 
nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  /i  ou  son  inverse,  etc. 
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ou  dans  une  expression  as^mptotiquement  équivalente. 
OoaC'J, 


r   a(_x)dx<.<tt-hat-t 


X 


a(iv)d!v 


pourn  in6nî.  Donc,  ici  encore, /(x)  devienl  infini  pour  ^  =  i  de 
U  même  façon  que  la  série  des  coefficienis  diverge.  Mais 
allons  voir  que  cela  n'est  plus  vrai  siy(s}  «si  d'ordre 
Supposons,  en  effet,  que  l'on  ait 

les  \p  ëUnE  u>us  positifs  et  U  série 

il," 

déBnîssant  une  fonction  entière  G(x).  On  a 

Soit,  par  exemple, 
il  vient 


d'oi 


!  le  montre  un  calcul  facile.   Ici  /{z)  est   d'ordre    infini 
I  el  l'on  constate  sans  peine  que  les  règ'Ies  précédentes 
^pliquent  plus. 
i%ais  indiquer  une  méliiode  pour  traiter  ce  nouveau  cas. 
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4.  Je  poserai 

et  je  supposerai  ia  fonction  i({x)  positive  et  indéfiniment  crois- 
sante avec  X,  On  verra  que  cette  hypothèse   est  généralement 
réalisée  dans  Iqs  applications. 
Ecrivons 

0  *^Ç(l— S) 

s  désignant  un  nombre  positif  fixe  aussi  petit  que  l'on  voudra  (*) 
Nous  allons  étudier  successivement  J|,  Ja  et  J3  lorsque  \  grandit 
indéfiniment. 

Occupons-nous  d'abord  de  Jo.  On  a 

^  étant  compris  entre  x  et  Ç.  Or  '>f  {x)  est  négatif  et  décroît  en 
valeur  absolue  quand  x  augmente.  D'où 

Posons 


dans  la  première  intégrale  et 


dans  la  seconde.  Il  vient 


\/-'i-m^-^)]f,j-i^,  '"'''•^ 


.Çe\/_?:!?!^.-«" 


(')  Je  rappelle  que  l'on  a  :  x  —  f'(^). 
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Or  

Donc  les  limites  d'intégrstion  augmenteDt  iodéfiniment  avec  %  et 
les  deux  intégrales  tendent  vers  \Jr.. 

Par  conséquent,  si  l'on  désl^'nc  par  t|  une  quantité  positive  qui 
tend  vers  zéro  quand  Ç  augmente  indéfinimenl,  on  peut  écrire 


(l_  r,)<  J,  <D?'ti-£ç'[î' 


■  V     ?[î(«-»)] 

■  étant  aussi  petit  que  l'on  veut. 
Considérons  maintenant  J| .  On 

/Î(l-H 
eïi*)-«ç',D,/j.  <  £,.ï.--U'-(E-U)9':f. 

puisque  le  coefficient  différentiel  va  en  croissant'lorsqoexvarie 
de  o  à  Ç.  Or,  on  trouve 


en  remplaçant  J|  par  la  limite  supérieure  qu'on  vient  de  déter- 
miner et  Ji  par  la  limite  inférieure  qui  a  été  calculée  plus  haut 
et  en  remarquant  d'autre  part  que  l'on  a  les  inégalités 

?{E-£t)-(5-£0?'(D-?(î)-t-Ê?'(D=Ç?'«-M)<- J-î-tSCi-Ol. 
.'(E-  ^^î)  =  -  ^g;  <  -  ^-'-^-^jF^      (o  <  »  <  0, 
+  [ï(>-0]<'t(î). 
d'après  les  hypothèses  faites.  On  cooclut  de  là  que  y  tend  vers 
zéro  quand  ;  devient  infini.  Donc  J)  est  d'ordre  moindre  que  Jj. 
Donc  enfin  J,   disparaît  devant  Ji  dans  le  calcul  de  la  valeur 
as^mptoliqne  de  J. 
i  Passons  à  J3.  Soit 

!p(x)  — rcç'(J)  =  — r- 
'I  vient 


-L 
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Or  X  varie  ici  de  $(i  +  e)  à  l'infini.  D'où,  puisque  îp'  décroît, 

(o<e<i). 


Or 


Donc 


Par  suite 


I  ^5(i-+-0* 


Mai 


S 


?(î+?O-e(i  +  Of(O-?(?)  +  ??'(î)='-^'?'(Ç  +  0'$)      (o<e<i), 

et 

Donc 

o  <    ?  <  -_('-^^)' _^-.  .-««tTiii. 

Ainsi  -p  tend  aussi  vers  zéro,  puisque  ^(Ç)  augmente  indéfiniment 

avec  $,  et  par  suite  J3  peut  être  négligé  devant  J2. 

La  conclusion  qui  résulte  de  tous  ces  calculs,  c'est  Fégalilé 
asymptotique 

Dans  cette  formule,  e  est  un  nombre  positif  quelconque. 
Or  on  a 


01 

Mais 

puisque  tj;  est  une  fonction  croissante.  Donc 


(,_  r^)(i  —  £)  <  e5?^^)-?'l'J,4  /  _  iSll  <(,  -^  s). 

y  'ITZ 


a6o 
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Puisque  c  peut  être  choisi  anssi  petit  qae  l'un  veut,  on  conclut 
immédiatement  de  li  que  Ji  et,  par  suite,  J  sont  de  Tordre  de 
grandear  de 


On  a  même,  en  général, 


îc^V^ 


comme  on  le  verrait  aisén^ent  en  faisant  d'abord  croître  Ç  indétî- 
uiment,  puis  tendre  e  vers  zéro  (*). 

Pour  avoir  la  valeur  asymptotique  de /(s),  il  suffit  maÏDt«naiit 
de  remplacer  S,  dans  l'expressioo  asjmptotique  deJ,  pars»  valeur 
tirée  de  l'équatioD 

T'{Î)  =  a 
et  de  poser  ensuite 

Soit,  par  exemple, 
Il  vient 


Mais  le  rapport 
tend  vers  i  quand  a.  tend  vers  zéro,  et  la  différence 


(  '  )  Il  suffit  de  poser  i 
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tend  alors  vers  —  -•  On  peut  donc  écrire,  par  exemple, 


/(^)coe-î^^^e»<.-> 


si  />  =  -•  En  général  on  pourra  facilement  voir  quelle  est  Texpres- 

sion  asymptotique  Aef{z)  en  fonction  de  i  —  z. 

Les  calculs  seront  quelquefois  un  peu  plus  compliqués.  Soit, 
par  exemple, 


On  a 


Oi 


an  =  eM\         '^=a. 


7^  étant  un  nombre  positif  quelconque.  Par  suite,  la  valeur  asymp- 
totique 

donne  lieu  aux  inégalités 

\a/        V    (i-+-Ti)(L2— La)  ^V    L2  — La 

Dans  la  pratique,  de  telles  inégalités  peuvent  en  général  rendre 
les  mêmes  services  que  la  valeur  asymptotique  exacte. 

5.  Arrivons  au  cas  où  la  série  (i)  définit  une  fonction  entière 

de  z.  Soit 

a„=  c-9(«). 

La  fonction  <f{x)  est  supposée  continue  et  positive  pour  ^  >  o, 
ainsi  que  ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres;  ç  et  y'  croissent 
jusqu'à  riniini,  ç*'  décroît  jusqu'à  zéro.  On  a  par  hypothèse 
encore 

la  fonction  i^{x)  étant  positive  et  indéfiniment  croissante  avec  x. 
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Enfin  le  rapport 

X 

devient  infini  avec  x. 

Posons 

5  =  c*        («  >  o). 

Des  raisonnements  tout  semblables  à  ceux  du  §  3  montrent  que 
l'on  a 


quand  a  (et  par  suite  z)  augmente  indéfiniment. 

Cela  étant,  des  calculs  tout  semblables  à  ceux  du  §  4  donnent 
l'égalité  asymptotique 

J  c/o  J'xr..  — , 
où  Ton  a 

Nous  savons  donc  déterminer,  dans  ce  nouveau  cas  aussi,  la 
valeur  asjmplotique  de  f{z)  lorsque  z  augmente  indéfiniment 
par  valeurs  positives.  J'ajoute  que  les  diverses  remarques  faites 
aux  paragraphes  précédents  s'appliquent  encore  ici  mutatis  mu- 
tandis. 

Voici  un  exemple 

On  a  ici 

o{x)=phT{T-^x). 

(3r,  on  il,  à  des  infiniment  petits  près, 

.'/>■ 1 .  .   p 


D'où 
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Mais  la  formule  de  Guderinann 


Lr(a-+-i)  =  (aH —  jLa  —  a-h  -  Laïc 


«0 


l'y     '      ,      ,     y-'    y      '      ,. 

0  0 

permet  d'écrire 

a=  L^  =p    LJ  -4-  j    > 

G  tendant  vers  -  quand  E  devient  infini.  D'où 

2    ' 

1  c 

Ainsi  le  rapport 

1 

T 

lend  vers  i  et  la  difTérence 

1 

zP—i 
vers  -  quand  $  augmente  indéfiniment.  Par  suite,  on  a 

/(s)</0  -—  (27t)  »    ^  ^^  e/'^''. 
VP 

Celte  formule  donne  Tordre  de  grandeur  de  /(z)  avec  plus  de 
précision  que  ne  le  feraient  les  inégalités  établies  par  M.  Hada- 
mard  dans  son  Mémoire  Sur  les  fonctions  entières. 

De  même,  pour 

%„=e-"^        (!</><  a), 

on  trouve 

Kl  ainsi  de  suite. 

6.  Occupons-nous  enfin  du  cas  où  <f"{x)  croît  indéfiniment 
avec  Xy  la  série  (i)  définissant  toujours  une  fonction  entière  et  les 
autres  hypothèses  restant  aussi  les  mêmes. 

Si  l'on  pose 
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on  trouve  encore 

avec 

lorsque  a  augmente  indéfiniment.  La  démonstration  est  d'ailleurs 
absolument  la  même  qu'au  §  4. 

Cette  formule  nous  permet  déjà  de  calculer  la  valeur  asympto- 
tique  d'un  grand  nombre  d'intégrales  définies  :  problème  qui  se 
présente  dans  une  foule  de  questions. 

Soit,  par  exemple, 

On  a 

D'où,  en  appliquant  la  formule  trouvée, 

r(a)(>oa«e-a4/— , 

résultat  bien  connu. 
Soit  encore 

11  vient 

El  ainsi  de  suile. 

Voyons  dans  ce  cas  quelle  est  la  valeur  asymplotique  de  J'{z) 
nous  allons  voir  que  ce  n'est  plus  J. 

Appelons />  et  /?  -|-  I  les  entiers  qui  comprennent  Ç  et  posons 

On  a 


7  = 


0» 


7=0 

D^où 


</  =  •  <-t 

7=0 
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0  étant  compris  entre  o  et  i.  Mais  cp'  et  <p"  croissent  avec  x.  D'où 

Le  second  membre  lend  vers  1  quand  \  et,  par  suite,  p  aug- 
mentent indéfiniment.  On  peut  donc  écrire 

Rp+i=ij;(/>-+-i)(i -+-£), 

e  étant  un  infiniment  petit  quand  \  est  un  infiniment  grand. 
D'autre  part,  on  a 

4^(o)H-4;(i)-|-...-hij;(/>  — i)<    /         ^{x)dx-^'li^(p  —  \). 

Or 

_        /        ^{x)dx=  f        cxç'(^-ç(x)-Hp(p-i)-(p-i)9'(Ç)  ^a: 


OU 


bien 


6  étant  compris  entre  zéro  et  i .  D^oii 


p-^  /^p-» 


Or 


î r       4;(:p)rfa:<    T        e(x-/,4-i)[f(^)-9'(/,-i)l  ^^  <  _^ L 


?'(5)  -  ?'(/>  - 1)  =  (5  - /> -M)?'[/>  -  '  H- ^(? -Z' -+- OL 

^  étant  compris  entre  zéro  et  i .  D'où 

?'(0~?'(/>-i)>?'(/'-i)> 

ety  par  suite, 


/  ^(x)dx<^—r-, : 


On  voit  par  là  que  le  premier  membre  tend  vers  zéro  quand  \  et, 
par  suite,  p  augmentent  indéfiniment.  On  peut  donc  écrire 

^(o) -t-. .  .-+- i;^(/>  -  i)  =  4;(/?  —  i)(i  4- Tj  ), 
r\  étant  infiniment  petit  avec  =-• 
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De  même,  pour  la  série  de  Lambert 


•0 

5'» 


■■<')=2i^ 


OD  trouve,  lorsque  z  :=  e  ^  tend  vers  i  : 

dx 


L(z)cn 


X 


C«*— I 


Oi 


dx  i  e^ 


Par  suite 


L(3)oo 


I  —  z 


Et  ainsi  de  suite. 

Il  serait  facile  de  multiplier  ces  exemples.  Le  lecteur  verra  sans 
peine  quelles  conditions  doivent  être  remplies  dans  chaque  cas. 

D'une  façon  générale,  et  je  finirai  par  cette  remarque,  les 
méthodes  exposées  dans  ce  Mémoire  sont  surtout  des  méthodes 
pour  le  calcul  asvmptotique  de  certaines  intégrales  définies  :  elles 
s'appliquent  à  toutes  les  séries  asymptotiquement  équivalentes  à 
une  telle  intégrale. 
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CARL-FRIEDRICII  GAUSS  WERKE.  —  Aciiter  Bind  iiERvrsciix.EBEN  von  drr 
K.  Gesells<:iiaft  der  Wissknschaften  zu  Gottingen.  Leipzig,  Teubner; 
1900.  1  vol.  in-4  ;  4^8  p. 

Lorsque,  il  y  a  aujoiinrhui  près  de  cinquante  ans,  la  Société 
Royale  des  Sciences  de  Gœllingue  entreprit  la  publication  des 
CKuvres  de  Gauss,  les  f^éomètres  de  tous  les  pajs,  en  applaudis- 
sant à  cette  décision,  attendirent  avec  impatience  la  réalisation 
d'un  si  noble  et  si  utile  projet.  Gauss  avait  pour  devise  :  Pauca 
sed  matura.  Aucun  des  écrits  qui  sont  sortis  de  sa  plume  ne  pré- 
sente la  moindre  trace  d'imperfection.  S'il  est  quelquefois  difficile 
de  découvrir  pleinement  les  principes  supérieurs  qui  le  guident 
dans  la  démonstration  de  ses  théorèmes,  s'il  est  permis  aussi  de 
préférer  quelquefois  d*aulres  modes  d'exposition  à  ceux  qu'il  a 
adoptés,  il  est  impossible  de  ne  pas  admirer,  en  se  plaçant  au 
point  de  vue  qu'il  a  choisi,  la  rigueur,  la  précision  élégante,  la 
profondeur  qui  sont  les  caractères  constants  et  essentiels  de  ses 
écrits.  On  savait  depuis  longtemps,  d'ailleurs,  que  ces  écrits  ne  con- 
tenaient qu'une  partie  de  ses  découvertes;  sa  correspondance  avec 
Schumacher,  le  savant  directeur  de  l'observatoire  d'Altona,  avait 
été  publiée  en  iHGo;  grâce  à  elle,  nous  avions  appris  que  Gauss 
avait  profondément  réfléchi  sur  les  principes  de  la  Géométrie  ;  que, 
bien  avant  Abel  et  Jacobi,  il  avait  découvert,  dans  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques,  les  propositions  fondamentales  relatives  à 
l'inversion  qui  ont  illustré  dès  le  début  la  carrière  mathématique 
de  ces  deux  grands  géomètres,  et  l'on  espérait  que  la  publication 
de  ses(^^uvres  complètes,  confiée  à  un  géomètre  justement  estimé, 
M.  Ë.  Schering,  aurait  le  double  avantage  de  remettre  sous  les 
jeux  de  tous  des  écrits  devenus  rares  et  de  nous  faire  connaître  en 
même  temps  la  partie  essentielle  des  travaux  auxquels  Gauss 
n'avait  pas  eu  le  temps  de  mettre  la  dernière  main. 

Cette  attente  n'a  pas  été  trompée  par  la  publication  des  sept  Vo- 
lumes in-4**  qui,  de  1860  à  1871,  nous  ont  été  donnés  par  M.  Sche- 
ring. La  partie  des  manuscrits  inédits  de  Gauss  qui  nous  a  été 

liuil.  des  Sciences  mathem,,  »'  sério,  l.  WIV.  (  DécciiilHc  i»*oo.}  i» 
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ainsi  révélée  a  6lé  afiCHcîllîc  avec  grande  faveur.  Mieux  connus  el 
\iUis  répandus  grAoe  h  leur  réunion,  les  écrits  de  Gauss  ont  con< 
Il  ihné  à  former  et  à  instruire  les  nouvelles  généraLions  d'éludiaal 
^l^'  laSciencemalliémnli<iiie.Maî«  depuis  trente  ans,  bien  des  bran- 
«lii's  de  celle  science,  la  géométrie  non-euclidîenne  par  exemple, 
dont  Gauss  avait  reconnu  toute  l'imporlance  et  qu'il  n'avait  cvssi'j 
■irxpprofondtr,  ont  pris  un  développement  extraordinaire;  et  II  il 
setitblé  fju'il  serait  possible  de  tirer  encore  des  papiers  de  Gai 
'Lien  des  fragments  nouveaux,  de  nature  à  mettre  de  plus  en  plusi 
en  lumière  le  ^émr.  du  f-rand  géomâlre,  de  nature  surtout  â  inté-' 
resser  tous  ceux  qui  se  préoccupent  avec  tant  de  raison  de  l'intro-i 
tluelion  et  du  développemenl  des  noliims  fonda  ni  en  lai  es  dans  Iki 
Science.  C'est  ainsi  qu'après  trente  ans  d'intervalle,  la  Société  dai 
Cœttingue  a  été  conduite  à  reprendre  et  ù  poursuivre  la  publica- 
tion des  œuvres  de  Gaiis^.  A  défaut  de  M.  Scbering  qui  avait  pré- 
paré celle  continuation,  mais  que  la  mort  aura  empêché  de  la  l'éa- 
liser,  elle  a  confié  la  direction  de  ce  travail  à  M.  Félix  Klein  qui 
s  su  s'entourer  d'une  élite  de  cullaboralcitrs  dévoués  et  préparé) 
à  leur  tScbe. 

U'aprés  le  plan  adopté  par  M.  Klein,  il  y  a  uni  lieu  de  compléter 
le  Tome  Vil  qui  terminait  la  première  publication  ctd'ajoutvrtroia 
nouveaux  Volumes. 

Le  Tome  VII,  en  debors  delà  réimpressiondéjâ  faite  du  Th<!oria 
mollis  corporum  cœlestium,  comprendra  des  morceaux  étendus 
sur  les  perturbations  en  Astruaaiiiie. 

l.e  Tome  VIII,  qui  vient  de  paraître  et  que  nous  avons  sous  les 
yeux,  renferme  une  série  de  morceaux  inédits  sur  l'arilbmétique, 
l'analyse  et  la  géométrie.  On  y  a  fait  (igurer  tous  les  fragments 
qui  se  rappurlaieut  aux  quatre  premiers  volumes  déjà  publias;  il 
contient  eu  particulier  tout  ce  que  l'on  a  pu  rassembler  dus  Ira- 
vaux  de  Gauss  sur  les  fondements  de  la  géométrie. 

Ix  Tome  IX  contiendra  dvseomplémcnis  sur  lu  physique  matbtf- 
matiqne,  sur  la  géodésie  et  sur  la  triangulation  du  Hanovre,  faite 
pur  GauEn. 

Kniîn  le  Tome  \  nous  apportera  tes  renseignements  bibliogra- 
pliiques  et  des  fragments  de  la  correspnodance. 

On  voit  assex  par  ces  renseignements  quelles  sont  l'éiendae  et 
l'importance  du  complément  que  l'on  se  propose  d'ajouter  auE 


i 
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Œuvres  de  Gauss.  Nous  serions  tenté  cependant  de  demander  bien 
davantage.  On  nous  promet  seulement  des  fragments  de  la  corres- 
pondance; nous  la  voudrions  tout  entière  et  rangée  par  ordre 
chronologique.  C^est  ainsi  que  procèdent  actuellement  les  éditeurs 
desCBEuvres  de  Hujgens  et  de  Descartes,  pour  le  plus  grand  béné- 
fice de  la  science  et  de  Thistoire.  Ce  qui  a  été  déjà  publié  de  la 
correspondance  de  Gauss  avec  des  hommes  tels  que  Schumacher, 
Bolyai,  Bessel,  Olbers,  nous  est  un  sûr  garant  que  la  publication 
intégrale  réclamée  par  nous  serait  accueillie  avec  reconnaissance 
et  rendrait  les  plus  grands  services.  Les  génies  tels  que  Gauss  doi- 
vent avoir  partout  le  premier  rang;  et  les  pièces  qui  les  concer- 
nent ont  leur  place  marquée  dans  le  recueil  de  leurs  œuvres  com- 
plètes. Il  ne  nous  semble  pas  impossible  d'ailleurs  de  lever  les 
objections  que  nous  prévoyons  et  qui  pourraient  s'opposer  à  la 
publication  intégrale;  le  succès  même  qui  est  assuré  d'avance  à 
celte  publication  permettrait  sans  doute  de  désintéresser  les  édi- 
teurs antérieurs  dont  nul  ne  songe  à  méconnaître  les  droits. 

Quoi  qu'il  advienne  de  la  demande  que  nous  adressons  à 
M.  Klein,  on  peut  être  assuré  que,  sous  son  impulsion  à  laquelle 
nous  devons  la  publication  si  rapide  de  la  Nouvelle  Encyclo- 
j>édie  mathématique,  les  volumes  nouveaux  des  Couvres  de 
Oauss  seront  bientôt  entre  nos  mains.  Nous  allons  analyser 
aujourd'hui  le  Tome  VIII,  qui  se  divise  en  deux  parties  d'inégale 
étendue  :  la  première,  de  i56  pages,  comprend  des  compléments 
«naljtiques  se  rapportant  aux  trois  premiers  Volumes;  la  seconde, 
de  3oo  pages  environ,  sert  de  complément  au  quatrième  Volume  et 
se  rapporte  à  la  géométrie.  Elle  a  été  préparée  par  M.  Stackel. 

Les  fragments  qui  composent  la  première  section  ont  été  rangés 
sous  des  titres  divers.  L'arithmétique  et  l'algèbre,  l'analyse  et  la 
théorie  des  fonctions  ont  été  mises  en  œuvre  par  M.  Fricke;  les 
sections  relatives  au  calcul  numérique  et  au  calcul  des  probabi- 
lités ont  été  préparées  par  MM.  Bôrsch  et  Krùger,  de  Postdam. 

Parmi  les  morceaux  d'arithmétique,  d'analyse  et  de  théorie  des 
fonctions,  il  faut  signaler  différentes  recherches  particulières 
relatives  à  la  série  de  Lagrange,  mais  surtout  la  lettre  mémorable 
du  8  décembre  1811  dans  laquelle  Gauss,  écrivant  à  Bessel,  donne 
d'une  manière  complète  la  définition  d'une  intégrale  prise  entre 
des  limites  imaginaires.  A  la  suite  de  cette  lettre  viennent  des  frag- 


ire. 
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ments  qui  méritent  aussi  d'être  signalés  :  ils  se  rapportent  à  Tin- 
-  '^  et  à  la  fonction  modulai] 

Dans  les  fragments  relatifs  au  calcul  des  probabilités,  on  a 
réuni  un  assez  grand  nombre  de  documents  relatifs  à  la  découverte 
de  la  méthode  des  moindres  carrés  dans  laquelle  Gauss  s'est  ren- 
contré avec  Legendre.  Dans  une  lettre  à  Olbers,  datée  de  juil- 
let 1806,  Gauss  fait  à  ce  sujet  la  remarque  suivante  : 

«  Es  scheint  mein  Schicksal  zu  sein,  fast  in  allen  meinen  theo- 
retischen  Arbeiten  mit  Legendre  zu  concurriren.  So  in  dcr 
hôhern  Arithmetik,  in  den  Untersuchungen  uber  transcendente 
Functionen  die  mit  der  Rectification  der  Ellipse  zusammen- 
hangen,  bei  den  ersten  Grûnden  der  Géométrie  und  nun  wieder 
hier.  So  ist  z.  b.  auch  das  von  mir  seit  1794  gebrauchte  Princip, 
dass  man,  um  mehrere  Grossen,  die  man  nicht  aile  genau  dar- 
stellen  kann,  am  besten  darzustellen,  die  Summe  der  Quadrale  zu 
einem  Minimum  machen  musse,  auch  in  Legendres  Werke 
gebraucht  und  recht  wacker  ausgefiihrt.  » 

Mous  aurons  sans  doute  à  revenir  sur  l'analyse  et  la  théorie  des 
fonctions;  cette  fois  nous  avons  fait  une  étude  plus  particulière 
des  morceaux  relatifs  à  la  géométrie.  Nous  avons  plaisir  à  le  recon- 
naître, ils  justiGent  pleinement  toutes  les  espérances  que  nous 
avions  conçues. 

Nous  noterons  en  premier  lieu  une  série  de  lettres  et  de  mor- 
ceaux dclacliés  concernant  le  postulatum  d'Euclide  et  cette 
tliéorie  des  parallèles  (|ue  Gauss  appelle  quelque  part  (en  fran- 
çais) la  partie  honteuse  des  nialliématiques.  Nous  voyons  qu'il 
faudra,  dans  l'histoire  de  cette  théorie,  ajouter  aux  noms  de 
Bolyai  et  de  Lobalscliefskv  celui  de  F.-L.  Wachter,  qui  fut 
en  1809  un  des  élèves  de  Gauss  à  l'Université  de  Gœtlingue  et 
aussi  celui  d'un  professeur  de  droit  à  l'Université  de  Marbourg, 
Schvveikarl,  qui,  sans  connaître  les  idées  de  Gauss,  s'était  élevé 
de  lui-même  en  1818  à  la  notion  d'une  géométrie  non-euclidienne. 
En  recevant  des  mains  de  son  ancien  élève  Gerling  un  résumé  du 
travail  de  Schweikart,  Gauss  s'empresse  de  répondre  : 

«  Die  Notiz  von  Uni  Prof.  Schweikart  hat  mir  ungemein  viel 
Vergniigen  gemacht  uiid  ich  bitle  ihm  dariiber  von  mir  recht  viel 
ScliîMies  zu  sagen.  Es  ist  mir  i'ast  ailes  aus  der  Seele  geschrieben.  » 
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Les  fragments  qui  accompagnent  cette  section  consacrée  à  la 
géométrie  non-euclidienne  se  rapportent  aux  sujets  les  plus  variés, 
J^  raison  en  est  facile  à  donner  :  Gauss  s'intéressait  à  tout.  Son 
biographe,  Sartorius  von  Wallershausen,  nous  apprend  qu'il  se 
préoccupait  sans  cesse  d^ouvrir  des  voies  nouvelles  à  l'application 
des  Mathématiques.  Il  tenait  registre  de  tout  :  de  la  date  et  du 
nombre  des  orages  dans  les  difl'érentes  années,  du  nombre  de  pas 
qui  séparaient  l'observatoire,  où  il  demeurait,  de  tous  les  endroits 
où  il  avait  coutume  de  se  rendre;  de  la  durée  de  la  vie,  évaluée  en 
jours,  des  hommes  les  plus  remarquables  et,  plus  particulière- 
ment, de  ses  amis  décédés.  Il  ne  dédaignait  pas  d'ailleurs  de  se 
mettre  à  la  portée  de  ses  correspondants,  de  les  aider  dans  des 
travaux  et  dans  des  recherches  qui  pourraient  paraître  au-dessous 
de  son  génie.  C'est  ainsi  que  nous  le  voyons  indiquer  à  Gerling 
une  méthode  élégante  et  irréprochable  pour  démontrer  une  for- 
mule élémentaire  de  trigonométrie  sphérique.  Gerling  s'occupe 
de  la  réimpression  d'un  Ouvrage  classique  de  Lorenz  et  il  ne 
craint  pas  de  consulter  Gauss  sur  les  plus  petits  détails;  Gauss  lui 
répond  toujours  avec  beaucoup  de  bouté  et  d'empressement.  Nous 
signalerons  plus  particulièrement  dans  celte  correspondance  ce 
qui  concerne  la  symétrie  des  poljèdres.  Sur  la  déclaration  de 
Gauss  qu'il  est  vraiment  fâcheux  de  faire  appel  à  la  méthode 
d'exhaustion  pour  démontrer  l'égalité  de  volume  de  deux  polyè- 
dres symétriques,  Gerling  lui  communique  une  méthode  toute 
semblable  à  celle  que  l'on  connaît  pour  les  triangles  sphériques, 
et  Gauss,  en  lui  faisant  ses  compliments,  a  soin  de  bien  dégager 
le»  principes  sur  lesquels  elle  repose  (').  Gauss  de  son  côté,  sans 


(•)  Pour  démontrer  que  deux  polyèdres  symétriques  sont  équivalents,  il  suffit 
évidemment  d'établir  la  proposition  pour  le  (étraédre.  Or  la  proposition  devient 
évidente  si  l'on  admet  le  volume  de  la  pyramide;  mais  ce  volume  est  toujours 
obtenu  par  la  métho<le  d'exhaustion. 

Pour  établir  cette  égalité  de  volumes  de  deux  Iclraèdres  symétriques,  sans  uti- 
liser Texpression  du  volume  du  tétraèdre,  Gerling  décomp«)se  chaque  tétraèdre  en 
douze  tétraèdres  isoscèles  qui  ont  pour  sommet  commun  le  centre  de  la  sphère 
circonscrite  au  tétraèdre  et  ont  pour  bases  les  triangles  isoscèles  dans  lesquels 
chaque  face  est  décomposée  par  les  trois  rayons  du  cercle  circonscrit  à  celte  face 
par  les  trois  rayons  qui  aboulissenl  à  ses  trois  somiiiels.  Chacune  de  ces  douze 
pyramides,  admettant  un  plan  de  symétrie,  est  supcrpo^ahle  à  sa  symétrique  «l^ 
par  suite,  lui  est  équivalente.  Celle  èquivulcncc  s'clcud  évidcmjiicnl  au  lélraèdrc 
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faux  amour-propre,  ne  craint  pas  d'avouer  son  ignorance  sur  des 
points  de  peu  d'importance  et  de  faire  appel  à  l'érudition  toujours 
empressée  de  ses  correspondants.  C'est  ainsi  qu'il  écrit  à  son  ami 
Schumacher,  tantôt  pour  lui  demander  s'il  connaît  une  construc— 
tion  élégante  du  centre  de  la  conique  déterminée  par  cinq  points, 
tantôt  pour  réclamer  des  renseignements  au  sujet  du  théorème  de 
Lexell  relatif  au  lieu  des  sommets  des  triangles  sphériques  de  base 
donnée  et  de  surface  constante.  Dans  une  autre  lettre,  nous  re- 
marquons que  Gauss  parle  à  Schumacher  de  son  ancien  élève 
Môbius,  l'auteur  du  Calcul  barycentrique,  en  des  termes  qui 
seront  allés  au  cœur  de  Mobius  si,  comme  cela  est  à  croire,  il  en  a 
reçu  lot  ou  tard  communication. 

Parmi  les  questions  résolues  aujourd'hui  dans  nos  traités  élé^ 
mentaires  d'arpentage  s'en    trouve  une   qui   a  reçu   le  nom  d^ 
problème  de  la  carte  et  qui  est  aussi  connue  sous  le  nom  depro — 
blême  de  Polhenot.  Polhenot  vivait  du  temps  de  Louis  XIV;  il 
été  professeur  de  mathématiques  au  Collège  de  France  de  i68. 
jusqu'à  sa  mort  survenue  en  1732;  il  fut  membre  de  notre  Aca. — 
demie  des  Sciences  de  1682  jusqu'à  1699,  époque  où  il  fut  rajr  ^ 
par  suite  d'une  absence  trop  prolongée.  Dans  un  Mémoire  de  16^  "^^ 
inséré  en   i  ^.'io  au  tome  X  des  Mémoires  de  l'Académie  d^^  s 
Sciences j  il  aborda  et  résolut  ce  problème  de  géographie  pratiqua    » 
Trouver  la  position  d'un  lieu  que  l'on  ne  peut  voir  des  principale  "x 
points  on  l'on  observe.  Par  exemple,  un  navigateur,  passant  s  «-^r 
un   écueil  caché  par  les  hautes  eaux,  veut  pouvoir  le  signalexr        ^ 
ceux  (|ui  le  suivent.  H  sulfil  de  viser  trois  points  que  Ton  aperço»^  ^i 
déjà  ra[)porté3  sur  la  (^aiie  de  la  contrée,  et  de  mesurer  les  angl  ^s 
c|ue  foui  entre  elles  les  trois  lignes  de  visée.  Si  l'on  a  la  borm  k^^^ 
forluiie  de  ne  pas  se  trouver  sur  le  cercle  passant  par  les  itr^^^^  ^^^ 


clonl    lo    vohirnc  est    I;i    5f>nimc    aijiébriqiic   des  volumes   des  douze  pyram 
(".cite    (Irriinnslralion  est   fort  élégdnle,  il  est  facile  de  voir  que  Ton  pou 
éviter  les  pyranudes  iu'j:atives  rjui  en  troublent  la   netteté  et  exigent  la  con 
ration  de  plusieurs  cas  en  substituant  la  sphère  inscrite  à  la  sphère  circon5<^ 
cl  en  faisant  la  remarque  que  les  solides  à  six  faces  admettant  pour  sommets 
rxfrémilés  de  l'une  des  arêtes  du  tétraèdre,  le  centre  de  la  sphère  inscrite  et. 
projections  de  ce  centre  «»ur  les  deux  faces  qui  se  coupent  suivant  rareté  c*>' 
ficrèe  ont  un  plan  de  symétrie  qui  est  le  plan  bissecteur  du  triédre  suivant  ccr  ^ 
aiète  et,   par  suite,  sont  superposables  à  leur  symétrique.  Le  tétraèdre  se  tr'»** 
ain"^i  décomposé  en  six  solides  par«Mlsdonl  les  volumes  sont  toujours  addilif&- 
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lioicils  e(  •{>)>«!(■  cercle  dangereux,  le  pmliléine  e*l  ilûleniiiné  el 
I  ne  compurti:  qu'une  soliilion.  Si  l'on  est  sur  le  c«rclc  dangereux 
I  tiiî-mëme,  il  en  admet  une  infinité. 

Tel  esl  le  {tmbifme  de  l'oilicnnt  ijiie  l'on  devrait  apfteler  pliitdt 
I  le  problème  de  Snelli.is;  car  Willcbrord  Sncllin^,  à  .^ui  l'un  duit 
I  la  première  niétboile  île  mesure  ({neli{ue  peu  exiicte  dit  degré  ler- 
I  rt^stre,  en  avait  donnù  l'énonce  cl  lu  :tolulion  di*s  lài-  dans  son 
I  £ra(ostbtriPi  Itatm-iis  de  ler/fp  twibilus  vtra  guantilate.  Il 
■  été  traité  aussi  p«r  Jolm  Cnllrns  dans  le^  'franitactions  Pfiito- 
I  lophiqaei  de  iG-t ,  d'après  «ne  qucslion  proposfV  par  Townlcf. 
Dana  les  fragiiienU  que  noua  donne  M.  Stiiukel,  il  n'y  a  pas  moins 
Id'iine  Irentutnc  de  pages  consacrées  à  ce  problème  si  simple  que 
Tnos  écoliers  les  moins  avancés  rL'snlvent  sans  grande  diniciitlé. 
I  Comment  se  Tait-il  ipie  Ganss  s'en  aoit  occupé  avec  tonl  de  soin? 
I  comment  se  fail-il  que,  cnmmiiniipinnt  ù  (icrlin;;  les  jilus  cssen- 
I  licls  de  se»  rësullais,  il  lui  recommande  de  tes  gnider  par  devers 
I  lui;  car  il  se  réserve  de  tes  publier,  le  mnment  venu?  Oa  peut 
I  répondre  à  wlle  question  ru  rdpprl.ini  ce  que  nons  uvims  déjà 

■  dit:  que  dauss  ne  traitait  jamais  â  moitié  les  questions  ausquellcs 
I  peuvent  s'appliquer  les  niatiiéinaLlques.  C'est  ainsi  que,  dans  sou 
l^lude  du  problème  de  Pnibrnol,  il  examine  complètruienL  une 
l<{ueslion  laissée  de  câté  par  tous  les  Auteurs  :  si  les  données  du 
I  problème  n'ont  pas  été  emprunlées  à  un  exemjde  eiiticret,  si  elles 
■.ont  été  cboisics  a  priori  et  au  lissard,  le  problème  a-t-ll  encore 

«ne  solution?  A  cette  première  raison  il  faul  en  ajouter  une  antre, 

■  plus  importante  et  plus  sérieuse  :  c'est  que  lu  Miluliou  de  Gaua» 
isiituail  l'upplicHlion  el,  en  quelque  sorte,  l'illustration  d'une 

rnétliode  générale  à  laquelle  il  ajoutait,  ajuste  titre,  beaucoup  de 
■pris  :  je  veux  purlir  de  l'emploi  des  );randeurs  complexes  pour 
Kflélinir  la  situation  des  points  en  géométrie.  Onuss  n'a  pas  publié 
■le  Travail  qu'il  avait  préparé  sur  ce  sujet;  il  l'a  néglig 
il'autres,  sans  doute  plus  importants  el  plus  difliciles;  umi 
Nritea,  lîeltrami,  l^^gnerre  cl  bien  d'autres  géomètres,  en  se  plaçaol 
un  même  point  de  vue  que  lui.  ont  montré  tonte  la  fécondité  du 
^lanp  qu'il  avait  coinuiencé  k  explorer  (*), 
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La  solulion  du  problème  de  Pothenol  qui  se  trouve  dans  les 
fragments  mis  sous  nos  yeux  par  M.  Stâckel  est  distincte  de  celle  à 
laquelle  s'attachent  nos  traités  élémentaires.  Elle  repose  sur  la 
considération  de  trois  points  remarquables  qui  ont  reçu  le  nom  de 
points  de  Collins  (*).  Nous  n'y  insisterons  pas,  mais  nous  remar- 
querons qu'en  étudiant  les  conditions  de  possibilité  du  problème, 
le  grand  géomètre  les  rattache  à  une  propriété  du  quadrilatère 
plan;  il  introduit  la  considération  de  ce  triangle  qui  intervient 
dans  toutes  les  démonstrations  du  théorème  de  Ptolémée  et  qui  a 
pour  côtés  le  produit  des  diagonales  et  les  produits  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère.  C'est  celui  que,  dans  un  travail  déjà 
ancien  sur  les  relations  entre  les  groupes  de  points,  de  plans 
et  de  sphères  dans  le  plan  et  dans  C espace,  inséré  en  1872  aux 
Annales  de  U Ecole  Normale  nous  avons  étudié  sous  le  nom  de 
triangle  invariable  parce  qu'en  effet  sa  forme  demeure  invariable 
lorsqu'on  soumet  le  quadrilatère,  plan  ou  gauche,  à  une  inver- 
sion d'ailleurs  quelconque. 

Gauss  ne  s'est  pas  borné  à  cette  application  restreinte  des  quan- 
tités complexes.  Par  une  vole  qui  nous  paraît  aujourd'hui  tout  à 
fait  naturelle,  il  les  a  appliquées  non  seulement  à  la  géométrie  du 
plan,  mais  aussi  à  celle  de  la  sphère  et  à  la  théorie  de  la  projection 
stéréographique,  qui  fournit,  comme  on  sait,  le  moyen  le  plus  élé- 
gant pour  passer  de  la  sphère  au  plan  et  vive  versa,  loi,  nous 
devons   constater  qu^il  a  connu   une   proposition   du    pins  haut 


Gaiifts  dc«liiil  <lc  la  ronsidcration  des  points-racines.  Il  u  fail  le  premier  la  reniarcjiic 
que,  >i  l'un  conNidèrc  une  é(|uati(in  alj;élii'i(iuc 

/(x)-^o 

et  si  \\\\\  plarc  aux  points  racines  de  celte  équation  iW''>>  niasses  égales  attirant  en 
rai*«on  inverse  de  la  distance  un  point  matériel  du  plan,  les  points-racines  de  la 
dérivée  seront  les  positions  dViiuilibre  de  ce  point  matériel. 

(')  Si  A,  H.  C  sont  le*»  trois  fwjinls  de  la  (!!artc  et  si  M  est  le  point  à  reporter, 
on  connaît  les  an;L;les  que  font  rutile  elles  les  Iroiti  droites  MA,  MR,  MC;  le 
point  M  sera  donc  sur  trois  se;;ments  capables  respectivement  de  ces  angles  et 
passant  par  deux  des  trois  points  A,  U,  C  Les  poinl«*  de  (lollins  se  construisent 
comme  il  suit  :  A'.  f»ar  exrniple,  est  le  point  où  la  droite  MA  coupe,  en  drhors 
de  M,  le  cercle  MlîC.  Kn  introduisant  l(^s  trois  points  \',  \\\  (.)',  (iau^s  présente 
sous  la  l'orme  la  plus  «'U-uante  les  propositions  au\«|uelles  il  est  parvenu  :  les 
Irianuies  A'IiC,  VB'O.  MiC/ "^ont  directement  srrnblaldes  cl  ont  pour  angles  ceux 
<jue  (oui  culic  elles  ie^^  tini>  ilr«)iles  M  V,  Mil,  M(l. 
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inlërét,  fréquemment  employée  aujourd'hui  en  analyse,  en  méca- 
nique et  en  géométrie;  nous  voulons  parler  de  la  représenlalion 
d'une  rotation  finie  quelconque  par  une  substitution  linéaire.  Cette 
représentation  n'est  pas  indiquée  d'une  manière  explicite;  elle  ré- 
sulte clairement  aujourd'hui  des  formules  données  aux  pages  354, 
355.  Ajoutons  d'ailleurs  qu'à  la  page  suivante  nous  voyons  que 
Gauss  avait  trouvé  dès  1819  la  construction  géométrique  la  plus 
simple  et  la  plus  élégante  qui  soit  aujourd'hui  connue  pour  la 
composition  de  deux  rotations  finies. 

Le  chapitre  suivant,  intitulé  Mutations  de  ^espace,  nous  avait 
été  signalé  à  l'avance  par  M.  Klein.  Gauss  y  considère  sous  le  nom 
de  mutations  tous  les  déplacements  finis  autour  d'un  point  fixe 
suivis  d'une  homothétie  dont  le  pôle  est  en  ce  point  et  il  définit 
les  mutations  à  l'aide  de  quatre  paramètres. 

Ces  quatre  paramètres  sont  précisément  ceux  qui  figurent 
aujourd'hui  dans  la  composition  d'un  quaternion.  Gauss  appelle 
leur  ensemble  Véchelle  de  la  mutation.  Il  nous  apprend  comment 
on  combine  les  mutations  successives  et  il  obtient  ainsi  des  règles 
nécessairement  identiques  à  celles  que  nous  fournit  maintenant  la 
multiplication  des  deux  quaternions  correspondants;  il  remarque 
même  que  cette  combinaison  n'a  pas  la  propriété  d'être  commu- 
tative.  Tout  cela  est  très  intéressant,  nous  le  reconnaissons  volon- 
tiers avec  M.  Klein;  nous  nous  permettrons  toutefois  de  faire 
remarquer  qu'il  restait  encore  à  faire  un  pas  décisif  avant  de  par- 
venir à  ces  trois  unités  fondamentales  dont  l'emploi  constitue  le 
caractère  essentiel  de  la  théorie  des  quaternions,  une  des  plus 
belles  et  des  plus  intéressantes  découvertes  de  l'illustre  géomètre 
anglais  Hamilton. 

Nous  dirons  aussi  un  mot  de  quelques  fragments  incomplets, 
mais  originaux,  qui  se  rapportent  à  la  géométrie  de  situation. 
Gauss  y  a  abordé  une  question  des  plus  difficiles  :  si  l'on  trace  sur 
le  plan  une  courbe  fermée  de  forme  plus  ou  moins  complexe,  fai- 
sant sur  elle-même  une  ou  plusieurs  révolutions,  elle  pourra  se 
couper  elle-même  et  présenter  des  points  doubles  ou  des  na*uds 
en  nombre  plus  ou  moins  grand.  Gauss  s'était  proposé  d'étudier 
les  lois  qui  président  à  la  distribution  de  ces  nœuds.  Il  cherche 
d'abord  quel  sera  leur  nombre  minimum  quand  le  nombre  des  ré- 
volutions de  la  courbe  sur  elle-même  sera  donné;  il  cherche  aussi 
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à  reconnaître  et  à  classer  toutes  les  courbes  qui  ont  ud  nombre 
déterminé  de  nœuds.  Deux  notations  diflférentes  et  des  plus  ingë* 
nieuses  permettent  de  définir  et  de  représenter,  dans  une  certaine 
mesure,  chaque  trait  fermé.  Gauss  nous  donne  même  l'énumëra- 
tion  complète  de  tous  les  traits  ayant  cinq  nœuds  au  plus.  Ces 
essais  inachevés  susciteront,  il  n'en  faut  pas  douter,  des  recher- 
ches intéressantes. 

Nous  arrivons,  en  terminant,  à  une  dernière  section  ou 
M.  Slâckel  a  réuni  les  fragments  de  manuscrits  qui  se  rapportent 
aux  propriétés  infinitésimales  des  surfaces  courbes.  On  sait  que 
Gauss  a  publié  deux  Mémoires  véritablement  fondamentaux  sur 
cette  belle  théorie.  Le  premier,  qui  date  de  1822,  avait  été  envoyé 
à  l'Académie  de  Copenhague,  en  réponse  à  une  question  de  prix 
posée  sans  doute  sur  l'initiative  de  Schumacher.  Il  porte  la  devise 
bien  justifiée  :  Ab  his  via  slerniùur  ad  majora,  et  a  été,  nous 
n^avons  pas  besoin  de  le  dire,  couronné  par  TAcadémie.  Il  a  pour 
objet  le  problème  des  cartes  géographiques.  Cette  belle  question, 
que  Lagrange  ^avait  résolue  dans  le  cas  des  surfaces  de  révolution 
et  à  laquelle  il  avait  consacré  deux  Mémoires  dignes  de  son  génie, 
se  trouve  abordée  dans  le  Mémoire  de  Gauss  pour  une  surface 
quelconque  et  résolue  autant  qu'elle  peut  l'être  lorsqu'on  s^en  tient 
au  cas  général.  Le  second  Mémoire^  les  Disquisitiones  générales 
circa  superficies  curvas,  publié  en  1828,  celui  qui  contient  les 
admirables  propositions  relatives  à  la  courbure  totale,  aux  lignes 
géodésiques,  aux  triangles  géodésiques,  est  un  des  principaux 
titres  de  gloire  de  Gauss  et  demeure  aujourd'hui  encore  Tintro- 
duclion  la  plus  parfaite  et  la  plus  utile  aux  études  de  géométrie 
infinitésimale. 

Les  fragments  reproduits  par  M.  Slackel  ont  pour  nous  le  plus 
haut  intérêt,  parce  qu'ils  permettent  de  comprendre  la  genèse  des 
découvertes  de  Gauss  et  de  saisir  en  quelque  sorte  tous  les  états 
par  lesquels  elles  ont  passé  avant  de  revêtir  la  forme  définitive  et 
un  peu  synthétique  que  l'auteur  nous  a  seule  livrée.  Nous  vojons 
maintenant  que  Gauss  a  démontré  son  célèbre  théorème  relatif  à 
l'invariabilité  de  la  courbure  totale  dans  une  déformation  de  la 
surface  en  choisissant  tout  d'abord  sur  la  surface  un  système  de 
coordonnées  particulières,  les  coordonnées  isothermes. 

Il  a  ensuite  consacré  un  travail  assez  étendu  à  l'étude  d'un  élc- 
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menl  des  plus  înléressanls.  Je  veux  parler  de  la  courbure  géodé^ 
sique  que  Gauss  appelle  die  Seilenkrûmmung,  Gauss  ne  Ta  plus 
employé  dans  la  rëdaclion  définitive  de  son  travail,  mais  on  sait 
que  cet  élément  a  reparu  avec  Ossian  Bonnet  et  Liouville  et  qu'il 
joue  aujourd'hui  le  rôle  le  plus  essentiel  dans  l'élude  des  courbes 
tracées  sur  les  surfaces.  Ce  fragment  sur  la  courbure  géodésique 
nous  donne  aussi  le  secret  des  artifices  de  calcul  grâce  auxquels 
Gaussa  obtenu  les  formes  particulièrement  élégantes  de  l'équation 
diOerentielle  des  lignes  géodésiques  qui  figurent  dans  les  Disqui- 
siiiones.  Nous  avons  enfin  une  première  rédaction  de  ces  Disqui- 
sitioneSf  dans  laquelle  Gauss  commence  par  la  théorie  des  courbes 
planes  pour  bien  mettre  en  évidence  les  analogies  qui  l'ont  con- 
duit à  sa  définition  de  la  courbure  totale  d'une  surface.  Cette  pre- 
mière rédaction  contient  également  une  démonstration  du  théo- 
rème relatif  à  la  courbure  totale  d'un  triangle  géodésique,  tout  à 
fait  distincte  de  celle  (|ui  figure  dans  la  rédaction  à  laquelle  Gauss 
s'est  définitivement  arrêté.  La  publication  de  ces  fragments  éten- 
dus donnera  lieu  à  un  examen  à  la  fois  intéressant  et  utile.  Dans 
tous  les  cas,  lorsqu'on  voit  Gauss  supprimer  dans  la  suite  de  son 
travail  les  morceaux  si  importants  que  nous  venons  de  citer,  on 
ne  peut  l'accuser  d'être  de  ceux  dont  la  coutume  est  de  ne  rien 
laisser  perdre. 

Les  Disquisitioncs  générales  sont  rédigées  avec  un  soin 
extrême  et  une  parfaite  unité.  Il  semble  que  Gauss  y  ait  éliminé 
tous  les  éléments  qui  n'étaient  pa;i  nécessaires  à  la  démonstration 
du  théorème  par  lequel  il  termine  son  Mémoire,  théorùme  qui 
constitue  une  généralisation  si  élégante  et  si  utile  du  célèbre  théo- 
rème de  Legendre  relatif  aux  triangles  sphériques.  Dans  nos 
Leçons  sur  la  théorie  des  sur/aces,  où  nous  avons  commenté  le 
Mémoire  de  Gauss,  nous  avons  montré  comment  un  simple  rap- 
prochement de  deux  systèmes  de  formules  donnés  par  le  grand 
géomètre  conduit  sans  efibrt  à  la  solution  générale  d*un  problème 
important  :  formation  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  des 
surfaces  applicables  sur  une  surface  donnée.  Un  fragment  repro- 
duit par  M.  Stâckel,  et  que  M.  Weingarten  était  le  plus  qualifié 
pour  commenter,  nous  apprend  que  Gauss  s'était  occupé  de  cette 
belle  question.  La  solution  qu*il  en  propose  repose  sur  des  prin- 
cipes cachés  et  méritera  d'être  approfondie. 
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Une  dernière  réilexion  :  dans  une  lettre  à  Se liu mâcher,  où 
Gauss  insiste  sur  les  difficultés  igu'il  rencontre  dans  la  rédaction 
de  son  travail  et  où  il  exprime  son  désir  de  lui  donner  une  forme 
telle  lit  nihil  amplitis  desiderari  possît,  ce  soni  ses  propres 
expressions,  il  se  plaint  beaucoup  de  l'obligation  où  il  est  d'avoir 
à  se  détourner  de  ses  rccbercbes  pour  s'occuper  de  son  cours. 
Voici  comment  il  s'exprime  à  ce  sujet  :  «  Wenn  ich  meînen  Kopf 
voll  davon  babe,  stellcn  Sie  sicli  scbwertich  vor,  wie  angreifend 
es  nianchmal  fiir  mJcb  ist,  vorinittags  nach  einer  scbladosen 
Nacbt,  die  icb  leider  jclzt  bàiifîg  babe,  mich  mit  Frîsclie  in  die 
Saclicn  liineinzudenken  die  ich  meinen  ZuhÔrern  vorzutragen 
hahe,  und  nacbher  vrieder  mit  Lebendigkeît  gleïch  wteder  iu  mei- 
nen Meditationen  zu  Hause  zu  sein.  » 

Voilà  un  passage  dont  Arago  aurait  tiré  parti  pour  revenir  sur 
les  dolf^ances  qui  lui  étaient  habituelles  et  pour  demander  que  les 
savants  ne  fussent  détournés  de  leurs  travaux  par  aucune  occupa- 
tion étrangère  à  leurs  études.  Je  crois  bien  qu'Arago  n'aurait, 
aujourd'liui  comme  de  son  temps,  aucune  chance  d'être  écouté. 
Dans  tous  les  cas,  tout  le  monde  conviendra  que,  si  l'on  avait  créé 
pour  les  savants  quelques  |)ensions  ou  sinécures,  Gauss  aurait  eu. 
tous  les  droits  possibles  à  être  pourvu  le  premier,  et  la  Science 
ii'^  aurait  rien  perdu.  G.  D. 


WALHAS  (L.).  —  Éi.ÉUKNTS  n'fccoNOMiE  Pfii.iTiotiB  pvnr.  nu  THÉoniE  de  "^ —  ' 
Hir]iK.<^ii  mii^mm:;  ','  éililiun.  i  vol.  iii-8";  xx-joi  \>.  LBOsaniie,  Itou^c.  Par  S.  ^^p 
Pitliun:  iQuo. 

"  Ij'cconoinic  poliliquc  ])ui'c,  dît  railleur,  est  cssenlirlteraes  w~*l 
la  lliéorie  de  la  dileniunation  des  pris  sons  un  régime  li\p*  «::>— 
liiéliquc  de  libre  concurrence  absolue.  L'ensemlile  de  loutes  ï  *î^ 
choses.  niiiLérielles  ou  inimatêriellcs,  qui  sont  susceptibles  d'av  <u  i*" 
un  prix,  parce  qu'elles  sont  rorc5,  c'est-à-dire  à  la  fois  itlileF  ^^*- 
limitées  ea.  auttAlilét  forme  la  richesse  socia/e.  C'est  pourq  »-i  t"** 
tst  aussi  la    théorie   de  la  richers^^^ 


nn  des  premiers  qui,  après  Cournot  r 
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ont  su  montrer  Fulilité  des  considérations  ma thénr»a tiques  dans 
IVconomie  politique;  si  sur  quelques  points  il  s^cst  rencontré 
avec  des  prédécesseurs  dont  il  ignorait  les  travaux,  ces  points  n^eii 
sont  sans  doute  que  mieux  établis  et,  par  la  persévérance  de  ses 
recherches,  il  a  contribué  puissamment  à  un  mouvement  scien- 
tifique dont  Pimportance,  dans  plusieurs  pays,  ne  peut  plus  être 
méconnue. 

Cette  quatrième  édition  de  son  principal  Ouvrage  a  un  carac- 
tère définitif.  Outre  plusieurs  améliorations  de  détail.  Fauteur  a 
introduit  une  théorie  nouvelle  de  la  monnaie  :  Téquation  dVga- 
lité  de  FolTre  et  de  la  demande  de  la  monnaie,  au  lieu  d^étre 
posée  empiriquement,  <(  est  déduite  rationnellement  d'équations 
d'échange  et  de  satisfaction  maxima  en  même  temps  que  les 
équations  d'égalité  de  rofTre  et  de  la  demande  des  capitaux 
circulants.  » 

Voici  le  sommaire  des  sujets  traités  par  M.  Walras  :  Objet 
et  divisions  de  l'économie  politique  et  sociale.  —  Théorie 
de  l'échange  de  deux  marchandises  entre  elles.  —  Théorie  de 
l'échange  de  plusieurs  marchandises  entre  elles.  —  Théorie  de 
la  production.  —  Théorie  de  la  capitalisation  et  du  crédit.  — 
Théorie  de  la  circulation  et  de  la  monnaie.  —  Conditions  et  con- 
séquences du  progrès  économique.  Critique  des  systèmes  d'éco- 
nomie politique  pure.  —  Des  tarifs,  du  monopole  et  des  impôts. 
—  Théorie  géométrique  de  la  détermination  des  prix.  —  Obser- 
vations sur  le  principe  de  la  théorie  du  prix  de  MM.  Âuspilz  et 
Lieben.  J.  T. 


PICARD    (Ë.)    —   Sua    LB    DÉVELOPPEMENT    DEPUIS    UN    SléCLB    DE    QUELQUES 

THÉORIES  FONDAMENTALES  DANS  L* ANALYSE  MATHÉMATIQUE.  Conférences  faltes 
à  Clark'Univcrsity  (Étals-Unis).  —  Extrait  de  la  Revue  générale  des  Sciences 
des  3o  janvier,  i5  mars  et  3o  avril  1900.  Un  vol.  in-8*;  91  p.  Paris, 
A.  Colin;  1900. 

Tous  les  mathématiciens  ont  lu,  dans  la  Bévue  générale  des 
Sciences,  les  trois  belles  conférences  que  M.  Emile  Picard  a  faites 
Tan  dernier  à  l'Université  Clark  (Massachusetts)  cl  où  il  arelracé| 
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avec  rautorîté  et  l'élévation  de  pensée  qui  lui  som  propres,  le 
développeineDl,  pendant  un  ùécle,  de  qnclcjucs-uues  des  idées  les 
pins  importantes  des  Mathématiques  :  il  a  mi  embrasser  le  présent 
et  le  passé,  jeter  même  un  r^avd  ver«  l'avenir,  en  monlrant  ce 
qui  restait  k  faire  et  qoelle  rooiuon  on  pouvait  espérer.  Une 
analjse  de  ces  eonférences,  qu'il  ne  nous  appartiendrait  pas  de 
laire,  serait  oisease  après  la  publicité  cl  le  retcniissemcnl  qu'elles 
ont  eus.  Nous  nons  contentons  de  signaler  leur  publication  à  part, 
dans  nn  petit  Ktlnme  que  chacaa  sera  heureux  de  posséder  el  de 
relire. 


FmSYTH  (A.-R.)-  —  TnanT  w  fbkctkrvs  ùp  a  coiii>lex  vakiablr.  — 
Second  édition.  Cambridge  Dniverriiy  Prt?ss;  in-4',  xxiv-783  p.  190a. 

En  i8g3  nous  rendions  compte  à  nos  lecteurs  de  l'Ouvrage  que 
M.  R.  Forsjth  venait  de  publier  sur  la  théorie  des  fonctions.  Nous 
donnions  une  analjse  déuillée  de  ce  consciencieux  travail  con- 
sacré &  une  des  branches  à  la  fois  ïts  plus  récentes  et  les  plus 
importantes  des  Sciences  mathématiques.  L'auteur  nous  y  déve- 
loppait d'alwrd  le  théorie  des  fonctioits  uniformes  ou  mu I ti formes 
suivant  le  point  de  vue  de  Cauch;  et  de  Weierstrass.  Il  nous 
donnait  ensuite  un  exposé  des  méthodes  de  Hietnann  qui  lui  per- 
mettait de  faire  connaître  i  ses  Iecleur<i  les  points  essentiels  de 
la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  L'ouvrage  se  terminait  par 
une  application  des  théorèmes  généraux  à  l'étude  du  problème  de 
la  représentation  conforme  et  par  un  exposé  très  instructif  àa 
éléments  de  cette  théorie  des  groupes  discontinus  de  substitu- 
tions et  des  fonctions  fuchsiennes  dont  on  doit  la  création  et  les 
principes  essentiels  â  M.  Poincaré. 

Comme  il  fallait  s'y  attendre,  Texposition  systématique  d^^ 
M.  Forsyth  où  se  trouvaient  mises  en  lumière  et  coordonnées  uo^a 
foule  de  théories  éparses  dans  les  Mémoires  originaux  a  ^t-^ 
accueillie  avec  grande  faveur  par  les  étudiants  et  les  géomètres  ■ 
La  meilleure  preuve  que  ['on  puisse  en  donner,  nous  la  trouvox^s 
'ans  cette  édition  nouvelle,  succédant  si  rapidementi  la  premièr-^i 
e  nous  présente  aujourd'hui  M.  Forsyth. 
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Le  plan  de  l'Ouvrage  est  resté  le  même;  rauteur,  bien  entendu, 
a  mis  à  profil,  comme  il  arrive  toujours  en  cas  pareil,  les  remarques^ 
les  critiques  de  détail  qui  lui  ont  été  faites  par  ses  amis  ou  par  ses 
correspondants;  mais  il  n'a  rien  changé  d'essentiel,  par  exemple, 
à  son  exposition  de  la  théorie  des  fonctions  suivant  le  point  de 
vue  de  Cauchy  et  de  Weierstrass. 

Dans  l'exposé  de  la  méthode  de  Riemann,  au  contraire,  M.  For- 
syth, sans  rien  modifier  de  la  marche  générale,  a  apporté  des 
changements  assez  notables  en  un  point  important.  Nous  voulons 
parler  du  théorème  célèbre  par  lequel  Riemann  a  établi,  en 
s'appuyant  sur  le  principe  de  Dirichlet,  l'existence  de  certaines 
classes  de  fonctions  uniformes  et  continues  dans  toutes  les 
régions  de  la  surface,  sauf  le  long  des  coupures  où  elles  doivent 
avoir  des  modules  de  périodicité  donnés.  L'auteur,  pour  établir 
celte  proposition,  avait  suivi  la  méthode  de  M.  Schwarz;  celte 
partie  de  son  exposition  a  été  beaucoup  modifiée  et  simplifiée. 

Dans  son  Ouvrage  récent  sur  la  théorie  des  équations  différen- 
tielles, M.  Forsyth  avait  reproduit  tout  un  développement  relatif 
â  Fétude  de  ces  équations  différentielles  qui  ont  été  considérées 
par  Briol  et  Bouquet  et  qui  consistent  en  une  simple  relation  algé- 
brique entre  la  fonction  et  sa  dérivée.  Pour  celle  raison,  il  a  cru 
inutile  de  maintenir  ici  encore  cette  théorie,  qui  figurait  dans  la 
première  édition  de  la  Theory  of  fu notions  et  il  Ta  remplacée 
par  une  exposition  des  cléments  de  la  théorie  des  substitutions 
biralionnelles  et  du  théorème  d'Âbel.  Ces  additions  avaient  leur 
place  naturellement  indiquée  dans  une  théorie  des  fonctions. 

Ces  courtes  remarques  suffiront,  croyons-nous,  à  nos  lecteurs; 
elles  leur  montreront  que  l'Ouvrage  de  M.  Forsyth  doit  continuer 
k  rendre  les  plus  grands  services  à  la  branche  des  Mathématiques 
dont  il  contient  une  excellente  exposition. 
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MÉLANGES, 


SUR  UNE  TRANSFORMATION  DE  BiCKLUND; 
Par  m.  J.  CLAIRIN. 

L'une  des  transformations  de  Bâcklund  les  plus  intéressantes 
est  celle  qui  a  étë  indiquée  d'abord  par  Lie  et  généralisée  par 
M.  Darboux  et  que  Ton  rencontre  dans  Tétude  des  surfaces  à 
courbure  totale  constante  :  relativement  au  groupe  des  mouve- 
ments dans  Tespace,  il  existe  quatre  invariants  si  Ton  considère 
simultanément  deux  éléments  du  premier  ordre  (j:,  y^  ^y  Pt  ç)^ 
^^\y\  ^' t  p' f  7')»  ^"  t'galanl  ces  invariants  à  des  constantes  on 
trouve  les  équations  de  la  transformation  dont  il  s'agit. 

Les  grandes  analogies  qui  existent  entre  le  groupe  des  mouve- 
ments dans  l'espace  ordinaire  et  le  groupe  des  mouvements  dans 
l'espace  non  euclidien  conduisent  à  penser  que  l'on  peut  trouver 
dans  la  géométrie  non  euclidienne  une  transformation  analogue  : 
il  en  est,  en  eiïet^  ainsi  comme  on  peut  le  montrer  par  une  mé- 
thode toute  semblable  à  celle  de  M.  Darboux. 

Si  Téquation  de  la  quadrique  fondamentale  (S)  est 

a**  -h  J^'*  -H  5'  -H  I  =  <), 

les  équations  de  la  transformation  que  nous  voulons  considérer 
seront 

f.r.r'H-  vr'-f-  zz  -^  i]* 
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=  /-'. 


OÙ  k,  m,  71,  /  désignent  quatre  conslanlcs.  Ces  équations  défi- 
nissent une  transformation  de  Bâcklund  (B);  un  calcul  facile 
montre  en  effet  que  les  valeurs  de  r,  5,  l  qui   correspondent  à 
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rélémenl  x  :=  j  =:5==/>  =  /7  =  o  doivenl  salisfaire  à  l'équation 

( I  —  ns  —  A'  ) ( r/  —  5»  )  —  (  /i/  -f-  Am  ) ( r  H-  0  +  I  —  ni^  -  /«  =  o  ; 

ri  —  5*  et  r  -f-  ^  sont  les  valeurs  pour  l'élément  origine  des  deux 
invariants  différentiels  du  second  ordre  I  et  J  que  possède  le 
groupe  des  transformations  projectives  qui  laissent  (S)  inva- 
riante 


1 

3 


[y»*  -+-  ^*  -h  {px  H-  ^j  —  s  )'  -+- 1  ]  * 

X  j[(H-  ^*)/-  —  'ipqs-\-{\  -h/;')f][3'.«-4- jî-h  ;:î-h  i] 

— (J^-+-<75)*/"-4-'^(j-*-y-5)(j7-f-/?4;)5 — {x  -\-  pz)'^  t\. 

Etant  donné  un  élément  quelconque,  il  est  toujours  possible  de 
le  ramener  à  l'élément  orij;ine  par  une  Iransformation  du  groupe 
^:onsidéré,  par  conséquent  la  transformation  (0)  définit  un  sjs- 
•-t'ine  de  surfaces  qui  sont  les  intégrales  de  l'équation 

<2)  (i  — /i»— A2)I  — (/i/-+- A//i)J  -4-1  — /?i«— /*=o. 

Par  une  transformation   de  contact  simple  et  qui  est  de  tous 
yioints  analogue  à   la  dilatation   on   peut  toujours   simplifier   les 
équations  de  la  transformation  (0)et  ramener  m  et /i  à  la  valeur  o. 
X^'équalion  (a)  devient  alors,  en  remplaçant  I  par  sa  valeur, 

c  3)        (,  -  k'.)  ,-^' -/JL-v-Zi^^l±ii!_  ^ .  _ /.=o. 

\p^-^  q^-^Kpx  ^  qy  —  z)^^\Y 

^5t  définit  les  surfaces  à  courbure  totale  constante  de  la  géométrie 
^^on  euclidienne. 

Il  existe  donc  pour  ces  surfaces  des  transformations  qui  se 
Rapprochent  beaucoup  de  celles  que  Ton  connaît  dans  le  cas  de  la 
çéométrie  ordinaire. 

La  théorie  précédente  n'est  du  reste  pas  sans  application  à  la 
fçéométrie  euclidienne  :  étant  donnée  une  surface,  si  p',  p''  sont  les 
ravons  de  courbure  principaux,  /•  le  rayon  vecteur  et  d  la  distance 
de  l'origine  au  plan  tangent,  hîs  intégrales  de  (jï)  sont  caracté- 

HuU.  des  Sciences  mathcm.^  "à"  srric.  t.  WIV.  (  DrcjMiilnT  i<)<io.)  kj 
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risées  par  la  rclah'on 

c  cl<*si<çnanl  une  nouvelle  conslanle.  La  reclierclio  de  ces  surfaces 
est  liée  à  la  soliilion  du  problème  suivant:  Trou\*er  loutcs  les  sur- 
faces dont  r élément  linéaire  peut  être  mis  sous  la  forme 


c*  (i-h«*)^        c  (I -h  w')*  (n- 2^')*    '    (i-h-^r)^ 
Cet  éléuicnl  linéaire  convient  au  paraboloïde 


-;•  iz -+-  cjr-  -+-  v-  =  o. 


SUR  QUELQUES  PRINCIPES  ÉLÉMENTAIRES  DE  NOMOGRAPHIE; 

Par  m.  m.  bOCAGNK. 

l^es  principes  de  Nomo^^raphie  qui  sont  le  plus  courammenl 
applicables  à  la  représentation  cotée  des  équations  à  trois  cl  à 
quatre  variables  pourrjiient  ri<jiirer,  à  litre  d'utile  application, 
dans  les  (>ours  élémentaires  de  (léomélrie  analytique  (*).  C'est  à 
ce  point  de  vue  que  nous  en  reprenons  ici  l'exposé,  renvovant 
pour  la  théorie  gén«'ral(î  au  J'railé  (-)  dans  lequel  nous  avons 
envisa^i^é  le  sujet  avec  loule  l'ampleur  qu'il  comporte  non  seule- 
ment pour  les  écpiations  à  Irois  et  à  quatre  variables,  de  beaucoup 
les  plus  fn'cpientcs  dans  la  prati<{ue,  mais  encore  pour  les  équa- 
tions à  un  nombre  (pielconque  de  variables. 


(')  Sur  rulilil»'*  dune  toile   inlrodurlion,  voir  ce  qu'a  dil  M.  J.  Tanncry  dans 
son   analyse   du    Trailé  rllr  «i-do^'iou'*  {Huit,  des   Se.  math.,   i'   s.,   t.   \XIII, 


p.  176). 


C)  Traite  de  Xomo^rajt/iie  (Taris,  Gaulliier-Villars  :  i>^i)9).  Cet  ouvrage  sera, 
dans  la  suite  de  rel  article,  dr^ijiné  p.ir  les  lettres  7'.  \.  Un  résume^  en  a  été 
donné,  en  langue  allecnaode.  par  M.  T.  Scliillini;,  l'infrsveur  à  ri'nivcr'iilé  de 
(i<»ltinf;en,  snu»i  le  tilre  :  f  cher  die  \<tmiti;rnfdiie  ron  M.  d'Oen^ne  (  I.eipzig. 
Teubner:  i<)<'<»). 
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I.     —    S^STkMKS    I)Vl  é\IF,KTS    COTES. 

I.  lilrinents  à  une  cote,  —  Si  Ton  fijjiire  sur  un  plan  un  sys- 
Irnic  crélrmenls  ^éoniélriqnes  drpenduiit  d'un  paramètre,  en 
inscrivant  a  colé  de  cliacun  d'eux  une  cote  égale  à  la  valeur  cor- 
respondanle  de  ce  paramètre,  on  obtient  un  système  d'éléments, 
à  une  cote. 

Ces  éléments  pourront  être  définis  soit  au  moyen  de  coordon- 
nées ponctuelles,  par  une  équation  de  la  forme 

F(.T,j,  a)  =  o, 

soit  au  moyen  de  coordonnées  liingenlielles  par  uwq  équation  de 

la  forme 

F(//,  r,  a)  =  o. 

lis  seront  dits  les  éléments  (a  ).  Il  est  bien  clair,  dailleurs,  «pie, 
|)raii(piement,  ces  éléments  ne  seront  effectivement  figurés  (pic 
pour  (piel(|ues  valeurs  de  a,  choisies  de  préférence  en  progression 
arilhméti(pie,  et  même  seulement  entre  certaines  limites  définies 
par  les  besoins  de  l'application  que  Ton  a  en  vue. 

I^es  coordonnées  ponctuelles  j*  ci  y  seront  pres(|ue  toujours  des 
coordonnées  cartésiennes  rectangulaires,  et  les  coordonnées  lan- 
gentielles  u  et  r  des  coordonnées  parallèles  ('),  d'un  emploi  sen- 
siblement plus  commode  pour  ce  genre  d^application  que  les  coor- 
données pliickériennes. 

On  obtient  les  systèmes  d'éléments  à  une  cote  les  plus  simples 
en  supposant  Téquation  F  =  o  linéaire  soit  en  x  et  v,  soit  en  u  et 
r.  Dans  le  premier  cas,  on  obtient  un  système  de  droites  à  une 
cote  tangentes  à  une  ligne  qui  est  dite  leur  ensreloppe ;  dans  le 
second,  un  système  Ae  points  à  une  cote  distribués  sur  une  ligne 
qui  est  dite  leur  support.  L'enveloppe  se  réduit  à  un  point,  ou  le 


(M  Nous  avons  consacre  en  in8).  dans  les  A'ouvelles  Annales,  à  ces  coor- 
flonnées  une  élude  doiaillée,  reproduite  ensuite  dans  notre  brochure  Coordon- 
nées parai  U-lvs  et  aJLÎalts  (Paris,  (iauthier-Vitlars;  i883),  tandis  que  M.  k. 
Sciiwerin^  publiait  sur  le  même  sujet  sa  brochure  :  Théorie  und  Amvendung 
der  l.iniencoordinatcn  (Leipzig,  Tcubncr;  i88^).  Pour  ce  qui  est  indispensable 
aux  <ifipliralion>  noiiiographiqucs,  voir  :  T.  T.,  p.   i.r'). 
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support  à  une  droile,  loisque  l'équalion  F  =  o  ne  renferme  a  que 
dans  une  certaine  fonction  par  rapporta  laquelle  elle  est  linëaire, 
c'est-à-dire  lorsqu'elle  est  de  la  forme 

F,-+-/(a)F,  =  o, 

F|  et  Fa  étant  des  fonctions  linéaires  de  x  et  r,  ou  de  ii  et  v 
seulement. 

\}v\  système  de  points  à  une  cote  prend  le  nom  d^échette  recLi-- 
ligne  ou  (ï échelle  curviligne  suivant  la  nature  de  son  support. 

2.  Points  à  deux  cotes,  —  Un  système  d'éléments  géomé- 
h'iques  à  deux  paramètres  donnera  de  même  un  système  d'clé- 
ntents  à  deux  cotes,  lors(|ue  ces  éléments  seront  susceptibles 
d'un  certain  mode  de  lii^unilion  sur  un  plan.  Une  telle  (iguration 
ne  sera  d'ailleurs  <;ériéralement  pas  possible,  comme  il  est  facile 
de  s'en  rendre  compte  par  la  remarque  que  voici  :  Si,  donnant  à 
l'un  des  paramètres  une  valeur  iixe,  on  fait  varier  l'autre,  on 
obtient  un  système  d'éléments  à  une  cote  que  Ton  peut  repré- 
senler  sur  un  plan;  mais,  si  Ton  construit  ainsi  les  systèmes  cor- 
respondant aux  diverses  valeurs  (|u'il  convient  d'atlribuer  au 
premier  paramèlre,  ces  divers  syslèmes,  en  se  superposant,  pro- 
duiront un  enchevêtrement  absolument  inextricable,  sauf  dans  les 
cas  ({ui  vont  élrc  examinés,  et  seulement  dans  ces  cas. 

En  premier  lieu,  si  les  éléments  dont  il  s'agit  sont  d<'s  points, 
chacun  des  syslèmes  à  une  cote  qui  viennent  d'être  envisagés  ne 
comprenant  (|;ie  des  points  situés  sur  un  e(;rtain  support,  les 
divers  supports  correspondant  aux  valeurs  {\u  premier  païamètre 
pourront  coexister  sur  un  ménie  |)lan,  d'où  la  possibilité  de  repré- 
senter des  points  à  deux  cotes. 

Soit 

///'(a,  a'  )    -  i' v(.  a,  a')  -+-  6(a.  ol  )  —  o, 

l'équation  tangentielle  délinissant  ces  points.  Suivant  qu'on  donne 
il  l'un  des  paramètres  a  ou  a'  uni?  valeur  (i\e  et  que  Ton  fait  varier 
l'autre*,  on  obtient  <les  points  situés  soit  sur  une  ligne  (a),  soit 
sur  une  ligne  {t.')-  Ces  ileux  systèmes  de  lignées  (ot)  et  (a')  for- 
ment un  réseau  dans  lequel  le  point  (a,  a')  est  celui  (|ui  se  trouve 
à  la  rencontre  <le  la  ligue  (a^  <'t  de  la  ligne  (  a'V 
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3.  IJgncs  condensées  à  deux  cotes,  —  Lorsque  les  éléinenls 
(z,  7.')  ne  sonl  plus  des  points  mais  des  lignes,  ils  ne  peuvent 
coexisler  sur  un  même  plan  que  dans  le  cas  où  les  systèmes  dV»lé- 
ments  à  une  cote  correspondant  aux  diverses  valeurs  attribuées  à 
Tun  des  deux  paramètres  coïncident,  aux  cotes  près.  Cette  cir- 
constance ne  se  produit  que  si,  dans  Téquation  qui  définit  les  élé- 
ments considérés,  les  paramètres  a  et  a'  peuvent  être  réunis  sous 
un  même  signe  fonctionnel,  c'est-à-dire  si  cette  ccpiation  est  de 
la  l'orme 

En  ellet,  tous  les  éléments  (a,  a')  correspondant  à  des  couples 
de  valeurs  de  a  et  a',  pour  lesquels  la  /onction  S  (a,  a')  a  une 
même  valeur  /,  sont  alors  coïncidents,  et  Tensenihle  de  tous  les 
éléments  (a,  a')  se  réduit  à  un  système  d'éléments  à  une  cote  (/), 
chacun  de  ces  éléments  (/)  correspondant  à  une  infinité  de 
couples  de  valeurs  de  a  et  a'.  Les  élén1en^s  (a,  a')  sont  alors  dits 
condensés  en  les  éléments  {t). 

Comment,  en  ce  cas,  pourra-t-on  figurer  les  divers  couples  de 
valeurs  des  paramètres  a  et  a'  correspondant  à  chaque  élément  (/)? 
Par  le  procédé  bien  simple  que  voici  :  A  travers  le  faisceau  des 
lignes  (t)  définies  par  Téquation  (*) 

F(^,  J',  /)  =  <), 

traçons  un  faisceau  de  lignes  absolument  quelconques  que  nous 
faisons  dépendre  de  Tun  des  deux  paramètres,  a  par  exemple,  par 

une  é(piation  telle  que 

o(x,^',  a)  =  o. 

Si  maintenant  nous  nous  fixons  une  certaine  valeur  pour  a' et 
si  nous  considérons  tous  les  couples  de  valeurs  correspondants 
de  z  et  /  résultant  de  Téquation 

0(2,    »')=/, 

nous  voyons  que  les  points  de  rencontre  des  lignes  (/)  et  (a)  cor- 

(')  S'il  !>'ajj;il  d'éléments  définis  en  coordonnées  tangrniiclles  on  peut  toujours, 
pour  la  solution  de  oc  problème,  prcntlrc  leur  équation  en  nw^rdonnées  p»»nc- 
tucllo,  ilfduitc  pur  le  pmccdé  que  l'on  c-innait  de  leur  équ.ilinn  t.mcentielle. 


190  rUKMIËItE  PAItTIIÏ. 

respondantcs  se  Iroiivcronl  sur  une  ligne,  donl  l'é(|(ialion 

résulte  de  l'éliminalion  de  a.  el  l  (.-iilre  les  trois  dernières  équ<=^ 
lions  écriles,  et  (|iiî  pourra  êlre  cotëe  an  iiiojen  de  la  vaIeL 
choisie  pour  a.'.  En  faisant  varier  celle  valeur  de  a',  on  obtiend^^ 
un  faisceau  de  lignes  («')  défini  par  la  dernière  équation  et  qi^^ 
joint  an  faisceau  des  lignes  (a),  choisi  arbitrairement,  fait  co^^ 
naître  les  divers  couples  de  cotes  alTérents  aux  lignes  du  s* — 
lème(()(A'.  i). 


L'ensemble  des  faisceaux  (a)  et  (*')  forme  alors  un  réseau  «:i  "' 
peut  élre  dit  le  réseau  de  cotes  du  système  ((),  et  nous  vov  <::»  "s 
quVV  chaque  éli-ment  romli'nxi'' (t)  corrcspoiulful  les  cniiilns  **'* 
rolfs  de  Unis  les  /toi/ifs  du  n'-srtin  (a,  'j!')  jhij-  h-squeds  pmsi'       *"  "''' 


Si  les  él.-UKwits  comlr. 
ensemble,  y  compris  Ici 
appelle  une  évltedle  hintn 


'(') 
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plan  mobile  glissant  sur  le  premier,  soit  par  les  déplacements  à 
un  paramètre  d'un  système  de  lignes  tracées  sur  un  tel  plan 
niohile.  Pour  nous  horner  au  cas  le  plus  simple,  en  même  temps 
que  le  plus  intéressant  au  point  de  vue  pratique,  il  est  Lien  clair 
que,  si  les  éléments  à  deux  cotes  sont  des  droites,  on  pourra  les 
engendrer  tous  au  moyen  d'une  droite  mobile.  Toute  la  question 
est  de  déterminer  la  position  de  cette  droite  pour  un  couple 
donné  de  valeurs  des  paramètres  correspondants.  Soit  donc 

Téquation  (fune  droite  à  deux  cotes.  Si,  donnant  à  a  une  valeur 
fixe,  on  fait  varier  a',  on  obtient  pour  les  droites  correspondantes 
une  enveloppe  ()ui  peut  être  cotée  au  moyen  de  la  valeur  choisie 
pour  a.  En  Taisant  varier  cette  valeur  nous  obtiendrons  ainsi  le 
système  des  enveloppes  (a).  Nous  définirons  de  même  le  système 
des  enveloppes  (a').  La  droite  à  deux  cotes  (a,  a')  sera  alors 
une  tangente  commune  aux  enveloppes  (a)  c/  (a'). 

On  voit  ([ue  ce  mode  de  détermination  des  droites  à  deux  cotes 
e>t  exactement  corrélatif  de  celui  qui  a  été  envisagé  au  n"  2  pour 
les  points  à  deux  cotes.  Seulement  ici  la  droite  (a,  a')  n'existe 
|)as  à  l'état  permanent  sur  le  tableau  comme  cela  avait  lieu  pour 
le  point  (a,  a' )  ;  elle  est  définie  par  ses  envel(»ppes  (a)  et  (a'),  et  il 
faut,  au  moment  où  Ton  en  a  besoin,  mener  à  ces  deux  lignes  une 
tangente  commune  qui  pourra  être  constituée  par  une  droite 
tracée  sur  un  transparent  ou  un  fil  tendu. 

Il  est  bien  évident,  a  priori,  que  les  modes  de  représentation 
fondés  sur  rem|>loi  d'éléments  à  deux  cotes  tous  distincts  [(pii, 
pratiquement,  ne  seront,  en  général,  (jue  des  points  (n**  2)  ou  des 
droites  (n**  4)]  auront  bien  plus  de  généralité  que  ceux  qui  ne 
font  intervenir  (jue  des  éléments  condensés, 

II.     —    TVPKS    n'AD\QUES    A    TROIS    KT    A    (,»UATIIE    VAIIIABI.KS. 

0.  Ahtt'iues  ponctuels  à  trois  variahles.  —  La  relation  do 
position  la  plus  simple  à  établir  entre  trois  lignes  délinic:»  dans  le 
d«)maine  ponctuel  consiste  en  ce  quelles  passent  par  un  même 
point.   l)e   là   le   type  le   plus  g(''nér«il  d  abaipit*   |)«)n('tu<'l   à   trois 


ï9»  l'UEMIÈIllî  l'AHTlE. 

variables  {^fig  a).  Soient  les  trois  systèmes  de  lignes  à  une  cote 

définis  respectivement  par  les  équations 

(a)  F.(x,^,  <.,)  =  ". 

(3)  F,(3-,^,  a,)=o. 

Si  trois  lignes  prises  respectivement  dans  ces  systèmes  passent 


par  un    mL'inn  pa 

l'é<|  lia  lion 

(E) 


m,    les  colcs   corrcspondni 


■^(a, 


iri;il>l(!f 


obtenue  par  l'ôliminatiu 
respondantes. 

ïoiUC  ('qu^lion  nilro 
d'une  iiilinilé  d<:  fnrons.  On  voit,  <'n  fHbl, 
étant  donn.'-e,  (|iit;  l'un  jx'hI  ilioisir  arl>ilr;iii 
ci''dentc9,  (i)  et  (^î)  par  cvcriiple;  la  troisi 
l'éliminalion  de  01,  nt  s,  cnlrc  (i),  {■>.)  &\.{\l) 

En  parlicidior,  on  peut  toujours  Dotistilii 
cotés  au  niovcn  de  droites  cl  inruio  tout  si 
des  droites  x  ■=^i.\,  y  ^^  Sj,  qui  tlrlinisseut 
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IlO^fll 

m  qii 

■iJri 
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iK<: 
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Je  choix  des  deux  premiers  s^'stèmes  est  assujelli  à  la  condllion  de 
conduire,  par  l'élimination  indiquée  ci-dessiis,  à  un  troisième 
système  réel,  et,  d'aulre  part,  ce  choix  sera  guidé  par  le  souci 
d'avoir,  dans  les  trois  systèmes,  les  lignes  cotées  les  plus  simples 
possible.  C'est  là  un  des  buts  principaux  de  la  Nomographie.  Il 
est  bien  clair,  en  particulier,  que  chaque  fois  que  Ton  pourra  se 
borner  au  seul  emploi  de  droites  cotées,  il  n  y  faudra  pas  manquer. 
Or,  rien  n'est  plus  facile  que  de  former  le  lype  général  des  équa- 
tions représentables  par  trois  systèmes  de  droites  à  une  cote.  Les 
équations  (1),  (2)  et  (3)  ci-dessus  prennent,  en  effet,  dans  ce  cas, 
la  forme 


(O 

(2') 


^/i(3t|)-»-^?i(ai)H-4'i(ai)  =  <>, 


et  Péquation  (E)  devient 

/iC^i)     ?i(ai)     ^^iC^i) 


E') 


/i(3ti)     ?i(a2)     ^i(^i) 

/i(^i)      ?3(«3)      hi^i) 


=  o. 


^arnni  les  équations  rentrant  dans  ce  tvpc  général,  celles  qui  se 
rencontrent  le  plus  souvent  dans  la  pratique  sont  celles  de  la 
forme  (*) 

[^')  /i(ai)/3(a3)-ho,(a,)<pj(a,)H-«J/3(a3)  =  o. 

On  voit  qu'on  les  représente  au  moyen  des  systèmes  de  droites 
à  une  cote 


^=/i(ai)» 
r  =  ?î(«î)» 

^/3(«3)  -^y^ii^i)  -+-  '\'i(^i)  =  o. 


Contentons-nous  de  remarquer  ici  qu'un  abaque  à  droites 
cotées  étant  donné,  on  peut  lui  faire  subir  la  transformation 
liomographique  la  plus  générale  en  conservant  les  cotes  des 
diverses  droites  qui  le  constituent.  Or,  une  telle  transformation 


')  l'oir  divers  exemples  de  telles  équations  :  T.  ;V.,  Cliùp.  II.  |i5  H. 


3g4  PREyifiHE  PAUnii. 

dépendânl,  dans  le  plaa,  de  huîl  [la 
àprioriàe  U  souplesse  qu'elle  înlrtMlu 
■baqnes  en  permetlant  de  leur  doBMci 
sraDUgeiises  (■). 

ObservoDB  d'autre  part  que,  bien  q.i't^n  pi 
letnent  facile  de  rattacher  uoe  équaiinti  ilc 
géaératix  ci-dessus,  il  7  a  intérêt  i  ilélinî 
l/Uquea  auxquels  on  peut  recnonatuv  ti  p, 

tel  rattachement.  Celte  question  souli-vi-  des  pnilili''nie^  de  ptirc 
Analyse  qui  pe  manquent  ni  d'întérél  ni  de  ililliciillt:  (*). 

61  Abaqitea  langenlie/s  à  Iroi»  vurifibli-s.. 
la  relation  de  position  la  plus  simple  ît  i^labli 
définies  dans  le  domaine  taogentiel  Cunsi^lu  eu  ce  ijuVIltis  soient 
tangentes  i  une  mime  droite.  De  lu  le  type  le  plus  général 
d'abaque  tangentiel  à  trots  variables  liuiil  le  principe  peut  étxc 
exposé  au  mojrcn  des  mimes  équations  cpie  celles  i]iii  viennent  de 
nous  servir  pnur  les  abaques  ponctuels,  ù  la  seule  di(I'<în:nce  prî-s 
qae  les  coordonnées  cartésiennes  x  et  j  y  sotenl  remplacées  par 
des  coordonnées  parallèlos  u  et  o. 

Hojrennant  cette  substitution  les.«'(]ualions  (i),  {-x)  et  (3)  ci- 
dessus  définiront  trois  systèmes  de  lignes  y  une  cote  (x,),  (xj), 
(a,),  et  les  cotes  de  trois  de  ces  lignes  seront  liées  pur  IVqua- 
lion  {[£)  lorsque  ces  trois  lignes  seront  tangentes  à  une  même 
<lroite.  Il  est,  dès  lore,  nécessaire  de  recourir  à  une  droite  mobile, 
dite  index,  pour  se  servir  de  l'abaque. 

Remarquons  en  passant  que  de  même  que  dans  le  cas  d'im 
abaque  ponctuel  on  peut  toujours  faire  en  sorte  que  deux  des  s\s-' 
tèmes  cotés  soient  constitués  par  des  droites,  on  peut  ici  faire  en 
sorte  qu'ils  le  soient  par  des  points.  Donc,  toute  équation  à  trois 
variables  a,,  a^,  2a,  eil  représentable  par  deux  systèmes  de  points 
cotés  (ai)el  (aï)cl  nn  système  de  courbes  cotées  (zj),  les  valeurs 
correspondantes  de  ces  (rois  variables  étant  telles  que  ta  droite 
joignant  les  points  cotés  a,  et  a..^  soit  tangente  à  la  courbe 
cotée  «3, 


I 

I 


l')  r.  .V..  I 
,')  r.  x, 
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La  néccssilé  de  recourir  à  reniploi  d'une  droite  mobile  pour 
faire  la  lecture  de  l'abaque  semble,  au  premier  abord,  consliluer 
une  înférioiilé  aux  abaques  langenliels  par  rapport  aux  abaques 
poncUiels.  Il  n'en  est  rien,  comme  on  peut  drs  maintenant  s'en 
convaincre  par  la  seule  observation  que  voici  :  la  déterminalion 
d'une  droite  par  deux  points  cotes  est  alî'rancliie  de  la  possibilité 
d'erreur  aflTérrnte  à  la  détermination  d'un  point  par  la  rencontre 
de  deux  lignes  cotées,  et  qui  lient  à  ce  qu'en  suivant  ces  deux 
lignes  pour  arriver  au  point  où  elles  se  croisent,  on  peut,  si  l'on 
n'j  prête  pas  une  attention  suffisante,  risquer  de  passer  sur  des 
lignes  voisines  appartenant  aux  faisceaux  dont  elles  font  partie. 
Cette  cause  d'erreur  n'existe  pas  avec  les  points  cotés,  pour 
lesquels  une  cote  ne  s'applique  qu'à  un  seul  points  au  lieu  de 
s'étendre  à  toute  une  ligne.  Notons  encore  que  cette  circonstance 
rend  aussi  bien  plus  facile  l'interpolation  à  vue  entre  les  éléments 
cotés  qui  figurent  eflTectivement  sur  l'abaque. 

Ce  double  avantage  s'accuse  encore  plus  lorsque  l'équalion  à 
représenter  est  de  la  forme  (E')  ci-dessus  [dont  la  forme  (E")  n'est 
qu'un  cas  |)articulier]  parce  qu'alors  les  trois  systèmes  d'éléments 
cotés,  définis  par  les  équations  (i'),  (2'),  (3'),  oii  u  et  v  rempla- 


l-'ig.  3. 


cent  X  et  y,  se  réduisent  à  des  svstùmesde  points  à  une  cote  entre 
lesquels,  à  l'aide  de  l'index,  il  suffit  de  prendre  des  alignements; 
d'où  le  nom  d'' abaques  à  points  alignés  {fig.  3  )  (  '  ). 


or.  iV..  chap.  m. 


2fj6  PUKMIÈKE   PAUTIE. 

Ceux  de  ces  abaques  qui  se  rencontrent  le  plus  fréquemment  en 
pratique  sont  ceux  qui  s'appliquent  aux  équations  de  la  forme  (E  ) 
et  que  définissent  les  équations  (i"),  (2"),  (3'')  où  u  et  v  rempla- 
cent x  et^'  (*  ). 

Si  d'ailleurs  on  rapporte  un  tel  abaque  à  des  axes  cartésiens,  les 
équations  qui  définissent  ses  divers  éléments  cotés  peuvent  s*écrîre, 
/étant  une  longueur  fixe  quelconque, 

i  j:  =  —  /, 

{   X  —  l 

,        ,  \  ?3'a3)-H/3(«3) 

K  Ç>3(a3)-f-/3(23) 

On  trouvera,  dans  la  Remarque  Ç[\\\  termine  le  numéro  suivant, 
un  nouvel  argument  en  faveur  des  abaques  tangentiels. 

Observons  encore  ici  que  l'emploi  de  l'homographie  la  plus 
générale  sera  d'un  grand  secours  pour  donner  à  un  abaque  à 
points  alignés  la  disposition  la  plus  commode  (^). 

7.  Abaques  à  quatre  variables.  —  Pour  passer  des  types 
d'iibaqucs  à  Uois  variables  qui  viennrni  d'élrc  définis  à  un  type 
d'aba(|uo  à  <|iialrc  variables,  il  suffit  évidemment  do  remplacer  un 
des  syslèrnes  d  éléments  à  mie  cote  cpii  y  interviennent  par  un 
système  d'élénienls  à  deux  eûtes. 

Ceei  nous  montre  inimédialenient  (|u'un  abaque  ù  quatre 
'  variables  sans  (HcniciU  inobiley  ne  saurait  comporter  comme  <*lé- 
ments  à  deux  cotes  que  des  éléments  condensés.  Nous  a\ons  nu, 
en  efi'et,  aux  n°'  3  et  i  (pTon  ne  peut,  dans  le  domaine  ponctuel, 
engendrer  de  svsiènies  d  éléments  à  deux  cotes  non  condensés 
(pian  moyen  (lYlriiu'nls  mobiles.  Le  n"  2  nous  a  bien  montré 
([non  pouvait,  dans  le   domaine   lanj^enliel,    figurer  sur  rabacpie 


(')  T.  .\.,  Cliap.  ni,  ^  II  t'L  m,  A. 

(^)   T.  .\.,\\"  (iOct  f>;V  V n  ovcmple  d'applicalioii  parliciiliorcinciU  rciiijrfjuablc 
se  liMn  ve  <iu  ii    ^^  '/. 
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des  éléments  à  deux  cotes  distincts  lorsque  ces  éléments  se  rédui- 
saient à  des  points,  mais  il  résulte  du  n^  6  que  la  lecture  d^un 
abaque  tangentiel  ne  peut  se  faire  qu'au  moven  d'un  index  mobile. 
1^  conclusion  ci-dessus  est  donc  bien  justifiée. 

Si  nous  reprenons  le  type  général  des  abaques  poncUiels  à  Irois 
variables  (n"  o)  et  si  nous  y  remplaçons  un  des  systèmes  de  lignes 
à  une  cote  par  un  système  de  lignes  condensées  à  deux  cotes,  nous 
obtenons  pour  Féqualion  à  quatre  variables  ainsi  représentée  la 

forme 

F[ai,  flt,,  0(23,  a^)]  =  o, 


î  » 


qui  peut  encore  s  écrire 

Comme  on  peut,  dans  la  représentation  d'une  équation  à  trois 
variables,  choisir  librement  deux  des  systèmes  de  lignes  cotées, 
on  peut,  en  particulier,  prendre,  pour  celui  qui  deviendra  le  sys- 
tème condensé  à  deux  cotes,  un  système  de  droites  parallèles.  On 
peut  donc  dire  que  toute  équation  à  quatre  variables  du  type  ci- 
dessus  est  représentable  par  un  système  de  lignes  à  une  cote  tra- 
cées à  travers  le  quadrillage  formé  par  un  système  de  parallèles  à 
une  cote  et  un  systèmes  de  parallèles  condensées  à  deux  cotes, 
c'est-à-dire  une  échelle  binaire. 

Pour  avoir  un  mode  plus  général  de  représentation  d'équations 
à  quatre  variables,  il  faut  avoir  recours  à  ceux  des  éléments  dis- 
tincts à  deux  cotes  dont  l'emploi  a  été  reconnu  précédemment 
possible,  et,  plus  particulièrement,  à  des  droites  à  deux  cotes. 

Considérons  donc  Fabaque  le  plus  général  constitué  par  deux 
systèmes  de  lignes  à  une  cote 

Fî(^,  7.  «2)  =  o, 
et  un  svstème  de  droites  distinctes  à  deux  cotes 

Le  résultat  de  l'élimination  de  x  et  ^  entre  ces  trois  équations 
sera  de  la  forme 


vj»  l'IlKMlÈltE  PAltTIE. 

Tel  est  donc  le  \y\iù  d'éqiinliun  ainsi  rcpn^scnlalilc.  Il  est  très 
remarquable  que  la  plupart  des  équations  ù  quatre  variables  qin 
se  rencontrent  dans  la  pratique  peuvent  se  ramener  à  ce  Ivpe-là. 

L'abaqnc  correspondant  coinprcndra,  comme  on  voit,  les  qnntre 
systèmes  d'éléments  à  une  cote  (ai),  (^i)i  {«»)  et  (a»),  ces  deux 
derniers  constiluant  les  douilles  enveloppes  des  droites  à  deux 
cotes  (aa,  Si),  et  l'usage  de  cet  abaque  n^sultede  l'énoucc  suivant  : 
la  laiigenle  commune  aux  courbes  cotées  ij  et  a,  passe  par  le 
point  de  rencontre  des  courbes  cotées  a,  et  «a- 

Cet  énoncé  équivaut  à  celui-ci  :  la  droite  ù  deux  cotes  (»j,  x,  ) 
passe  pnr  le  point  à  deux  cotes  (i, ,  7.3).  El,  sons  cette  forme,  il 
montre  que,  par  transformation  corrélative,  ce  mode  de  représen- 
tation se  reproduit  lui-même.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu'en  clior- 
cliant  à  réaliser  la  même  extension  que  ci-dessus  pour  un  abaque 
tangentiel,  ce  qui  se  fait  au  rno^en  des  mêmes  équations  011  n  et  c 
remplacent.!"  et  _>*,  on  aboutit  au  même  résultat,  à  celte  seule  dilTc- 


reece  pris  qui 

ment  (a,,  Ko)  une  droilt 

Le  cas  le  plus  înléres 


i  l'élém 


m  (a 


a,)  qui  est  un  point  et  l'élé- 
raliquc  est  celui  où  les  enve- 


i,    ,l0.    |„M„I-.    .-Cl- 


is,.,^.(„'l)). 
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Tiin  des  trois  systèmes  de  points  étant  à  deux  cotes  (/a^îT-  4)»  Dans 
ce  cas,  les  équations  des  points  à  une  cote  (ai)  et  (aj)  étant,  en 
coordonnées  parallèles, 

w/î(aj)  -f-  t'OïCas)  -f-  ^2(«i)  =  o, 

Cl  celle  des  points  à  deux  cotes  (a^,  a») 
Téqualion  représentée  est  de  la  forme 


(£> 


/i(ai)         Oi(^i)         '{^1(21) 
Ai^î)         ^îC^s)  '^^«2) 

/(«3,   Œi)       ?(a3,   «4)       ^(«3,    «i) 


o. 


Celles  des  équations  renlranl  dans  ce  Ivpe  qui  se  rencontrent  le 
plus  fréquemment  dans  les  applications  sont  celles  qui  s'écri- 
vent (*) 

c'est-à-dire,  d'après  ce  qui  a  été  vu  au  n®  6,  qui  expriment  l'ali- 
gnement des  points 

j  ar  =  —  /, 


(ai) 


(«») 


(«3»  «;) 


^  —  /  ?^g:»^  gj)— /(«.l^  «t^ 

<?(2t3,  aO-^/(«3,  «o' 


r  = 


--•i/(a3,  av) 


«(«s,  «4)-+- /(«s,  «v) 


D^ailleurs,  pour  former  les  équations  (1rs  deux  systèmes  de 
lignes  à  une  cote  («3)  et  («i),  dont  Fensemble  constitue  le  ré- 
seau (as,  ai),  il  suffit,  entre  les  deux  dernières  équations  écrites, 
d'éliminer  successivement  a»  et  as. 

L'abaque  comprend  alors,  en  outre  des  points  à  une  cote  (ai) 
et  («2)5  ces  deux  systèmes  de  lignes  à   nue  cote  et  son  mode 


or.  A'.,  n-  121  à  i-2(;. 


ioo  PiUJMIKUli:   PAHTIE. 

(l'emploi  ticnl  dans  l'énoncé  suivant  :  la  droite  joignant  les 
points  cotés  ai  et  0L2  passe  par  ie  point  de  rencontre  des  lignes 
cotées  a.T  et  a». 

Remarque.  —  Nous  nous  bornerons  ici  aux  équations  à  quatre 
variables,  mais  il  est  bien  clair  qu'on  obtiendrait  immédiatement 
des  modes  de  représentation  applicables  à  des  équations  à  cinq 
et  à  six  variables  en  remplaçant,  dans  un  type  d'abaque  à  trois 
variables,  non  pas  seulement  un  des  systèmes  d'éléments  à  une 
cote,  mais  deux,  ou  même  les  trois,  par  des  systèmes  d'éléments 
à  deux  cotes.  C'est  ici  que  s^accusent  les  avantages  des  abaques 
tangentiels  sur  les  abaques  ponctuels.  Si,  en  eflet,  dans  un  abaque 
ponctuel  constitué   par  rentre-croisement  de  trois  systèmes    de 
droites  à  une  cote,  nous  remplaçons  chacun  de  ces  trois  systèmes 
par  un  système  de  droites  disliuctes  à  deux  cotes,  il  nous  faudra, 
pour  la  lecture  de  cet  abaque,  faire  usage  de  trois  droites  mo- 
biles in(léj)endanles,  ce  qui  est  évidemment   fort  peu   pratique, 
tandis  (pie  si,  dans  un  aba(|ue  à  points  align(>s,  nous  remplaçons 
chacun  des  trois  s\>tèmes  de  points  à  une  cote  [)ar  un  système  de 
points  à  deux  cotes,  il  nous  suffira  toujours  d^une  seule  droite 
mobile  j)our  faini  la  lecture. 


111.     —    Application     a     l\     uî:soi.utiok    .nomo<.kaphi(^»ue 

DES    VA)  U  V'J- 1 0 >  s    a  Lr ;  É  »  Il  K) U  l' s . 

8.   Formes  normdU's  des  éf/f/fftio/is  (//arbrif/ffrs.  —  Lrs  ra- 
cines d'une  (M|Uiition  al^rhrKjuc  du  ilegré  //  m  :;  dépendent  des  n 
coeilicients  ilc  cet  le  «'(|ualion.  Si  donc  on  veut  eUVcturr  la  résolu- 
tion nomoi;raphi(pi(;  de  celte  é(juation  dans  le  cas  j^éiiéral,  c'est- 
à-dire    en    supposant    attribui-rs    à    ses    (•ot?f(ici(*iils    des    \aleurs 
(jueicoiHpirs,  on  doit  la  coiisid('?rer  coinine  liant  entre  elles  //  -j-  i 
\arial)les  tpii  sont  d  uin'  part  riiiconnuc  ;,  de  Taulrc  les  //  cornî- 
cieiits.   Mai>  ou   sait  (ju  il   est    |)os»;il)lc,   par  des   transformations 
ircxi^canl  (|ue  la  r(''*<olulion  accessoire  d  é(|uations  du  prciniiT  ou 
du   srcoud   (lej;r(',   de   ramener  les  écpiations  d'un  de^ré  donné  à 
certains  tvpes  canoniques  eontenant  un  nombre  moindre  de  eoef- 
fieienls.  l/e\enq>h'  le  plus  >imple  et  le  plus  elassique  e^t  celui  de 
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1  ''^  «i^uatîon  du  troisième  degré 

x^  ■+■  nx^  -+■  px  -4-  ^  =  o, 

cj  «.Y  m  ^  par  la  transformation 


n 
^=^-^3' 


mène  à  la  forme  réduite 

x'^ -\- p' x'  -\-  <7'  =  o. 

"xni  les  transformations  de  ce  genre,  la  plus  importante  est  celle 
l'schirnhausen  au  moven  de  laquelle,  Bring,  Jerrard,  Brioschi 

DM.  Klein  ont  obtenu  pour  l'équation  du  cinquième  degré 
^rses  formes  normales  ne  renfermant  plus  qu'un  seul  para- 
t.re  (').  Cette  transformation  permet  notamment  de  ramener 

Ee  équation  du  septième  degré  à  la  forme  normale 

5'  -H  X  5'  H-  [1 5*  -+-  V  5  H-  I  =  O 

^  ^-*  M  ne  renferme,  avec  l'inconnue  z^  que  les  seuls  paramètres  X,  [x, 
^^        -^i^'est-à-dire  qui  constitue,  au  point  de  vue  qui  nous  occupe, 

équation  à  quatre  variables. 

'une  manière  générale,  toute  équation  algébrique  réductible, 
F^^^^^*"     l'emploi  des  transformations  dont  il  vient  d'être  question,  à 

forme  normale  ne  contenant  que  deux  ou  trois  paramètres. 


Z|-4-  XZjH-  JJ1Z3  =  o, 


u 


u 


*    ^^  '^^  rit  alors  soit 


Zi  -h  X  Zj  -+-  [1  Z3  -H  V  Z;  =  o, 


»       Z3,  Z3,  Z4  étant  des  polynômes  en  ^  à  coefficients  numé- 
^^  ^jes. 

*  \  suffit,  dès  lors,  de  montrer  comment  les  principes  nomogra- 

^^^'^Cjues  ci-dessus  étudiés  s'appliquent  à  ces  types  d'équations, 

^^Jpcctivement  à  trois  et  à  quatre  variables,  pour  que  l'abaque 

■^  ^«nu,  joint  aux  transformations  qui  amènent  l'équation  à  la 


^  ■  )  Voir  le  Traité  d* Algèbre  supérieure  de  M.  Weber,  traduit  par  M.  J.  Gricss, 
^^«^p.  VI. 
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forme  normale  considérée,  et  qui  elles-mêmes  peuvent  se  traduire 
aisément  en  abaques,  fournisse  une  solution  complète  des  équa* 
lions  correspondantes. 

9.  Équations  du  type{\).  —  Si  Ton  fait  correspondre  les  varia- 
bles )^,  a  et  :;  respectivement  à  ai ,  aa  et  as,  on  voit  immédiatement 
c|ue  l'équation  (I)  appartient  au  type  (E")  du  n**  5.  Donc,  d'après 
ce  qui  a  été  vu  au  n"  6,  elle  exprime  falignement  des  trois  points 

a) 


(!*) 


(') 


\ 

x  =  -l. 

\ 

r  =  >>, 

\x=l, 

'  r  =  IA. 

X 

.z,-z, 

Z,-t-Z.' 

y 

-z, 
z,+  z. 

Les  points  (X)  et  (|i.)  forment  deux  échelles  régulières  ayant  res- 
pectivement pour  supports  des  parallèles  à  Taxe  Oy\  les  points  (5) 
sont  distribués  sur  une  courbe  dont  Téquation,  si  on  la  désirait, 
s'obtiendrait  par  l'élimination  de  z  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions écrites. 

Remarquons,  en  outre,  d'une  manière  générale,  qu'on  peut 
toujours  se  borner,  dans  la  conslruclion  de  l'abaque,  aux  points 
correspondant  aux  valeurs  |)osilives  de  z^  les  valeurs  absolues  des 
racines  négatives  d'jine  équation  pouvant  être  obtenues  comme 
racines  positives  de  la  transformée  en  —  z. 

Dans  le  type  (1)  en  question  rentrent  immédiatement  l'équa- 
tion générale  du  second  degré,  pour  laquelle 

7   -2         7   -         7   t 

et  l'équation  réduite  du  troisième  degré  pour  laquelle 

Les  abaques  correspondants,  dont  la  construction  est  étudiée 
en  détail  dans  les  n"**  79  et  81  du  T,  A'.,  sont  représentés  à  la  fois 
sur  \',\Jig,  80  de  cet  Ouvrnge. 
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10.  Équations  du  type  (II).  —  Si  Ton  fait,  de  môme,  corres- 
pondre les  variables  X,  [jl,  v  et  5  respectivement  à  ai,  ao,  as  et  a^, 
on  voit  que  réqualion  (II)  appartient  au  type  (E')  du  n**  7.  Elle 
exprime  donc  Talignement  des  points 

a) 

f  r  =  i^^ 

i  r  =  >^y 

Les  points  (X)  et  (|jl)  sont  les  mêmes  que  précédemment.  Quant 
aux  points  (v,  z)^  puisque  leur  x  ne  renferme  pas  v,  on  voit  qu'ils 
sont  donnés  par  un  réseau  dans  lequel  les  éléments  (^z)  sont  des 
droites  parallèles  à  Oy.  Les  courbes  (v)  qui,  jointes  à  ces  droites, 
constituent  le  réseau  (v,  5),  peuvent  d'ailleurs  être  considérées 
comme  définies  par  les  deux  dernières  équations  écrites  dans 
lesquelles  z  serait  pris  comme  paramètre  de  construction. 

On  a,  en  particulier,  de  cette  façon  Tabaque  de  l'équation  géné- 
rale du  troisième  degré  en  prenant 

Là\  ^  -3*,  Z]  =  -3*,  Z3  =  -J,  tà\  =  I . 

L'abaque  ainsi  obtenu,  étudié  en  détail  au  n''  12o  du  T,  N.,  est 
représenté  par  \9ijig»  i49  de  cet  Ouvrage. 

Pour  l'équation  du  quatrième  degré  on  peut,  par  une  transfor- 
mation linéaire,  amener  le  coefficient  du  terme  en  z^  à  être  égal 
à  zéro  ou  un.  Dans  ce  second  cas,  par  exemple,  Tabaquc  est 
obtenu  lorsqu'on  fait 

Z|  =  5^  -h  .-;',        Z,  =  z^,        Z3  =  -5,        Z;  =  I . 

L'abaque  correspondant,  étudié  au  n"  126  du  T,  N,,  est  repré- 
senté par  \dijig,  i5o  de  cet  Ouvrage.  Quant  à  la  transformation 
linéaire  amenant  une  équation  quelconque  du  quatrième  degré  à 
la  forme  réduite  ci-dessus,  elle   est  traduite  en  abaque   sur  la 
Jig,  i5i. 
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Le  mode  de  résolution  nomographique  envisagé  ici  s'élend 
jusqu'à  Téqualion  du  seplième  degré  mise,  grâce  à  la  Iransforma- 
lion  de  Tscliirnhauscn,  sous  la  forme  indiquée  au  n®  8.  II  suffit, 
en  effet,  de  faire 

Z|  =  ^'-hl,  Zj  =  Z',  Z3  =  Z',  Z4  =  «. 

Cet  exemple  fail  bien  ressortir  Tinlérêt  qui  s'altache  à  l'inlro- 
duction   d'élcments  mobiles  dans  les  abaques.   Si  l'on    n'a   pas 
recours  à  de  tels  éléments,  on  ne  saurait  obtenir  d'abaques  à  plus 
de  trois  variables  qu'au  mojen  de  systèmes  d'éléments  condensés 
à  deux  cotes.  De  ce  qui  a  élé  dit  de  ces  éléments  au  n**  3,  il  ré- 
sulte qu'en  ce  cas  la  résolution  de  l'équation  proposée  doit  néces- 
sairement se  réduire  à  une  suite  d'opérations  à  deux  paramètres; 
or,  en  ce  qui  concerne  notamment  l'équation  du  septième  degré, 
une  telle  réduction  doit,  diaprés  M.  Ililbert,  pouvoir  être  démon- 
trée impossible  (*);  et  l'on  voit  combien,  au  contraire,  par  la 
seule  introduction  d'une  droite  mobile,  la  résolution  nomogra- 
phique d'une  telle  équation  est  devenue  facile. 
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REVUE   DES   PUBLICATIONS   ACADÉMIQUES 

ET  PÉRIODIQUES. 

SITZUNGSBEIUCHTE  dbr  Koniglich  preussisciien  Akadkmib  dkh  Wissun- 

SCIIAFTKN   ZU    BrRMN   (1). 

1*"^  semestre  1897. 

^lanck  {Max),  —  Sur  des  phénomènes  de  rayonnement  qui  sont 
irréversibles.  Premier  article.  (57-68). 

Si  Ton  admet  Tunivcrsalité  du  principe  de  la  conservation  de  IVnergic,  il  faut 
nécessairement  que  Ton  admette  aussi  que  tous  les  phénomènes  peuvent  être 
envisagés  comme  résultant  d^actions  dites  conservatrices,  l/expiication  que 
Ton  donne  actuellement  d'un  grand  nombre  de  phénomènes,  en  admettant  l'exis- 
tence de  forces  de  frottement,  de  forces  résultant  de  chocs  de  corps  imparfaite- 
ment élastiques,  de  forces  de  résistance  à  la  conductibilité  galvanique  et  autres 
forces  qui  ne  sont  pas  conservatrices,  n*est  donc  que  provisoire  et  il  convient 
de  chercher  à  la  remplacer  par  une  autre,  dans  laquelle  au  lieu  de  forces  non 
conservatrices,  ne  vérifiant  pas  par  elles-mêmes  le  principe  de  la  conservation  de 
l'énergie,  on  n'introduirait  que  des  forces  conservatrices. 

D'autre  part,  le  principe  de  l'augmentation  de  l'entropie  nous  apprend  que 
tous  les  changements  ayant  lieu  dans  la  Nature  ont  toujours  lieu  d'une  façon 
irréversible,  que  tous  les  systèmes  limités,  entièrement  isolés  du  dehors,  ten- 
dent toujours  vers  un  état  stationnaire,  de  sorte  que  l'on  est  également  amené 
à  chercher  à  expliquer  ces  changements  en  introduisant  des  actions  conserva- 
trit-es  convenablement  choisies. 

Il  semble  très  difficile  de  résoudre  et  même  d'aborder  la  solution  de  ces  pro- 
blèmes, même  dans  des  cas  très  particuliers.  On  a  bien  cherché  à  donner  une 


(')  Voir  Bulletin,  seconde  l*arlir,  p.  1:  1^99. 


théorie  du  froUcmeai  dm  p*,  par  Mieâ|ile,  -fn  M  pbfaat  an  poiat  4a  vaa  <iB 
la  tMorie  cinétique  des  gai,  mab  II  lanUa  aaq«it  aajaarffcwl  qi^aa  Mla 
tbforia  du  frottement  de»  g»  ne  sannit  être  ainai  établie  d'âne  façon  tigam- 
reuK  qn'k  condition  d'adjoindre  nne  oonvelle  hypothéae  i  e«lles  qni  MrvWit  de 
base  i  la  théorie  cinétique  de»  ga*. 

Dan»  cel  condition»»  il  j  a  na  grand  intérêts*  dMMV  la.M^UjI^^^d^  C** 
problèmes,  qnelqae  ipécial  qu'il  Miu  {  ,',''.■'     i 

M.  Planck  eniitage  I  cet  effet  an  réaonatenrélectriqtte  recilllgae,  alttté  iIbm  le 
*ide,  qni,  excité  d'aoe  certaine  fkçon,Mcilla et  ezace  h  aon  toar  aae  aeUoBaar 
les  onde*  qni  l'ont  excité;  lea  longnenn  d'ondée  aont  a»ppoaé«'lrt»)ptM<Ba  « 
l'amortiiuineat  tré*  petit;  on  fait  abMraction  dea  froUeMeats  l1<iitiWJ«iJ«i 
réaiatancea  t  In  condDctibilité. 

If.  Planck  démontre  qat,  dans  t'espace  indéSal,  I 
les  onde*  est  irréTenible,  et  qn'elle  l'est  éjptemeM,  au  inaii»  pendant  u 
lun  tempi,  dan»  nn  etpnce  limité.  Le  [Aéaoméne  envi'tas'^  l'eipliquant  pardM 
actions  conservatrice»,  H.  Planck  ■  donc  donné  aaesenitik  rl'un  pliénomènc  ii 
réversible  déterminé,  ponnnt  être  envisagé  conne  rCsultaiil 


Kœnigtberger  {L.),- —  Sur  les  mouvemenls 
blêmes  incomplets.  (iSS-i^S). 

1.  Soient  p„j>„  ■■■.  p,,  fi,  7i,  .'.,  7,  ■»  p-f-v  p 
dont  dépend  le  potentiel  cinéUqne  H  d'nn  ^stîme.  Le»  léqlinlIbBïMMtXibiMIes 
du  monveinent  de  ce  système,  analogaes  t  celles 'tfe  Lagranfe  (Voir  AsHUBi, 
p.  tSfle  la  seconde  Parliei  1899]  peuvent  te  nettre  soas  la  ferîBB 
rf   (*H        dH       _  , 

■diWr"àj:  =  ^-    «■=■''-■■■■»>• 

di  àq',       dg.      ^"       ^         '    ' 

On  auppusc  que,  dan«  ces  équations,  Il  est  une  riinclion  quelconque  donnée 
de  P|,  ■■■•  p^,  p\,  ■■-,  Pf.  q,,  .-..  î(,  g',.  .■  -,  q'fUt  dépeadanipas  de  l  cïpli- 

II  s'agit  d'étuilier  Ic9  dilTcrenis  cas  où,  par  suite  de  la  forme  particulière 
dntinée  à  la  fonction  H,  on  peut  rcJuire  les  équations  prccédenles  à  un  nombre 
moindre  d'équïllons  du  même  tjrpc. 

On  montre  d'abord  que,  quand  les  seconds  membres  P,,  P„  .. .,  P.  des  p  pre- 
mières de  ces  équations  sont  nuls,  la  condition  nécessaire  et  suriisante  pour 
que  les  premiers  membres  de  ces  p  premières  équations  puissent  se  mettre 
sous  la  forme  de  dérivées  totales  prises  par  rapport  à  /,  est  que  la  fooction  H 
soit  de  la  forme 


II  - 
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où  (i>,,  (i^t  .*.f  (0   désigoent  des  fonctions  quelconques  de  p^y  p^t     ..y  p. y  q^, 
Ç21  '-'t  Ç9  satisfaisant  à  des  équations  de  la  forme 

dans  lesquelles  les  seconds  membres  Cr,,  r«  sont  des  constantes  telles  que  l'on  ait 

et  où  Û  désigne  une  fonction  arbitraire  de  ^,,  ...,  q„y  q\y  ...,  ^^,  /?',,  ..  ^  p' . 

S'il  en  est  ainsi,  on  déduit  des  p  premières  équations  de  Lagrange  les  re- 
lations 

(/•  =  I,    2,    ...,   p), 

où  A,,  A),  ...,  A.  désignent  des  constantes  d'intégration. 

Pour  que  Ton  poisse  éliminer  les  paramétres  p^,  p^^  . . .,  /?.  entre  ces  p  équa- 
tions et  les  9  dernières  équations  analogues  ^  celles  de  Lagrange,  il  faut  que 
les  paramètres/?,,  p^.^  ...,  /?.,  ou  que  les  dérivées /?',,  y?,,  ...,  />'  de  ces  para- 
mètres ne  figurent  pas  dans  les  p  équations. 

Examinons  successivement  ces  deux  cas. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  paramètres  /?,,  /?,,  . ..,  /?. 
ne  figurent  pas  dans  les  p  équations  que  Ton  vient  d'écrire  est  que  les  constantes 
Cr,.r.  soient  toutes  nulles.  Dans  ce  cas,  les  a  dernières  équations  analogues  à 
celles  de  Lagrange  se  transforment  en 

-  Q,,        (5  =  1,:?»...,  c). 


d   f)K 

di   dq\ 

àq. 

où  l'on  a  posé 

les  crochets  devant  indiquer  que   l'on   a  remplacé,   dans   les   quantités  entre 
crochets, /?',,  z?,,  ...,  p'  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ^,,  7.,  ...,  q^y  7',, 


**  n*9  tirées  des  équations 

i)p\  ôp,  Op^         < 

La  détermination  des  paramètres  ^,,  ^3,  .••,  9^  en  fonction  de  i  dépend  donc 
de  9  équations  qui  ont  encore  une  forme  analogue  à  celle  des  équations  de  La- 
grange, mais  dans  lesquelles  la  fonction  H  est  remplacée  par  la  fonction  K.  Le 
type  dont  l'interprétation  a  donné  naissance  aux  mouvements  cachés  d'Helni^ 
hoitz  et  de  Hertx,  est  donc  le  seul  que  l'on  obtienne  en  envisageant  le  premier 
des  deux  cas  que  nous  examinons. 

Dans  le  second  cas,  bornons-nous  à  envisager  Tliypothèsc  où  l'on  aurait  p  =  :<, 
9  =  1.  On  voit  alors  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  pre- 
miers membres  des  deux  premières  équations  analogues  à  celles  de  Lagrange, 
é<*rite8  plus  haut,  puissent  èlrc  mis  sous   lu  forme  de  dérivées  totales,  prises 
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par  rapport  à  /,  de  fonctions  de  /»„  p^^  q,  q\  est  qae  la  fonction  H  soit  de  U 

forme 

H^=;,;[a>,-î-9,]-^/?;[«a,-f-9J}-4-?^-yy^j^^d/?^-t-  -^^Ptj* 

où  b>,  et  fa>2  désignent  des  fonctions  quelconques  de  Pi^  p^,  g  telles  que  Too  lit 

du»,  àtii^ 

ôpi  ~  dpt' 

et  où  9,  9,,  92  désignent  des  fonctions  quelconques  de  çr  et  g\  Supposons  que 
Ton  exprime  /^p  p2  en  fonction  de  q^  g'  au  moyen  des  relations 

(ill  dit 

-T —  =  o,         -j —  =  o, 

Op^  ôp^ 

et  que  Ton  en  déduise  les  expressions  de  p\^  p'^:  si  Ton  remplace  ensuite,  dans 
la  troisième  équation  analogue  à  celles  de  Lagrange,  p„  p\,  p^t  p'^  par  les 
expressions  ainsi  obtenues,  cette  équation  se  transforme  en 

(It  ffq'        Oq   "   ^" 
où  l'on  a  posé  pour  abréger 

^  désignant  une  fonction  arbitraire  de  g, 

"l.  Il  peut  encore  se  présenter  trois  cas  où  les  équations  analogues  à  celles  de 
I^agrangc  se  réduisent,  par  suite  de  la  forme  particulière  donnée  à  la  fonc- 
tion II,  à  un  nombre  moindiv  d'équations  du  tnénie  type. 

On  montre  d'abord  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  dans  les  p 
premières  é<|iiaiions  envisagées  ne  (i^urent  ni  les  paramètres  /?,,  y?,,  ..,,  /?  ,  ni 
leurs  dèri>èos  //,,  p'.,^  ...,  />',  est  que  la  fonction  II  soit  de  la  forme 

?       ?  P 

/•  -r  I  0  r-  I  0-1 


n 


^mi    '*^J    \</Y,     ''         i)q^      ''  Ofi^         ''         M^'  '     "^ 

r^      \  '        •  •  '  ■  /       I 

où  H,,  H.,  ...,  H,,  T,,  T. Tj  cl  \    (iè>ipiicnt  dc>  foiictirins  (|ueb'onques  <le 

^,,♦7; 7*1  7i»  7: g\  tandis  (juc  \,,  \, N     désignent  des  fonc- 
tions de  Py,  P: />j.   '/,,  7; 7,  cboisio  arbilrairciiicnl    parmi    relies 

pour  lesquelles  on  a 

r,  ,.  '', **,    ,  .  désijjoeiil  «le*»  ron««t;inl«'s  .M'biliiiires  telle*'  <|iie  l'on  ,<il 
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qu'il  n'y  ait  pas  de  forces  extérieures  et  que  la  fonction  dés  forces  intérieures 

tJ(  J?p  ^'n  -3,,  x^y  y 21  -«î»  ^i^  y^^  -^a) 
soit  donnée.  Nous  prendrons  pour  paramètres  les  huit  quantités  Xp  y,,  x^^  y^j 

Pour  que  le  potentiel  cinétique  H=  — T  — U  soit  indépendant  de  x^  et 
de  y^,  il  faut  d'une  part  que  l'équation  de  liaison  soit  de  la  forme 

5,=  aJ:,-4-*r,+ w[a7j,  j'2»  -2.  ^3*^3»  -3]» 

où  a  et  6  désignent  des  constantes,  a>  une  fonction  quelconque  ne  dépendant 
que  de  x^^y^^  -c,,  x^,  y^^  53,  et,  d'autre  part,  que  U  soit  de  la  forme 

U  =  V[z^—ax^—by^,  ^2^  yz^  -2»  ^3»  ^a.  -J» 

ce  qui  implique  que  la  direction  de  la  force  résultante  donnée,  appliquée  au 
point  matériel  M,,  reste  la  môme  dans  l'espace. 

Les  deux  équations  de  Lagrange  correspondant  aux  paramètres  x^  et^,  se 
réduisent  alors  à 

(i-Ha')a7;-+-       aby\      =^i  — «-^' 

abx^      -t-(i-H*-)r!  =  ^2—  *^» 

où  C|  et  C}  désignent  des  constantes  d'intégration.  Si  l'on  élimine  jrj  et  j^',  entre 
ces  deux  équations  et  les  six  équations  de  Lagrange  correspondant  aux  para- 
métres j?j,  ^2,  5j,  j?3,  ^3,  ^3,  on  obtient  les  six  équations  du  même  type 

dt  ôx\        ôx^  ~  "*         dt  ôx'^        dx^  ~"  ^' 

à^  <>y2      ^>r2  "  ""^       rf'  <>r'3      '^^ï  ~  "' 

rfi  <>J',  ÔZ^    ~  "'  rf/  i^z'j  r>J3    ~  "' 

où  la  fonction  K  est  égale  à 

K  =---  [T]  -  U  -  c,m,[x;  ]  -  c,ni,[y\  J, 

les  crochets  indiquant  que  l'on  suppose  que  x\  tl  y[  sont  remplacées  par  leurs 
valeurs  en  fonction  de  x^,  y^.  -5,,  x^,  y 3,  Zy 

4.  Proposons-nous  de  rechercher,  en  particulier,  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que,  dans  le  problème  précédent,  la  fonction  K  qui  remplace 
le  potentiel  cinétique  H  =  —  T  —  U  dans  celles  des  équations  analogues  à  celles 
de  Lagrange  qui  correspondent  aux  paramètres  x^y  y^^  -:>  ^^^  ^3»  -3»  soit  de  la 
forme 

où  W  désigne  une  fonction  quelconque  de  r  et  de  /•',  /•-  étant  égal  à 
ri  /*'  dé:^ignanl  la  dérivée  de  r  pri!>c  par  rapport  à  /. 


la  SECONDE  PARTIE. 

La  solution  de  ce  problème  est  comprise  dans  celle  du  problème  du  naméro 
précédent;  West  nécessairement  de  la  forme 

W  =  ?.(r)  -+-?,(r)r'H-  9j(r)/-'', 

et  Ton  voit  aisément  quMl  faut  et  suffit  que,  d'une  part,  Téquation  de  condi- 
tion soit  de  la  forme 


5,  ==  a;r,  4-  6^1  -+-  ^  -^ -j  /?3  (  r)  dr, 

où  a  et  6  désignent  des  constantes,  et,  d'autre  part,  que  la  fonction  U  soit  de 

la  forme 

U  r=*[c,— flx,  — ^^'p  r], 

où  (|>  est  d'ailleurs  une  fonction  quelconque  de  ses  deux  arguments. 
Si  l'on  prendf  en  particulier,  pour  la  fonction  \V,  la  fonction 


OÙ  A'  désigne  une  constante,  l'expression  de  K  se  réduit  au  potentiel  cinétique 
correspondant  à  la  loi  d'attraction  de  William  Weber.  Le  dernier  théorème 
entraîne  alors  la  proposition  bien  curieuse  que  voici  et  qui  mettrait  nettement 
en  évidence,  si  elle  ne  l'était  déjà  autrement,  l'importance  de  la  notion  de 
mouvement  caclié  : 

«  Pour  que  l'on  puisse  idenlifîer  le  mouvement  de  deux  points  matériels 
libres  M,  et  M,,  s'attirant  suivant  la  loi  de  William  Weber,  au  mouvement  de 
ces  deux  mêmes  points  s'attirant  suivant  la  loi  de  Newton  il  suffit,  sans  changer 
leurs  masses,  de  leur  adjoindre  un  troisième  point  M,  de  masse  quelconque 
donnée  m,  (le  point  caché),  et  de  supposer  que  ce  troisième  point  M,  soit  assu 
jetti  à  se  trouver  à  tout  instant  ù  une  distance  d'un  plan  lixc  cj;ale  à 


\^'- 


m, 

V  désignant  toiij(nirs  la  distance  des  deux  points  envisagés  M,  et  M,.  » 

5.  On  démontre,  de  même,  que  la  condition  né<'cssaire  et  suffisante  pour 
qu'un  ensemble  formé  par  trois  points  matériels  soumis  à  deux  liaisons  bila- 
térales et  sur  lesquels  n'agit  aurunc  force  extérieure,  admette  un  potentiel  ciné- 
tique indépcndanl  de  Tune  des  neuf  coordonnées  des  trois  points  de  l'ensemble, 
est,  si  x^  désigne  celle  coordonnée  :  d'une  part,  «juc  les  deux  équations  de  con- 
dition soient  de  la  form<* 

r,    ■  ^/.r,-h  F,         -,       />./•,       «I», 

où  a,  b  désignent  «les  eonslantes  et  1'.  «I>  des  fonrlions.  d'ailieurs  quelconques, 
ne  dépendant  (|ue  des  ro<»rdonnées  x „  i ,,  c„,  .r,,  1',,  -,.  et,  d'autre  part,  que  lu 
fonetion  de*»  fones  intérieures  snii  de  lu  forme 

I        /.l.»',      ^.r,.  c,  — /yj",,  .r,,  I'.,  c..  ./•,..»',,  r,J. 

ou  /  désigne  une  fom  lion  (|ne|roni]iie  de  >e>  liiiil  iirgiinicnls. 

\on>  prendrons  |hmii   parituirlre*»  le»*  sept  variable-  ind<'*pen<ltuiles  vT,.  x,.  }\, 
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Sj,  jTj,  ^'3,  53.  L'équation  de  Lagrange  correspondant  au  paramètre  J7,  se  ré- 
duit à 

( I -♦- «--h  6')  j?,  =  c  —  a -77  —  ô  -j-, 

a/  at 

où  c  désigne  une  constante  d'intégration.  Si  Ton  élimine  x\  entre  celte  équa- 
tion et  les  six  équations  de  Lagrange  correspondant  aux  paramètres  ^r,,  y^y^it 
<^)»  Xv  ^ly  ^^  obtient  les  six  équations  du  même  type 

d^   (iK   _  ^  _  d    dK.        f)K  _ 

dt  })x\       âx^  ~'    '         dt  f)x'^       ôXj 

d't  ôy\       d»^,  ~~  "'         dt  àv'i       Oy^,  ~  ^' 

</r   (>5!.  <>c,   ""  "'  <//   lie',  (>J,    ""  *^' 

OÙ  la  fonction  K  est  égale  à 

K=-[T]-U-cm,[x;], 

les  crochets  indiquant  que  Ton  a  remplacé  x\  par  sa  valeur 

dV       ^  d^ 
dt  dt 

En  particulier,  pour  que  K  soit  de  la  forme 

K  =  -  1  m, (  x',^  -h  y','  H-  5;'  )  -  ^  mA<?  +y?  M-  ^?  )  -  W  (  /•,  /•'  ), 

où  W  désigne  une  fonction  quelconque  de  r  et  de  r',  qui  est  nécessairement 
de  la  forme 

il  faut  et  il  suffit  que  les  fonctions  F  et  4>  ne  dépendent  que  de  r  cl  soient 
égales  à 


Si  l'on  prend  pour  W  la  fonction  de  William  Weber, 

....        ,.       m.m,  /        r''\ 
W(r,  r')  =  -1^(^14-  ^j, 

où  A-  désigne  une  constiintc,  auquel  cas  U  se  réduit  à 

,,       m^rriy       3 

U  =  — - — m,^^ 


.1      ' 


ou  obtient  un  théorème  analogue  à  celui  du  numéro  précédent  : 


i4  SECONDE   PAKTIE. 

(c  Pour  que  Ton  puisse  idenliûer  le  mouvement  de  deux  poinls  matériels 
libres  M,  et  M3,  s'attirant  suivant  la  loi  de  William  Weber,  au  mouvement  de 
CCS  deux  mêmes  poinls  s'attirant  suivant  la  loi  de  Newton  il  suffit,  sans 
changer  leurs  masses,  de  leur  adjoindre  un  troisième  point  M,  de  masse  quel- 
conque donnée  m,  (le  point  caché),  et  de  le  supposer  lié  aux  précédents  parla 
condition  de  se  trouver  à  tout  instant  à  des  distances  de  deux  plans  files, 
perpendiculaires  entre  eux,  respectivement  égales  à 


2  ^  /nu  m,    \ 
""  AV   "^     ' 


r  désignant  toujours  la  distance  des  deux  points  envisagés  M,  et  M,.  « 
Von  Bczold  (W^.).  —  Sur  la  théorie  du  magnétisme    terrestre. 

(414-449). 

Avec  deux  cartes  se  rapportant  aux  variations  diurnes  du  magnétisme 
terrestre. 

Rôntgen  {IV.-C,).  —  Nouvelles  observations  sur  les  propriétés 
des  rayons  X.  (576-092). 

Fuchs  (L.).  —  Contribution  à  la  théorie  des  fonctions  abéliennes. 

(608-621). 

La  dépendance  des  modules  de  périodicité  de  l'intégrale  d'une  fonction 
rationnelle  d'un  point  analytique  d'une  surface  de  Riemann,  des  coefficients 
de  la  fonction  rationnelle  d'une  part,  et  d'autre  part  des  coefficients  de  Téqoa- 
tion  algébrique  qui  définit  la  surface  de  Riemann,  ne  peut  être  mise  en  pleine 
lumière  que  par  l'étude  des  équations  dilTérentieiles  qui  vérifient  les  modules 
de  périodicité  envisagés  comme  des  fonctions  de  ces  coefficients. 

Dans  le  tome  73  du  Journal  de  Crelle,  M.  Fuchs  a  démontré  que  ces  équa- 
tions différentielles  sont  toujours  linéaires,  mais  il  s'est  contenté  d'indiquer 
sommairement  leur  mode  de  formation.  Dans  le  tome  71  du  même  Journal  il 
les  a  formées  explicitement  dans  le  cas  des  intégrales  hyperellipliques;  dans 
le  Mémoire  actuel  il  se  propose  de  montrer  comment  on  peut  les  former  dans 
Je  cas  général  d'une  intégrale  abélienne  quelconque. 

Première  solution.  ~  Soit 

I  =    Cs  dz 


-f 


une  intégrale  de  première  espèce  correspondant  à  une  surface  de  Uieinann  de 
genre  p  n'admettant  que  des  points  de  ramification  simples  (c,  s)  correspondant 
aux  valeurs 

cHi  /.,  /.,,  ...,  /,^_,  sont  (les  quantités  indépendantes  les  unes  des  autres.  Le 
corflicicnt    différentiel    v   est    déterminé    |)ar    la    condition    de    s'annuler    en 
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{  p  —  I  )  points  anal3'tiques  arbitrairement  fixés  sur  la  surface  de  Uiemann  envi- 
sagée, autres  que  les  points  de  ramification  de  cette  surface. 

M.  Fuchs  démontre  d'abord  que,  si  p.  désigne  un  quelconque  des  nombres 
entiers  plus  petits  que  3/7,  il  est  impossible  de  déterminer  tx  + 1  quantités  p^, 
?i>  •••«  ?.y  indépendantes  de  z  et  telles  que  l'expression 

soit  une  fonction  algébrique  de  la  variable  z.  Il  en  résulte  que  Téquation  diiïé- 
rentielle  que  vérifient  les  modules  de  périodicité  d'une  intégrale  abélienne  de 
première  espèce  ne  peut  être  d'ordre  inférieur  à  3/7.  Elle  ne  peut  d'ailleurs  pas 
être  irréductible  et  d'ordre  supérieur  à  3/7  {Journal  de  Crelle,  t.  73);  elle  est 
donc  nécessairement  d'ordre  3/7.  On  peut  aussi  dire  (  Appëll  et  Goursat, 
Théorie  des  fonctions  algébriques,  p.  338)  que 

forment  un  système  fondamental. 
Soit 

-àl^  ^  ^^r-'  ôFi^  "^  ^V-»  âk^^^  -4-. .  .H-  ?„n  _  o 

l'équation  différentielle  que  vérifie  un  module  de  périodicité  quelconque  n  de 
l'intégrale  I.  En  suivant  un  procédé  analogue  à  celui  qu'il  avait  développé  dans 
le  cas  des  intégrales  hyperelliptiques  {Journal  de  Crelle^  t.  71),  M.  Fuchs 
montre  comment  on  peut  former  p^,  p,,  ...,  P2-.2,  ?2p^-i- 
Désignons  pour  abréger  par 

la  somme  des  résidus 

en  particulier  par  (o,  |ii)  la  somme  des  résidus 
les  3/7  relations  linéaires 

(A,    3/1)  -+-?2;»-l(^»    2/>— l)-+-   ?3^_3(^,    3/7—  2)H-...-h  Î},(X,    O  )   ::=  O, 

(X  =  O,    I,    3,    .  .  .,    3/7  —  l) 

permettent  alors  d'évaluer  les  3/>  inconnues  p„,  fi,,  ...,  ^n    ^^  Pi^-r 

M.  Fuchs  montre  d'ailleurs  que  Ton  peut  se  contenter  de  calculer  directe- 
ment pour  chaque  entier  [l  plus  petit  que  ^p  —  1,  la  somme  des  résidus 

«jn  a,  en  eff'et,  la  relation 

di    .         ^       q    di-'   ,  ^        ff(q—i)    di-  , 

4- (- 1)1(0,  :i4-</). 


iG  SKCONDIi;  PÂKTIE. 

Deuxième  solution.  —    Elle    consiste   à   évaluer  direciement    la  fonctioo 
rationnelle  R  do  (5,  2)  à  laquelle  est  égale  l'expression 

et  ce  procédé  est,  lui  aussi,  analogue  à  un  procédé  déjà  employé  parM.  Fachs 
dans  le  cas  particulier  des  intégrales  hyperellipliques  {Journal  de  Crelle,  t.  71). 
Cette  fonction  rationnelle  R  de  (5,  2)  une  fois  connue,  on  déduit  de  la  relation 

d'PS  Ô^F-'s  â^F-^8  _  ôRjs,  z) 

(en  comparant  les  développements  de  ses  deux  membres  aux  environs  d*un 
même  point  Zy  d'ailleurs  quelconque),  les  valeurs  des  rapports 


de  ses  divers  coefficients.  Observons  en  passant  qu'il  est  avantageux  {Journal 
de  Crelle^  t.  71  )  de  développer  les  deux  membres  de  la  relation  précédcnie, 
aux  environs  du  point  z  =  k. 

En  intégrant  les  deux  membres  de  cette  même  relation,  le  long  d'une  cou- 
pure quelconque  et  en  désignant  par  II  le  module  de  périodicité  correspondaolt 
on  obtient  l'équation  différentielle  cherchée 

^'PdW^^'f'  dk^P-'  "^ ''='-' ;ÏÂ^F5  -+-...+ P.ii-o. 

Troisième  solution.  —  Nous  n'avons  plus  besoin  ici  de  Fhypothèse  restric- 
tive faite  au   début  des  deux  solutions  précédentes.  De  plus,  nous  pouvons 
prendre  pour  la  variable  indépendante  dont  nous  faisons  dépendre  les  module 
de  périodicité,  non  plus  nécessairement  la  valeur  A:  de  ^  correspondant  k  Tun 
des  points  de  ramification  de  la  surface  de  Hiemann  envisagée,  mais,  si  nous 'c 
vouions,  uu  paramclre  quelconque  \  figurant  dans  les  coefficients  de  l'équati*^'^ 
aisébriquc    V  —  o   entre  jf  et   ^   qui   délinil  celle   surface  de  Rieinann  dont  '* 
classe  de  fonctions  alf;ébriques  correspondante  dépend  essenlielicment.  Si  ji  ^*'*- 
le  «legré  de  F  envisafiée  comme  fonction  de  5,  on  a  alors 


V 


où  2^,2,,  ...,2^   ,.  Y,,,  7, v^   I  (Ièï.iijnenl  des  fondions  ralionnelles  de  -  i4"^ 

l'on  sail  former.  On  en  drduil  qur,  pour  /   -  i.  ? H^  —  »•  l'"  quanlilé 


st  éîjalc  à  la  somme,  «l'une  pari  de  dérivées,  prises  par  rapport  à  z,  de  ft^a^*" 
;ions  rationnelles  «le  (s,  z),  el  d'autre  part,  d'une  expression  de  la  forme 


REVUE  DES   PUBLICATIONS.  17 

où  M^,,  Mj  ,.  M|3,  ...,  M|„^_,  désignent  des  fondions  rationnelles  de  z  (dont 
quelques-unes  peuvent  <ïlre  identiquement  nulles),  et  où  les  accents  i,  a,  ..., 
{JL  —  f,  indiquent  des  dérivées  d'ordres  i,  3,  ...,  |ii  —  i,  prises  par  rapport  à  z. 
De  ce  qu'il  existe,  dans  tous  les  cas,  des  quantités  ^9,  fi,,  ...,  p,»»  indépen- 
dantes de  z  et  telles  que  la  somme 

puisse  se  mettre  sous  la  forme  de  la  dérivée,  prise  par  rapport  à  z,  d'une  fonc- 
tion rationnelle  de  (jr,  z),  on  déduit  donc  que  Texpression 

OÙ  l'on  a  posé  pour  abréger 

peut  être  ini<>c  sous  la  forme  d*une  dérivée,  prise  par  rapport  à  Zy  d'une  fonc- 
tion rationnelle  de  {SyZ).  Or,  les  conditions 4iéccssa ires  et  suffisantes  données 
par  M.  Ilumbert  {Acta  mathematica,  t.  X  )  pour  qu'une  fonction  rationnelle 
quelconque  de  («,  z)  puisse  être  mise  sous  la  forme  d^une  dérivée,  prise  par 
rapport  à  ^,  d'une  fonction  rationnelle  de  («,  ^),  se  réduisent,  dans  le  cas  actuel, 
à  ce  que  les  sommes  des  résidus  des  quantités 

*[?.P.-H?,P,-^...-+-?2pP:p];^,        (m=i,a,...,  a/>), 

où   |[(,  ^3,  ...,  !^3     désignent  un  système  fondamental  d'intégrales  abéliennes, 
soient  nulles.  Ces  a/7  équations  de  condition  sont  linéaires  en  ^0,  ^,, ...,  ^}^_,; 
elles  permettent  d'évaluer  les  rapports  de  ces  a/7  +  1  inconnues. 
Mais  alors  l'intégration,  le  long  d'une  coupure  quelconque,  de  Téquation 

?.*  +  P.  jjs +•  ■  •+ ?5^ ,-;ï7  -  — jjT— ' 
fournit  immédiatement  l'équation  diiïérenlielle 

P."  H-  Pi  ^»   ^--  "-^  ^^■r'dVi  =  "' 

qui  vérifie  les  modules  de  périodicité  II  des  intégrales  abéliennes  de  première 
espèce,  envisagés  comme  fonctions  du  paramètre  \. 

L'ordre  de  cette  équation  différentielle  n*est  pas  nécessairement  égal  à  a/>; 
il  peut  être  plus  petit.  On  démontre  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  le  système 


I, 


dl      d'I  d'f-n 


»     -rrr» 


forme  un  système  fondamental,  est  que  l'équation 

où   H  désigne  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  (1,  5),  ne  puisse  être 
Bull,  des  Sciences  mai  hem.,  7*  série,  t.  XXIV.  (Février  1900.)  R.a 
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vérifiée  par  iiiuins  (1<^ 

;x  -M  —  ay>  -h  i 

quaiilités  ^q,  ^,,  ...,  ^.^,  indépcndunlcs  de  z. 
Supposons  (luc 

'     OV    ôl'"      "'    ovr' 

forincnt  un  sysléiiic  fondamental;  dési};nons  alors  par  H  une  iiiti^^ralL*  sibéticnor 
quelconque  ne  dcvenanl  pas  infinie  logaritlmiiquemcnr,  et  par  T  un  incirliiledr 
[lériodicilé  (lueli'onquc  de  il.  On  démonlro  que  T  est  une  fonction  linéaire 
liomogrne  (à  coefficients  indéprndaiits  de  z,  que  l'on  sait  évaluer),  <rcin  des 
modules  de  périodicité  II  de  I  et  des  dérivées  de  II  d'onires  i,  a,  ...,  p — i,  pri»es 
par  rapport  à  ;.  Nous  dirons  (pic  T  et  11  se  correspondent. 

Si  — ;r  et  -T-  Contiennent  ;  dans  le   même  <lomaine  de  rationalité  (yoMma/ 
(>;        Oz 

de  Crellt\  t.  71,  l.  73  et  Sitzungsberichte,  i88S,  p.  127')),  T  et  II   font  parli<? 

de  la  même  classe  d\'qudtions  dilI'cM'onliclles  linéaires  lioiiioK<*ne$  prérêdcnto» 

f<irméos  en  prenant  ;  coniinc  variable. 

Pour  en  donner  un  c\cmpl<',  siifiposons  que  Ç  et  r,  désignent  deux  paraiTictre:« 

essentiels,   indépendants    l'un    de    Taulre,    figurant    dans    les   cooffirients    de 

ré(|uaiion  al^'ébrifjue  (|ui  définit  la  surface  de  Hiemunn  envisagée,  el  prenons 

p<»ur  il  la  fonction 

()l  r  (fx    . 

on   aura    alors   entre    lr<    modules    de   péri(»dici(é   correspondants   T   et    II    la 
rclalioii 

r        '^" 

Il  en  résulte  {Silzuni^shcrirhte,  iSSS,  p.  1  •7S)  que  le  groupe  de  siib^iitti- 
tioiis  ap|)arlciiant  à  réqiialion  (linVreuhelle  des  modules  dt;  pèriodicili*  de  l'iii- 
té;;i'iile  1  ne  >arie  pas  d'une  l'a<ou  ewuiinue  avec  r,. 


'.».''  scincsirc'  iSn-. 

liottznidtui  (A).  —   Sur  dc^   phriioinriics   do   ravonncinonl   uni 
sont  irrrv«Msil)lo.  (  ()()o-()()  >. ). 

Sans  «'oriiesler  rimporlaiiee  (|ue  )>euvent  avoir  les  formules  élaldie>  par 
M.  IMauek  d.iiis  trois  ('.omniunieahons  sueej'SNivcs  à  1' \r.ideinie  {  Sitzu^^sbe- 
rifrhtt.',  iS«j'*,  iSij'i  et  i*^m7)  f>our  relier  des  expérit-uees  faites  ou  à  faire  avec 
des  résonaleurs  «-lei-lriques,  ri  peul-èln!  au>'»i  pnurrèludi;  di'  la  di>pcrNion  de 
la  lumière,  M.  r»olt/.maiu)  «It-elari*  «"'ire  eu  d'-^aecurd  aU-^fdu  a\ec  M.  l'Ianek, 
quant  aux  eon'»é«|uener<  qiu-  M.  rian«k  a  lin'es  i|c  v,-^  l'iM'mules  pour  donner 
une  expinalion  «le  pln"-ni»mrne'»  inéin-^ildes.  du  ménir  sculeinenl  pour  rcpré- 
•«eiilei"  >eiii"-mali«Hiemenl  «'e-  plii'iionicnes,  au  moyrn  d'aelion<«  ron*er>alri<TS. 
H  ne  ti'ou\e,  en  parliiulicr.  dan>  lr<.  iir-duition^»  maliicuiatique^  dr  M.  IManek, 
aueun  rf^ullal  pouvant  >er\ir  a  lepie-smii-r  le  in|«'  joui-  par  ['«-nlropie  dans 
le*  jilii'-noniéne'.  en\  is.iiii'-'»  :  «t  t'e  *<  lail    l.i  <'i-  (|ii'il   faudi.iit   li«»M\rr  a\anl  louf. 
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M.  Uoitziiiann  cite  de  plus  un  fuit  (|ui  rsl  en  contradiction  avec  les  ivsullats 
oliieniis  pur  M.  Planck. 

Eschenhagen  (if/.).  —  Sur  des  varialions  périodiques  rapides  du 
nia«::nélisme  terrestre,  de  faibles  anipliUides.(6j8-686).  Avec  une 
carte. 

Planck  {Max),  —  Sur  des  pliéooniènes  de  ravonneinent  qui  sont 
irréversibles  (deuxième  article),  (ji^-yij)* 

M.  IMiinck  répond  aux  critiques  roriiiuléc:^  par  M.  Hollmann  sur  le  contenu 
de  son  premier  article.  Le  fait  cité  par  M.  Boltmann  et  qui  est  en  contradiction 
aNcc  les  rcsuliais  déduits  de<«  foruiuics  de  M.  Planck,  concerne  un  cas  singulier 
qui  est  cxi-lu  a  priori  par  les  hypothèses  faites  par  M.  I*lanck  au  début  de  ses 
rcchcrche<<.  Cv  c<ts  sin;;ulier  ne  se  présente  d'ailleurs  jamais  d'une  façon  absolue 
dans  la  nature:  (|uand  il  s'y  présente,  c'est  seulement  d'une  façon  approchée, 
et  alor>  le  problème  n'admet  plus  de  s<dution  déterminée  tant  qu'on  ne  donne 
pas  au  résonateur  envisnjjé  certaines  pmpriétés  particulière-*. 

M.  Planck  résume  ensuite  les  recherches  contenues  dans  son  premier  article. 
Aux  cn> irons  immédiats  du  résonateur  envisagé,  les  phénomènes  électroma- 
Ruétiques  dépendent  d'une  seule  fonction  F  de  /  et  de  la  <listance  /*,  vérifiant 
ré(|uation  aux  dérivées  partielles 


(T}^  _  r-   ^  I    ,  i)V\ 
ôC'         r-  Or  L      Or  \ 


dont  rinléj;rale  générale  est,  comme  on  sait, 

où  /  et  g  dé>i;;neut  des  fonctions  arbitraires  d'une  seule  variable.  Ici  /  se 
rapporte  i*ux  ondes  se  propageant  extérieurement,  g  aux  ondes  se  propageant 
inlérii'uremcnl.  Or,  les  hypothèses  sous  lesquelles  on  étudie  le  problème  per- 
mettent de  UKuitrer  que  la  fitnction  g  est  constamment  nulle  ;  sous  ces  hypo- 
thèses, le  phénomène  est  donc  irréver>ible. 

Celte  déduction  est  rigoureuse:  il  ne  reste  donc  plus  des  critiques  de  M.  Holtz- 
mann  que  relie  concernant  le  grand  nimibre  de  questions  se  rapportant  au 
même  objet  que  le  Mémoire  do  M.  Planck,  et  «|ui  sont  encore  laissées  sans 
lèponsc  tlans  ce  Mémoire.  M.  Planck  estime  «{u'il  >  a  peut-être  plus  de  chance 
«le  réMMidro  ces  questions  en  suivant  une  voie  analogue  à  celle  qu'il  a  suivie, 
ilan>  un  <ms  très  p.irlicuiir'r,  dans  son  premier  Mémoire,  (|u'en  cherchant  à 
faire  dépendrt*  de  l'éliit  initial  de  Tunivers  brs  eonditii>n>  sous  lesquelles  un 
phénomène  actuel  est  irréversible. 

l'on  Mangoldt  {IIX  —  Démonstration  de  IVgalité  d'Euler 


llUI      > — 


k    1 


îâO 


SECONDE  PAUTIE. 


où  [x(Â')  est  égal  à  i  quand  A:  =  i  et  quand  A'  est  le  produit  d^un 
nombre  pair  de  nombres  premiers  inégaux,  tandis  que  [jL(A")est 
égal  à  —  I  lorsque  k  est  le  produit  d'un  nombre  impair  de 
nombres  premiers  inégaux,  et  que  ^{k)  est  nul  lorsque  A*  est 
divisible  par  le  carré  d'un  nombre  premier  autre  que  i.  (835- 
852). 

En  s^appuyanl  sur  ce  que,  comme  Ta  monlré  Môbius  {Journal  de  CrtUe, 
t.  9),  la  somme 


élendue  à  tous  les  diviseurs  d  d'un  entier  posilif  quelconque  plus  grand  quei, 
est  toujours  nulle,  et  sur  ce  que,  comme  Ta  montré  M.  Lipschitz  {Comptes 
rendus,  p.  949;  1879),  la  somme 

i:'.a)[^]. 

k  =  \ 

où  [/t]  désigne  le  plus  grand  entier  contenu  dans  /i,  et  1  t  M^  P'"'  ^^^^ 
entier  contenu  dans  -^  >  est  égale  à  i,  quel  que  soit  le  nombre  positif  /i,  M.  Mao- 

a" 

goldt   reproduit  la  démonstration   du  théorème  de  M.  Gram   {Mémoires  de 
l'Académie  royale  de  Copenhague,  G*  série,  classe  des  Sciences,  volume  II)* 
Quel  que  soit  le  nombre  posilif  n^i,  la  valeur  absolue  de  la  somme 


[ni 
k-t 


!x(A-) 


ncst  jamais  plus  grande  que  1. 
La  relation  biiii  connno 


// 


I  ^  I 

V  1 

^     A 


-r-  C-+- 


In 
I 


,  tandis  que  C  désigne  h 


où  L    7      représenle  le  logarillinie  népérien   de     - 

constante  d'KnIer  dont  la  valeur  approchée  ci-^i  o.î)--?i  et  0  un  nombre  rompri* 
entre  o  et  i,  permet  ensuite  à  M.  Mangnldt  «l'établir  (|ue  la  valeur  absolue  u<? 
l'expression 

^a^É  A  ^H^  A 

/.    .1  A  --  I 


ne  peut  jamais  dépasser   le   nombre   3 -t- C,  quelle  «jue  s«»ii  la  valeur  posil'^'' 
plus  grande  ou  éj:ab*  à   i  qui-  l'on   «lonno  à   u. 
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1.0s  propositions  que  nous  venons  d'énoncer,  quelques-unes  des  relations 
drinontrécs  par  M.  Mangoldt  lui-méinc  dans  son  Mémoire  :  Sur  le  nombre  de 
nombres  premiers  plus  petits  qu'un  nombre  entier  donné  {Journal  de  Crelle, 
t.  114)  et  les  théorèmes  importants  sur  la  fonction  !^(«)de  Hiemano  démontrés 
par  M.  Iladamard  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4*  série, 
t.  \\)  et  par  M.  de  la  Vallée-Poussin  {Comptes  rendus,  p.  1470;  1H96)  ont 
permis  à  M.  Mangoldt  d'établir  en  toute  rigueur  la  relation 


,1     V  ''^    V^  P^v^M 


k-\  X  =  l 


qui  sert  de  base  à  la  démonstration  de  l'égalité  d'Euler,  relation  dans  laquelle 
L/i  et  LA'  désignent  les  logarithmes  népériens  de  n  et  de  A*. 

Il  en  résulte,  en  eiïet,  immédiatement  que  si  l'on  fait  croître  /i  de  -h  i  à  -hoc, 
la  limite  supérieure  d'indétermination  de  l'expression 

Zé      A 

ne  peut  être  négative,  et  que  la  limite  inférieure  d'indétermination  de  cette 
expression  ne  peut  être  positive.  Et  il  en  résulte  aussi,  par  des  considérations 
moins  immédiates,  que  si  l'on  fait  croître  n  de  -h  i  à  +x,  la  limite  supérieure 
d'indétermination  de  la  même  expression  ne  peut  être  positive  et  que  sa  limite 
inférieure  d'indétermination  ne  peut  être  négative.  Il  faut  donc  nécessairement 
que  l'on  ait 

n  -  •  ^"        ^ 

k  --:   1 

De  cette  égalité  on  déduit,  comme  corollaire,  que  Ton  a 


lim 


[-;|.a)}  =  o. 


et  plus  généralement  que  l'on  a,  quel  que  soit  le  nombre  réel  a^ — i, 


lim 


k-i  ) 


On  montrerait  de  même  que  l'on  a  la  relation 


lim 

n  -   m 


Enfin,  en  envisageant,  au  lieu  de  la  fonction  discontinue  {i(A-),  la  fonction 
discontinue  X(A)  définie  comme  égale  à  -hi  ou  à  —  i  suivant  que  le  nombre 
de  nombres  premiers,  autres  que  1,  contenus  dans  l'entier  A-  est  pair  ou  impair, 
on  montrerait  aussi,  en  raisonnant  toujours  de  la  même  façon,  que  l'on  a  des 
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relations  analogues,  en  particalicr  la  relation 


l      A  -  1  1 


de  sorte  que  pour  de  grands  nombres  entiers  positifs  N,  il  y  a,  dans  l'inter- 
valle compris  entre  i  et  N,  environ  le  môme  nombre  d'entiers  qui  conlicnaent 
en  facteur  un  nombre  pair  de  nombres  premiers  que  d'entiers  qui  en  contiennent 
un  nombre  impair. 

L,  Kœnigsberger,  —  Sur  la  représentation  de  la  force  en  Aféca- 
niqtie  analytique.  (SSa-goo), 

Soit 

!•'  (  r     i-'  #"*^'    /•     /•'  I''""  r     r'i  r'!^  \ 

une  fonction  qucironque  de  k  variables  /*,, /'j,  ..«i'**  et  de  leurs  dcri\ccs  r\* 

K'  •  •  •»  'A-;  'n  'a'  •  •  -f  ''\'y  .•.:'•!  »  '7  »  •  •  •'  f^^k  d'^^rdres  i,  2,  . . .,  v,  prisrs  par 

rapport  à  nue  variable  indépendante  /  dont  dépendent  les  variables  /*,,  r^, ,  r^. 

Convenons  de  désigiior  sous  le  nom  (\c  fonctions  adjointes  à  la  fonction  F  tout 
système  de  k  fonctions  quelconques  /  de  la  forme 

A        f)V     ÔV  i)V      dr.     d    di'  d     OV      d-r,     d-    OF  1 

•^L'*  <>^'  à?i'  '"  ^''  dt'  di  i)?:  ""  Tt  \^'  nïï'  tîpif;  "j 

(I  =  I,  2,  ...,  A), 

telles  que  si  l'on  remplace  /*,, /'a,  ...,  f\  par  des  fondions  arbitraires  de  para- 
métres indépendants  q^^q^y  •••!  7jl«  I^^  !^  relations 


/  1-  n 


II 


—^        (y  "  1, 2,  ...,  Il), 


(où,  dans  les  premiers  membres,  V  est  supposée  exprimée  en  fonction  do  «7,, 
'/:»  •••»7u)»  soient  vérifiées. 

Dés  les  débuts  «le  la  Méciinique  rationnelic,  on  renronire  des  fonctions  ad- 
jointes de  fonttioiis  données,  \insi.  dans  réludi»  du  nioiivrnient  d'un  système 
de  n  points  matériels  libres,  on  dénioiiirc  <|nr  1rs  composantes  \  ,  ^  ,  Z  ,  de 
la  f«»rce  totale  donnée  appli(|iiée  au   point  niatériel  de  coonitmnées  x,,  y\^  ^,, 


/      n 


S(int  liées  à  l'énergie  cinétique  T  =       >     ''',(«'1'  -^ y'c  H-  -i*  )  *!"  système  par 


/     I 
les  relations 

d    iïX         i)'\ 
dt  ^)x\        Ox- 


d  fiT         r/T    . 

dt  ,iy,        ,)y^ 

d  rVl         fiT 

•  "^   dt  'fiz\  '   ^'-. 
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•ii  les  n  points  du  «yslèmc  envisagé  sonl  soumis  à  des  liaisons  bilatérales,  indê- 
pciulanlcs  de  t  rxplirilemcnty  on  peut  exprimer  les  3/i  roordonnées  x^^  •••»^m 
do  ers  n  points  en  fonction  d'un  certain  nombre  ;i  de  paramètres  indépendants 
<7,,  t/,,  ...,  7   ;  on  a  alors,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier,  les  {ji  relations 

d    ÔT         r/T 

(y  -  I,  a,  ...,:a); 

les  eomposanles  \,,  Y^,  Z,  (i  =  i»!2,  ...,/i)  des  forces  données  appliquées  aux 
n  points  de  coordonnées  J",,  ^',,  z-  (i  =  i,a,  ...,/i),  sont  donc  Ac%  fonctions 
adjointes  de  rénergic  cinétique  du  système  formé  par  ces  n  points,  supposés 
libres  ou  soumis  à  des  liaisons  bilatérales,  indépendantes  de  /  explicitement. 
Si  l'on  désigne  par  U  le  potentiel  des  forces  intérieures^  d'ailleurs  quelconques, 
appliquées  aux  points  du  système  envisagé,  et  par  II  le  potentiel  cinétique  de 
<o  s}stème,  en  sorte  que 

on  vérifie,  de  même,  aisément  que  l'on  a 


I  --  n 


ilt   ,)q)  "^  '>7/   ~;^jL\       ^'^   i)Xi     '     OxJ  df/^ 


■    \       cit  à/i  "^  ôjrj  \)q.  "^  V       dt  oz't  "*"  '>-J  àq.\ 


(y  =  1,3,  ...,  a); 


les  expressions 


(l  :-  I,  3, /l). 


sont  donc  des  fonctions  adjointes  du  potentiel  cinétique  H  du  système  matériel 
envisagé. 

Si,  plus  généralement,  on  en\isagc  le  mouvement  d'un  système  de  n  points 
soumis  à  des  liaisons  bilatérales  quelconques,  indépendantes  de  t  explicitement, 
pour  lequel  \c potentiel  cinétique  II  soit  une  fonction  quelconque  donnée  des 
Zn  coordonnées  des  points  du  système  et  de  leurs  dérivées  d'ordres  i,  a,  ...,  v, 
sans  être  nécessairement  la  somme  de  deux  fonctions  analogues  à  l'énergie 
cinéti«|ue  T  du  système  et  au  potentiel  U  de  ses  forces  intérieures,  on  démontre 
que  l'on  a  entre  les  dérivées  du  potentiel  cinétique  II  prises  par  rapport  aux 
iWi  coordonnées  x,,  ,>',,  5,,  ....  x»»  ^',t -s^t  <b*s  "  points  du  système  et  celles 
prises  par  rapport  aux  ;x  paramètres   indépendants  //,.  7^,  --   ,  q ^  au   mo\en 


24  SECONDE  PARTIE, 

desquels  on  peut  exprimer  ces  3/t  coordonnées,  les  jx  relations 

àçi        dt  dq)  '^  dt^  dq)       '"'^^      ' ^  dt-  ^gij^ 

-  v"r<^H         d    dU        dlâH^_  (t    àU  1  dJTf 

-  2i^  L^^.       rf'  ôx'i  "*"  rf<»  dorî      •  •  "^  ^      '^  rfr  ^^(;)  J  «J^; 

'C-Trcm^rfdH        id  dH  _  <f>    dH  1  d>^,. 

■*-2-  L<^r.     dt  dy'i  ■*"  rf«^  dr;     •  "^  ^    '^  rf«^  cirr -1  ^/ 

'^"rdH^rf^dH        ^àH_  <f>    dH  1  dg. 

'*"2-  Lc^^.        rf^  d«i  "^  rf^»  dz]       ■  •  '"^  ^      '^  rf*"  d«';»  J  àq, 
1  =  1  * 

en  sorte  que  les  expressions 

àx,       dt  dx'i  '^  dt'  dx}      ""^^      '  ^  rfr  ^^«v»  ' 
dH  _  rf   dH        dlâH__  d''    dH 

^^.       rf*  drJ  '^  dt'  dy]      •••"*"  ^     '^  rfr  .cti^N) ' 

dH_^dH        ^^_  rf^     dH 

dz,        dt  dz'i  '^  dt'  àz]      '""^^      '^  rfr  e^^w 

sont^  quelles  que  soient  les  liaisons  bilatérales,  indépendantes  de  t  ejcplici" 
tentent,  du  système  de  n  points  que  Von  envisage,  des  fonctions  adjoinies 
du  potentiel  cinétique  H  de  ce  système. 

L'objet  du  Mémoire  de  M.  Kœnigsberger  est  de  rechercher  toutes  les  fonc- 
tions adjointes  d'une  fonction  quelconque  donnée 

V(r    /•'  /•'■'*    r     r'  r'^'  r.    r\.  r1^\ 

*    V'p'n   •••»'i    l'2»'2»   •••>'2    »»**f'H'A»    '  '  •  1  '  l{  Il 

OÙ  /•,,  •..,/''jJ*  ont  le  sens  précisé  au  début.  Cette  recherche  comprend,  comme 
cas  particulier,  celle  de  toutes  les  fonctions  adjointes  du  potentiel  cinétique  H 
d'un  système  de  points  soumis  à  des  liaisons  bilatérales  quelconques  données 
indépendantes  de  t  explicitement. 

Plaçons-nous  d'abord  dans  le  cas  où  V  ne  dépend  que  d'une  fonction  r 
d'un  seul  paramétre  q^  et  de  sa  dérivée  /•'  par  rapport  à  /.  M.  Kœnigsberger 
montre  que,  dans  ce  cas,  il  existe  une  infinité  de  fonctions  adjointes  à  F  parmi 
lesquelles  nous  citerons  les  fonctions 

Or''     Or        dt  dr'*     ''  \07')'^'^  ôr  d/'' 
riaçons-nous  ensuite  dans  le  cas  où  F  est  de  la  forme 

/*,  et  i\  désignant  des  fonctions  quelconques  d'un  seul  paramétre  7,  et  r',,  r\  les 
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dérivées  de  ces  fonctions  prises  par  rapport  à  t.  On  a  alors  manifestement 

EL  ^       ÉE.^  -  ÉL 
dr\   dq        drj   dq  "  dq'^ 

\dry       dt  àr\)  dq  '^  \dr^       dt  dr'J  dq  ~  dq        dt  dq'' 

de  sorte  qae  les  expressions 

dF        dF^ 
dr'^  '     dr'^  ' 

^^£ÉL    Éïi  —  É.ÉL 

dr,        dt  dr',  '     dr^        dt  dr\  ' 

sont  deux  systèmes  de  fonctions  adjointes  de  F.  M.  Kœnigsberger  montre  qu'il 
n'y  en  a  pas  d'autres. 
Le  même  théorème  a  lieu  lorsque  F  est  de  la  forme 

^(''lï  ''i»  '*2»  ''îi  •••î  '*!>  ''a-)» 

il  n'y  a  alors  que  deux  systèmes  de  fonctions  adjointes  de  F,  à  savoir 

d? 

dF: 

et 

dF__d_  dF^      ^ 

dr^       dt  dr\  '     dr^ 

Plus    généralement,    il    existe    précisément    v  +  i    systèmes    de    fonctions 
adjointes  à  une  fonction  F  de  la  forme 

ce  sont  les  systèmes 

—  ,         (1  =  1,  a,..., A:); 

<^F           V    d    r^F 
»  ' 


d¥ 

dF 

Tj"'        •  •  •  > 

dr'. 

d    r^F 

dF 

d    dF 

rf^  c^r'/ 

. . . , 

dt  dr'f^ 

dr\       ~i   dt  dr]^  1.2  dO  dr'"^       •""^^      ''    i.2...(v-i)    dt^  dr^f 

(1  =  1,  2,  ...,  A); 

dF        d  dF        d^   dF  d-    dF  .._  . . 

'dF,~'didP^'^dÔ  dF]~~'-"^^~'^  dfd^^'         (1-1,2,  ...,  A). 

Ces  théorèmes  s'appliquent  immédiatement  au  cas  où  l'on  prend  pour  r,, 
^,«  ...,  r^  les  coordonnées  des  points  d'un  système  de  n  points  soumis  à  des 
liaisons  bilatérales  ne  dépendant  pas  de  t  explicitement,  et  pour  F  le  potentiel 
cinétique  de  cet  ensemble.  En  particulier,  dans  le  cas  du  mouvement  d'un 
système  de  points  matériels  soumis  à  des  liaisons  bilatérales  ne  dépendant  pas 
de  t  explicitement,  cas  où  le  potentiel  cinétique  est  de  la  forme  H  =  — T  — U, 


>.r»  SIÎCONDIÎ   PAUTIlî. 

où  T  désigne  Téncrgic  cinéliquc  cl  U  la  fonction  des  forces  iolérîeures  appli- 
<|uécs  aux  points  (x,,  j)*-,  z.)  de  ce  système,  on  voit  donc  que,  sauf  le  système 
de  fondions  formé  par  les  dérivées  partielles  du  potentiel  cinétique  prises  par 
rapport  aux  composâmes  x'.,  y'.y  z' ,  suivant   les  axes  coordonnés,  des   vitesses 

des  n  points  du  svslénio.  il  n*v  a  (|u*//n  seul  système  de  fonctions  adjointes 
au  fiolentiel  cinétique  II  du  système  de  points  maléricls  envisagé,  savoir  le 
s>  stéme 

Ox^       m  Ox'^'     ôy,       dt  oy.'     Oz,       di  ôz\'         («^i,  a,  ..-,  «), 

dont  les  éléments  sont  é^aux  aux  composantes  de  forces  appliquées  aux 
n  points  matériels  (|uand  ces  |)r»in(s  sont  libres  de  toute  liaison.  On  peut  ainsi 
rattacher  la  noli(»n  de  forces  appliquées  aux  points  d'un  système  de  points 
matériels  à  eclie  de  fonction  ailjoinic  au  potentiel  cinétique  de  ce  syslcmc. 

]Veber[H,).  —  Sur  les  équations  difTcTenliclIes  des  déplacements 
électrol^'liques.  (936-9^6). 

Les  équations  diirérentiellcs  à  l'étude  des(|uc1les  AIM.  Kohirauscli  et  Planck 
ont  ramené  rétudc  du  mouvement  des  ions  dans  des  électrolyses  sont  des 
étfuations  aux  dérivées  |)artiell('s  (|ui  ne  sont  pas  linéaires.  L>ans  certains  cas 
particuliers  très  simples  étudiés  par  M.  NVcber,  elles  ont  une  forme  analogue 
à  celle  des  é({uations  aux  déri>ées  partielles  auxquelles  se  ramène  Tétude  de  la 
propagation  du  son  dans  l'air.  Ces  dernières  é(|uations  ont  été,  comme  on  sait, 
intégrées  par  Itiemann;  M.  Wcher  montre  comment  on  peut  de  même  intégrer 
les  équations  auxtiuclles  il  est  parvenu  et  en  déduire  des  solutions  élégantes 
des  problèmes  posés. 

Schwarz  (//,-.  l,),  —  Sur  les  fonctions  implicites.  (9'î8-954). 

Soient 

.ï'p     Jï'j»      •••♦     Xm^     ^i-     *^:'      ^n 


m  -1-  n  v.iriables  réelbrs  pouvant  prendre  chacune  toutes  les  valeurs  plus  petites 
en  \aieur  absolue  (fuiin  nombre  f>osillf  6'  convenablement  choisi;  ces  valeurs 
forment  un  domaine  «nie  nous  dèsiy;neron«j  par  (0').  l>ésif;nons  aussi  par 

/,(.>'«'  ?': y.n^  -^n  -^'j.  •••,  -rj,        (  A  :    I,  -»,  ...,  m), 

m   fonelinns  nt'IIes  univoqiies  continues  de  ///  -!-  n  variables  ^',,  ^'2,  . . . ,  jr 
admettant  de-*  dèrivét"^  parliellci  du  premier  ordre  par  rapport  à  ^',,  j)',,  ...,  y 
en  (haeun   des  poiuls  .in;ilyli<|m's  (.>',., >'j.    ••,  ~r„  )  du  domaine  (0').  dérivées 
<|ui  soit'ut,  «'lies  iiussi,  des   fonctions   continues  de  ^'u  J>  j,  •  • -,  *i>;  désignons 
par 

'^A    ._/•/,         .  .  ^  /  ^  "  *'    "'  •  •  •?   '*^  \ 

Oy.^  '  *  \  |i  —  I»  ?....,  m  / 

ces  div«'rse«i  dérivrc^,  el  po^on> 

,   A     -  c.    ' m  K 

'''Vi  ■     ///"•" '^'  "'  " "  '■  (  ' 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  27 

convenons  enfin  de  n'envisager  que  des  fondions/,,  /,,  ...,  /„qui  s'annulent 
lorsque  les  m-\-n  variables  y,,  ^j,  . . .,  y^,,  a?,,  jr,,  . . .,  a:„  s'annulent  simulta- 
nément et  qui  soient  telles  que  le  déterminant 


n       \  r,      I  />^  =  1.  a,  ...,  m\ 


ait  une  valeur  diiïérente  de  zéro. 

M.  Schwârz  démontre  que,  sous  ces  restrictions,  il  existe,  aux  environs  du 
point  analytique  ar,  =  o,  ...,  x„  =  o,  un  domaine  déterminé  tel  que,  pour  chacun 
des  points  de  ce  domaine,  les  m  équations 

/,  =  o,        /a  =  o,         . . . ,        /,„  =  o 

soient  identiquement  vérifiées  quand  on  y  remplace^,,  y^j  •••O'm  par  les  va- 
leurs que  prennent,  en  ce  point  analytique,  m  fonctions  univoques,  continues 
réelles  Y,,  Y,,  ...,  Y^  des  variables  :r,,  ^3,  ...,  x„.  Ces  fonctions  Y,,  Y,,  ...,  Y^ 
des  variables  a?,,  X;,  ...,a:^,  que  M.  Schwarz  détermine,  sont  d'ailleurs  infini- 
ment petites  lorsque  les  variables  :r,,  jTj,  ...,  a:„  sont  elles-mêmes  infiniment 
petites. 

F*robenius  (C).  —  Sur  la  représentation  des  groupes  finis  au 
moyen  de  substitutions  linéaires.  (994-1015). 

Nous  dirons  qu'un  nombre  fini  de  substitutions  linéaires,  de  degré  /i, 

^2  =  ojiri  -t-  «22^2  -^. . .-+-  «2«r„, 
•  ••• •••• , 

^1  =  ^1^1  -^  *i2r2-+--  •  •-*-  ^«r..» 
^2  =  *2iri  ^-  ^2^2+-  •  •+  ^«r«» 


^«=  ^«iri-«-  ^.2^2-^-  •  --^  ^mr«; 


dont  les  déterminants  |  a„^  |,  I  ^«js  |t  •  •  •  sont  difl'érents  de  zéro,  forment  un 
groupe  II'  de  substitutions  linéaires,  lorsqu'cn  composant  deux  quelconques  de 
ces  substitutions  on  obtient  quelqu'une  d'entre  elles.  Nous  conviendrons  de 
désigner,  pour  abréger,  par  (A),  (B),  ...  les  substitutions  envisagées  et  de  dé- 
signer aussi  par  les  mérnes  symboles  (A),  (B),  ...  les  matrices  correspondantes 
de  degré  n  dont  les  n?  éléments  sont  les  coefficients  a^a,  ô^o,  ...  de  ces  substi- 
tutions. D'après  cela,  la  matrice  (C)  =  (A)(B)  dont  les  n-  éléments  c^^  sont 
donnés  par  les  n}  relations 

^«?=  «.l*l3-^^«2^.'P  +  ----|-«an^«?»  (a,    ?  =  l,    2,  ...,   Il), 

correspond  à  une  substitution  linéaire  (C)  faisant  partie  du  groupe  II' envisagé. 

Nous  dirons  que  les  substitutions  (A),  (B),  ...  du  groupe  II',  ou  encore  que 

les  matrices  eorrespondanlcs  (A),  (B),  ...  représentent  un  groupe  quelconque 


•'.8 
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donné  II,  lorsque  l'on  peut  faire  correspondre  les  éléaients  A,  B, ...  de- 
groupe  donné  II  aux  matrices  (A),  (B),  ...,  de  façon  que  le  groupe  H'  i 
isomorphe  au  groupe  H,  en  sorte  que  rélément  ABde  H  corresponde  à  la 
trice  (  A  )  (  B  )  de  H'.  L'isomorphismc.peut  être  méroédrique  ;  dans  ce  cas,  G  d 
gnant  le  sous-groupe  invariant  de  H  formé  par  les  éléments  de  H  aaxq 
correspond  l'élément  principal  (E)  de  H',  le  groupe  H'  est  isomorphe  hoioédri 

au  groupe  7-'  La  substitution  (E)  de  H'  correspond  à  l'élément  principal. 
G 

de  H;  elle  est  la  substitution  identique  de  H\ 

Nous  dirons  aussi  que  la  matrice 

(  A  )  JFa  -h  (  B  )  JTb  -»- . . . , 
dont  les  n}  éléments  sont  les  fonctions  linéaires 


il 


is 

c 


^ap^A"+"  ^«3^8 -+- 


(a,  p  =  1,  2,  ...,  n) 


d'un  nombre  de  variables  indépendantes  Xa,  x»,  ...  égal  à  Vordre  du  groupe 
donné  H,  appartient  à  ce  groupe  H.  Nous  désignerons  par  D  le  déterminant 
de  cette  matrice. 

Un  groupe  quelconque  donné  H  peut  être  représenté  de  diverses  manières. 
Supposons,  en  effet,  qu'il  soit  représenté  par  les  substitutions  (A),  (B), ...  d'oo 
groupe  H' et  désignons  par  (P)  une  substitution  linéaire  quelconque  de  degrés 
dont  le  déterminant  ne  soit  pas  nul;  le  groupe  H  sera  encore  représenté,  par 
exemple,  par  les  substitutions 

(P)-'(A)(P),     (P)-»(B)(P),     .... 

Nous  dirons  de  deux  quelconques  des  représentations  d'un  même  groupe 
donné  H  qu'elles  sont  équivalentes  et  nous  dirons  aussi  que  toutes  les  repré- 
sentations de  ce  groupe  H  forment  une  classe  de  représentations  équivalentes. 
A  chaque  représentation  du  groupe  H  correspond  une  matrice  appartenant  à 
ce  groupe;  nous  dirons  de  ces  diverses  matrices  qu'elles  sont,  elles  au»i, 
équivalentes  et  furineul  une  classe  de  nialrices  équivalentes. 

Désignons  par  H  le  déteniiinanL  du  groupe  M  (');  soil 

e  ^  «1» /"<!»('  a»(-... 

où  »l»,  «!>,,  «1*2,  ...  désignent  les  facteurs  premiers  de  H  et/, /,,  Z^,  ...  les  degrés 
(le  ees  facteurs  premiers.  Knvisageons  une  représentation  déterminée  du 
groupe  11  et  la  matrice  correspondante  appartenant  à  II;  le  déterminant  D  de 
cette  matrice  est  néce>sairement  contenu  en  facteur  dans  une  puissance  de  0 
convenablement  choisie;  en  d'autres  termes,  \)  est  de  la  forme 

où  S,  .V,,  s,^  ...  sont  des  entiers  positifs  ou  nuls. 

Lors(jue  l'un  de  ces  nombres  est  égal  à  i  et  que  tous  les  autres  sont  nuls,  on 
dit  que   la  représcnlalion  envisagée  du  grouf)e  II  est  jo/'i/wf/iVe.  Ainsi,  à  "ne 


(')    loir    le    compte    rendu     des    Sitzungsbcriclite   de    i8|/i;    Bulletin,   i*^9' 
seconde  partie,  p.  i'j. 
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rcpréscnlalion  priniilive  d'un  groupe  H  correspond  une  matrice  apparlcnanl  à 
ce  groupe  H,  dont  Je  déterminant  D  est  égal  à  un  facteur  premier  du  détermi- 
nant du  groupe  H. 

II  est  bien  remarquable  qu'à  chaque  facteur  premier  du  déterminant  8  d'un 
groupe  quelconque  donné  corresponde  une  représentation  primitive  de  ce  groupe 
au  moyen  de  substitutions  linéaires  entre  un  nombre  de  variables  indépen- 
dantes/?reme/>ie«^  e'^a/  au  degré  du  facteur  premier  envisagé  de  0,  et  n'en 
correspond  t\\ï' une  seule  (au' choix  des  variables  indépendantes  prés).  M.  Fro- 
benius  rappelle  que  ce  théorème  appartient  à  M.  Molien  ('). 

M.  Frobenius  montre  ensuite  que  Ton  peut  toujours  trouver,  parmi  les 
matrices  d'une  classe  de  matrices  équivalentes  appartenant  à  un  groupe  II,  une 
matrice  dont  le  déterminant  D  se  décompose  en  un  produit  de/ -4-/, -4-/, -h... 
déterminants  D,,  D^,  ...,  c'est-à-dire  en  un  produit  d'autant  de  déterminants 
qu'il  y  a  de  facteurs  premiers  (distincts  ou  non)  dans  le  déterminant  8  du 
groupe  H;  les  déterminants  D,,  D^,  ...  ne  peuvent  d'ailleurs  être  décomposés 
davantage.  Les  matrices  dont  les  déterminants  sont  D,,  D,,  ...  font  partie  de 
la  classe  de  matrices  équivalentes  à  D  et  appartiennent  donc  toutes  au 
groupe  H. 

Les  caractères  du  groupe  H,  étudiés  par  M.  Frobenius  dans  un  précédent 
Mémoire,  ne  permettent  pas  d'effectuer  celte  décomposition  du  déterminant  D 
d'une  des  matrices  de  la  classe  appartenant  au  groupe  H,  en  ses  facteurs  irré- 
ductibles D,,  D,,  ...;  ils  permettent  toutefois  de  décomposer  ce  déterminant  D 
en  facteurs  A,,  A^j  ...  respectivement  égaux  aux  puissances  des  divers  facteurs 
premiers  du  déterminant  8  du  groupe,  indiquées  par  les  degrés  de  ces  facteurs 
premiers.  Deux  quelconques  des  facteurs  A,,  A,,  ...  obtenus  au  moyen  des 
caractères  du  groupe  H  sont  donc  premiers  relatifs.  Il  y  a  d'ailleurs  précisé- 
ment autant  de  facteurs  A  qu'il  y  a  de  caractères  dans  le  groupe  envisagé  H. 
On  peut  toujours  s'arranger  de  façon  que  les  matrices  dont  les  déterminants 
sont  égaux  au  même  facteur  du  déterminant  8  d'un  groupe  H  d'ordre  h 
soient  identiques;  les  éléments  de  toutes  les  matrices  partielles  dont  les  déter- 
minants sont  égaux  aux  divers  facteurs  de  8  sont  alors  h  variables  indépen- 
dantes. De  la  matrice  ayant  pour  déterminant  le  facteur  <!>,  par  exemple,  de  D, 
on  peut  alors  déduire  h  substitutions  linéaires  qui  forment  un  groupe  iso- 
morphe à  H;  l'isomorphisme  peut  d'ailleurs  être  méroédrique. 

C'est  en  s'appuyantsur  quelques  théorèmes  bien  curieux  sur  les  déterminants 
dont  les  éléments  sont  des  variables  indépendantes  que  M.  Frobenius  est  par- 
venu à  ce  dernier  résultat.  Nous  allons  énoncer  ces  théorèmes  : 

Soient  J7«3(a,  ?  =  1,  2,  ...,  /i),  n^  variables  indépendantes  et  X  la  matrice, 
de  degré  /i,  dont  les  éléments  sont  ces  n^  variables  rangées  dans  un  ordre  dé- 
terminé. Désignons  par  \'  la  matrice  conjuguée  de  X  obtenue  en  transposant 
les  lignes  et  les  colonnes  de  X.  Soient,  d'autre  part.  A,  H  deux  matrices  dont 
les  éléments  sont  des  constantes  telles  que  les  déterminants  de  ces  deux  ma- 
trices soient  diiïérents  de  zéro;  désignons  par  k  le  produit  des  déterminants  des 
deux  matrices  A,B.  Les  deux  matrices  AXIl,  AX'B  ont  alors  toutes  deux  pour 
déterminant  le  produit  de  k  par  le  déterminant  |  X  |  de  la  matrice  X,  et  dans 
chacune   de  ces  deux  matrices  AXB,  AX'B,   les  cléments  sont  des   fonctions 


(  '  )  Comparez  Mathematischc  Annalen,  t.  XLI,  p.  la'i  et  Sitzungsberichte  der 
iturforsclier-Gesellschoft  zu  Dorpat,  iS.,-,  p.  2j«). 
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l.n-  «..'.*  ■]■'  •*-  *  ir.j:..-;^  .a.;  p«.'a'i*a'.e*  r,j.  M.  Fn^lKnîos  ■lirmonlre  qiir«  iavcr- 
*•  fij-'nt.  *t  lr<  •■!' .iii'-îiL»  i'iiO'.'  n;  âCn- ''  \  ?-.»at  Ji»-»  urîiiblc^  iatlêproJaDle^  rt 
«I  \  •{•  «i^H'f  (iri>;  nuiri-  >-  J^'aC  i<f^  <!<:m<nt^  ?«^dC  Je^  fijaclioDS  liorairr*  «le  ce» 
«^ri^iM'-*  in-I'-;»  n  liri.-c->  ri  J  nc  !•.'  •J-Cerniiruot  iYi  ne  dilTère  du  dcler' 
iiiini«nc  \  'Ir  U  ni4trx>*c  \  *\-ii  p«ir  un  fjctear  c^m^Uat  difTcrent  deséro,  YcM 
if^riç-^^jiri^ra^nC  tf»?  l'unf  •{■»  •i>;u\  fermes  WBou  .W  B.  \  et  IK  désignant  dcat 
fii4:ri«:r*  'l"nt  l<  ^  '.(■  rnent*»  •^•n:  ■!'>  •••ii^uoies.  I^'n^ioe  le  des  ré  do  \  est  pi  a^ 
zr^U'i  .[lie  f.  »in-  "-fui*  ■!•?  ■  -r^il-ai  jit- nutnes  e*t  p*>^»ible  el  le*  iiiiitrires  A.  B 
-^•nt  •itri'TfiiiD'-^*'  ••  ri  11  fd-'tcijr  niiiiii;r.-|iie  prvf.  Si.  en  i^ulre.  les  f«iii4'tinn!»  a- 
r^.  t':r;»'.i-pi'-*  •!-*  riutn't^  \  rt  ^  ♦••nt  oial».--».  ^  e*l  ort-e*«tfi renient  *oil  de  U 
f-iiii<:  \ \\  -  .  «'•it  dr  i>  f^rni*  \\  \~'.  I.<<rx|ue  l'i^o  re>lreînt  riodêpendaDi'C 
«!.*  v.irMMr*  J",  -  l'^r  U  fujp- *i:i"n  J",. --- x,.,.  le*  Ihèorvmes  pn>i*t*denls  ont 
.-II.  ..fv  lirii:  ■•!!  dcii»"iilre.  eu  «r'Tet.  que  *i  !••*  clciiicnU 

X,.    i  _  a:  a,  i  i-  :.   • n  ) 

iI'iiiH'  fii.ilii'-c  "Miit. (ri«nii-  \  >"nt  ■!••*  vjtÎjbU'S  iii«U'-p«'ni|jnles.  el  ^i  V  dr«îsne 
liiiT  fiidiiii''r  *\iii  ti  i'j'i'.*  .|miis  |»>  >{.iMi-n:<  "iiiiii  Je*  f"ncli'iii*  linf*iiîre<«  de  ces 
\dri.iM:«  iii<i'-|.'.-ii  Liiit'.'-^  •-!  «lotiL  jV  •{•■îcniiiiiunt  ^  ni'  ilifTi-re  «lu  ilcier- 
iiiiitHiit  ,  \  ,  <!•-  I«i  in>i(ii>''.-  \  •iii-  (-tir  un  iri>'ti*ur  i*>>ii<(ant  (non  nul),  V  e«t 
rii:<  t;^-.tiiiiii-iit  •!•■  id  lonnc  V\  V  .  ••'!  \  liooiune  une  matrirc  à  l'Irnients 
f'iiri'-t.iiii'i,  ilcicriiiiii'  -:  «iii  >i.iie  ['i'  <>.  ot  V  la  iii.iirii'e  i'i>nju^uêe  Je  \:  si,  en  outre, 
|«-^  rniircî«;fio  •  ai.trtcri>(i<iue>  ile  \  «;l  ^  ><>nC  rfijle'^.  \  est  une  matrice  tirtli«»- 
:,"iii;iN'. 

|.«".  i>;ii«-<'*nt<iti>>ii'i  primitîsrvt  «i*itn  ::r>uipo  Joniir  il,  par  Jos  substitut  ions 
fi»Miidiit  nii  ::ioupir  \\\  iiii.-itcal  a  n-iu\t>.iu  on  c\iJ<:nco  l'importa ncc  de«  rela- 
ti(iri'>  r*i»if;iMii>  pdf  M.  Fr<*l»eniu«  Jdiis  un  pix'i'cJont  Môinuirc,  au  uio^rn 
Ji><|ii<:ll<''*  il  «i  appri<>  à  «.ili'iilrr  li*^  t'iinicff'res  d'un  iL:rouptMl<iunc  cl.  par  suite, 
\r^  rorliji  jciitt  Jt"«  rdi-ii'ur<»  prfiiiiriN  du  diUTiiiiiiant  di' ro  jjruupe.  La  voie  danf 
\.if\in']\r  M.  Ik'drkiiid  :ivait  cii::.i::i'  M.  Tnilioniu^  à  pJnctriT  so  rvvèlo  aiii^i 
«••iiiiip.'  pwiiicijIii-miiiMit  fi-<*oiide. 

lînUzinnnn  ( L.^.  -—  Siirlo-î  |>li('n()n)t'rir<  «Ir  i\nonnoiiiont  <iiiî  sonl 

M.  n'ilr/rii.iriii   r«-|iii-ri'l.  m  l.i  pi  i'«fH.iiir.  *,i  rr  ilii|iii' du  >|t-iii»»in»  do  M.  IM.inck 
•  riri<|m    ;i   l.i<iii'll«-   M.  l'I.iin'k  iJ\.iil  ri'p-'iitlii  d.iri>  nu  .éiIh-Ii-  dnai\>>,>  p|||<  ||,iyt. 
M.   hiill/iii.iiiii   inr  «i.nir-If   p.i-»  Tnlililc  d«'  n  rli.-irhi  >    .i\.inl    p«»iir   ohjri   Ji-  «||;_ 
<'«ii\iii    Mil   llii'-iuf  rii<-,  .Mi.ilii::ii<- à  relui  \\v  i'i  iili  opif»,  i|(ii  r;in<'ornorait   les  idu'- 
llnnl'-rll-^  di-  r;i\  (iniM'iii'iii  :  i|  rndl  qin»  rr  ihinrini''  ditit  r\i>lrr,  ri  il  nr  iniiir- 

i-.Ml  i|ii.-  -I-  i.j  . Mil- de  v..ir  U'^  nrJM-irlirs  dr  M.  ri.im  k  .il lir  à  sa  d.  r<iu\('rto. 

(,«•  m-  ^«ml   p.i^  N  ^  •  .i|i  ni-»  tir   M.  ri.iiM-k.  diml  d  .1  j.Hii.iix  ,  ..rtir^i»-  rcxat  litude. 
iii.ii-    iii.n    I  .illiiiii.ilKMi   d-    M.  ri.inrk    qu'il    ir.\iHi..   j,.,^   d'.inii,'^    plirniuiirnos 
ii.ilnnj'»  M  M  \«i  H||,|,H  .jiic   iiii\    rii::fMidi<H   par   drs    f,.iri'^    «-••ii><i-i  N.ilrirrs.  Tout 
d<p<nil.    ir.ipM^    M.    l!idl/.rii.iim.    d«-^    riuidi(iiiii>    s.mi-    I.— |u.  Ilr>   i>ii    olaldit    1rs 
lliriiiir^    «».|\.int    .1    rxjdi.inir    Ic^    plnniiiiirrh  •.    ii.itiinU.    ,1     il    m    d<>nnr  Jcs 
.xrmpl.^.    Il  «nniii.ir    niHinh.   .pirlquc- -.  1  npiilr^  ri    ivll.  \i..ns  quo   lin   NU^^Ôrf 
1,1  1I1...111   d'-   M.   l'I.iii.k  .1  iiidiqnr,  iiilff   .inli<'>.  nue   .  ..iilr.idirlioii  .  iiIm'  r,>nr 
lli...Mr  H   lid..-  riiii'..    |,.,i    M.   rnimai.'.  .r.ipir^  l.iqii.llr  m,   nr  s.Hn.iil   drduin* 
d.s   .■.|u.ili..ii.  (hlln.fili.  II,.,  d.'   I.i    M.-.  ..niqur   1  .iIi-mh,,  ||.-   |.,   d.-^rri,.h..ii   dr  pli,-- 
iKMiD  m'"   \\  \*\  •  1  -ild<  ■•. 
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I^lanck  {Max,),  —  Sur  les  phénomènes  de  rayonnemcnl  c|iii  sont 
irréversibles  (iroisiùnie  article),  (i  122-1  i4^)« 

Désignons  par  F  un  point,  source  d*un  rayonnement  électroinagncliquc  dont 
la  durée  soit  déterminée;  supposons  que  ce  point  ne  contienne  qu'une  quantité 
finie  d'énergie,  de  sorte  qu'il  y  ait,  quand  le  rayonnement  est  libre,  un  amor- 
tissement lini,  quoique  petil,  de  ses  oscillations;  supposons  aussi  que  le  point]* 
soit  contenu  dans  un  espace  vide,  limité  par  des  surfaces  parfaitement  rédé- 
chissantes,  de  dimensions  très  grandes  par  rapport  aux  longueurs  d'ondes  de 
ses  oscillations  propres. 

Si,  à  un  instant  déterminé  t  =  t^^  on  donne  l'amplitude  et  la  phase  des  oscil- 
lations de  la  source  P,  ainsi  que  la  répartition  des  forces  électriques  et  magné- 
tiques dans  tout  le  champ  environnant,  le  phénomène  que  voici  aura  nécessai- 
rement lieu  pour  ^  >  /,  :  d'une  part,  la  source  P  perdra,  par  émission,  de  son 
énergie  et  il  en  résultera  donc  un  amortissement  de  ses  oscillations;  d'autre 
part,  la  source  P  verra  son  énergie  augmenter  par  absorption  de  l'énergie 
provenant  de  toutes  les  ondes  qui,  venant  de  toutes  les  directions,  passent  en  P 
et  agissent  sur  la  source  P  comme  sur  un  résonateur.  Mais  l'énergie  totale 
de  tout  le  système  ne  change  pas,  car  il  ne  se  consomme  d'énergie  ni  sur  les 
miroirs  parfaits  qui  limileut  l'espace  envisagé,  ni  dans  le  résonateur. 

Pour  étudier  le  phénomène  de  plus  près,  M.  Planck  suppose  que  l'espace  vide 
est  une  sphère  au  centre  de  laquelle  se  trouve  le  résonateur  P  et  que,  dans  le 
vide  envisagé,  les  ondes  sont,  quel  que  soit  /,  des  ondes  sphériques.  En  sup- 
posant alors  que  le  coefficient  d'amortissement  du  résonateur,  le  rapport  des 
dimensions  linéaires  du  résonateur  aux  longueurs  d'ondes  de  ses  oscillations 
propres  et  le  rapport  de  ces  longueurs  d'ondes  au  rayon  de  la  sphère  creuse  soient 
de  petits  nombres  dont  on  puisse  négliger  les  carrés,  IVl.  Planck  obtient  des  équa- 
tions dilTérentielles  que  l'on  peut  intégrer  et  qui  correspondent  au  phénomène 
étudié,  au  degré  d'approximation  que  l'on  vient  d'indiquer.  Les  intégrales  de 
ces  équations  différentielles  ne  permettent  toutefois  pas  d'obtenir  la  description 
du  phénomène  avec  cette  même  approximation  quel  que  soit  /;  en  général, 
l'approximation  diminue  quand  t  augmente.  Quoi  qu'il  en  soit,  en  se  bornant 
à  un  intervalle  de  temps  limité  (que  l'on  peut  d'ailleurs  prendre  aussi  grand 
que  Ton  veut,  en  choisissant  des  nombres  suffisamment  petits  pour  les  rapports 
dont  on  a  négligé  les  carrés),  on  voit  sur  ces  intégrales  : 

!•  Que  le  phénomène  ne  peut,  en  aucun  cas,  être  renversé; 

•2*  Que,  sauf  dans  des  cas  d'exception  bien  caractérisés,  il  n'est  pas  possible 
que  tout  le  système  revienne  à  un  état  antérieur  ou  en  différant  très  peu; 

3*>  Que,  sauf  dans  les  même  cas  d'exception,  les  variations,  par  rapport  au 
temps  et  au  lieu,  de  l'intensité  du  rayonnement  de  l'énergie  dans  la  partie  du 
spectre  sur  laquelle  peut  agir  le  résonateur,  se  compensent  nécessairement  dans 
la  suite  des  temps  envisagés. 

Les  phénomènes  de  rayonnement  envisaî^és  ont  donc  tous  les  caractères  d'un 
phénomène  irréversible,  sauf  dans  des  cas  particuliers  que  ri(»n  n'einpèche 
d'exclure.  Il  ne  semble,  d'ailleurs,  pas  difficile  de  montrer  (|ue  les  conditions 
initiales  idéales  sous  lesquelles  se  produiraient  ces  cas  particuliers  ne  sont 
jamais  réalisées  dans  les  phénomènes  d'absorption  et  d'émission  de  rayons  ca- 
lorifiques qui  ont  efTcctivoincnt  lieu  diins  \n  nature. 


:\'jt  SECONDE  PAUTIE. 

Malien  (Th,),  —  Sur  les  invariants  des  groupes  de  substitutions 
linéaires.  (iiSa-iiSG). 

M.  Moiicn  montre  comment  les  équations  caractéristiques  des  groupes  de 
substitutions  linéaires  permettent  de  trouver  d'une  façon  relativement  simple, 
le  nombre  des  représentations  des  variables  d'un  groupe  de  substitutions 
linéaires  irréductible,  par  des  fonctions  entières  homogènes  des  variables  cl*an 
groupe  de  substitutions  isomorphe  au  premier. 

J.  M. 
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Tomo  VIII;  1894  (>). 

Dulieni  (P.)'  —  Les  actions  éleclrodynamiques  et  électromagné- 
tiques, 2*^  Partie.  (A.  i-Sj). 

Suite  du  travail  paru  dans  le  Tome  VII  des  Annales.  L'auteur  développe  et 
généralise  un  certain  nombre  des  résultats  de  ses  Leçons  sur  l'Électricité  et 
le  Magnétisme,  auxquelles  il  renvoie  le  lecteur.  Le  Mémoire  comporte  quatre 
Chapitres  :  l'induction  électromagnétique  et  Ténergie  électromagnétique;  les 
forces  électromagnétiques;  l'analogie  des  courants  et  des  aimants;  raimaotation 
par  les  courants. 

Casserai  (E.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Darboux  et  sur  les 
con^ruerices  de  droites.  (B.  1-9). 

Ce  théorème  s'énoiirc  ainsi  :  «  Pour  trouver  la  congrucnce  la  plus  générale 
foritice  de  courbes  plunes  situées  dans  les  plans  tangents  d'une  surface  (£)  et 
(|ui  sont  les  trujecloires  orlhtigonales  d'une  famille  de  Lamé,  on  prendra  Tune 
quclc()n(|uc  (  1' )  des  surfaces  applicables  sur  (1)  et  Ton  construira  toutes  les 
courbes  (C)  (|ui  sont  à  l'inlersectifm  des  plans  tangents  de  (S')  et  d'une  déve- 
loppabie  (A)  circonscrite  au  cercle  de  l'inlini;  si  la  surface  (X')  se  déforme  en 
enliaioant  les  courbes  {C),  de  manière  à  \enir  coïncider  avec  la  surface  pro- 
posée (1),  la  coiigruence  des  courbes  (C)  se  transformera  dans  la  congrucnce 
cliercliêe  ». 

i\I.  Cosserat  déduit  ce  théorème  de  l'élude  des  congrucnces  de  droites  distri- 
buées dans  les  plans  tangents  de  (21). 

Casserai  (/i.).  —  Sur  les  congrucnces  formées  d'axes  optiques  et 
sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante.  (C.  i-3). 

A  clia(|ue  point  M  «Tune  surface  (1)  correspondent  quatre  axes  optiques  : 


(')  Noir  /iailctin,  W!,.  f).  i 
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ce  sont  les  axes  des  cylindres  de  révolution  qui  coupent  le  plan  lan{;ent  en  M 
à  la  surface  suivant  rin<licatrice  de  Dupin  relaiive  k  ce  point.  L'auteur  établit, 
pour  les  congruences  formées  par  ces  droites,  les  propositions  suivantes  :  Si 
toutes  ces  congruences  sont  formées  de  normales  à  une  surface,  la  surface  (1) 
est  à  courbure  totale  constante  et  réciproquement. 

Si  les  développables  de  l'une  d'elles  découpent  sur  (S)  un  réseau  conjugué» 
(S)  est  à  courbure  totale  constante  et  réciproifuement.  Si  l'une  de  ces  con- 
gruences est  isotrope,  les  autres  sont  également  isotropes  et  la  surface  (E)  est 
une  quadrique. 

Celte  dernière  proposition  est  la   réciproque  d'un  théorème  de  M.  Darboux. 

Stouff  {jV,).  —  Sur  clifTérenls  points  de  la  théorie  des  fonctions 
fuchsiennes.  (D.i-20). 

La  première  Partie  est  relative  à  l'élude  des  groupes  d<mt  les  substitutions 
peuvent  ôtre  définies  aritbmétiquement;  elle  forme  la  suite  des  Mémoires  pu- 
bliés par  l'auteur  sur  ce  sujet. 

Il  examine  ici  des  groupes  fuclisiens  à  coefficients  complexes,  dérivant  de 
périodes  quelconques  des  racines  ^^i*™"»  de  l'unité,  dans  la  formation  desquels 
interviennent  certaines  substitutions  linéaires  de  période  (/? — i).  La  considé- 
ration des  équations  irréductibles  du  troisième  et  du  quatrième  degré  à  coeffi- 
cients entiers  le  conduit  à  des  groupes  de  substitutions  linéaires  à  coefficients 
complexes  qui  permettent  une  division  régulière  de  l'espace  en  doubles  pyra- 
mides triangulaires  ou  en  octaèdres. 

La  seconde  Partie  est  destinée  à  rendre  pins  faciles  à  saisir  certaines  pro- 
priétés connues  des  fonctions  modulaires;  les  principes  de  la  théorie  de  la 
transformation  y  sont  exposés  à  l'aide  de  la  Géométrie  de  Lobatchefsky,  en 
particulier  pour  les  transformations  du  5*  et  du  7*  ordre. 

Cosserat  {E,).  —  Sur  la  déformation  inGnitésimale  d'une  surface 
flexible  et  inextensible  et  sur  les  congruences  de  droites. 
(E.i-46). 

Ce  travail  est  en  grande  partie  relatif  à  des  problèmes  qui  se  ramènent  à 
celui,  posé  par  M.  Moutard,  de  la  correspondance  ponctuelle  entre  deux  surfaces 
avec  orthogrmalité  des  éléments. 

L'auteur  expose  des  résultats  qui  se  rattachent  surtout  aux  travaux  de  Hi- 
baucour  et  de  M.  Bianchi  et  développe  les  propositions  qu'il  a  énoncées  dans 
les  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  (afi  décembre  iJ'ga). 

La  première  Partie  est  consacrée  presque  entièrement  au  développement  de 
certains  points  du  Chap.  \[[  du  Mémoire  sur  la  théorie  générale  des  sur- 
faces courbes  de  Hibaucour.  L'auteur  calcule  d'abord  les  variations  premières 

des  courbures  jTjr-,  et  —  -h     ,  quand  on  passe  d'une  surface  A   à  une  surface 

infiniment  voisine  A'.  Dans  le  cas  où    la  surface  A',  infiniment  voisine  de  A, 
est  applicable  sur  celte  dernière  si  l'on  néglige  les  infiniment   petits  d'ordre 

supérieur,  la  variation  première   de        -  est  nulle  :  c'est  la    vérification  d'un 
théorème  classique  de  Gauss. 
Bull,  des  Sciences  mathém  ,  2'  séiie,  l.  XXIV.  (Février  ujoo.)  R.3 
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M.  Cossrrat,  adoptant  la  méthode  donnée  par  M.  Darboux,  qui  consîsle  à  rap- 
porter les  deux  surfarcA  A,  A,  au  système  conjugué  commun,  étudie  ensoiteia 
rorespondance  par  plans  tangents  parallèles  entre  deux  surfaces  A  et  A,  dans 
le  ras  où  elle  établit  une  représentation  conforme  de  l'une  des  surfaces  sur 
l'autre,  c'est-à-dire  le  problème  de  M,  Ckristoffel.  Les  considérations  dont  il 
fait  usage  s'appliquent  sans  modilicalions  essentielles  à  l'étude  du  pi^obièmede 
Pibaucour  :  Quelles  sont  les  enveloppes  de  sptiires  pour  iesqueUeM  ia  cor* 
respondance  établie  entre  les  deux  nappes  de  l'enveloppe  par  les  pointé  de 
contact  A,  A,  d'une  même  sphère,  réalise  une  représentation  conforme  de 
l'une  des  nappes  sur  l'autre?  Kn  écartant  les  solutions  qui  répoodent  4  des 
hypntliôsos  particulières  [  AA,  passe  par  un  point  fixe,  à  distance  finie  ou  non; 
les  dévcloppabicsdc  la  rongruonce  engendrée  par  AA,  sont  confondues;  ces  dé- 
veloppables  r(»upcnt  (  A  )  et  (A,)  suivant  des  lignes  de  longueur  nulle],  M.  Cos- 
serat  trouve  b's  conditions,  nécessaires  et  suflisantes,  qui  suivent  :  l^es  pointt 
focaux  de  A  A,  doivent  être  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A  et 
à  A,;  les  dévcloppables  de  la  congruenre  engendrée  par  AA,  doivent  dé- 
couper (A)  c/  (  \,)  suivant  des  systèmes  orthogonaux. 

Parmi  les  diiïércntos  formes  que  peut  prendre  une  surface,  quand  on  la  dé- 
forme snns  altérer  la  bmpueur  des  éléments  linéaires,  il  y  en  a  une  pour  la- 
quelle la  rnurbure  moyenne  est  maximum:  cVst  la  forme  limite  de  Hibaurour: 
M.  Cosseral  montre,  en  annulant  la  variaiiou  première  de  la  courbure  rnoycnnr, 
<jue  cette  sur/ace  est  isothermique. 

La  seconde  Partie  traite  du  problème  de  la  déformation  infinitésimale  d'une 
surface  flexible  et  inextensible.  L'auteur  établit  d'abord  le<  liaisons  classiques 
entre  ce  problème,  la  transformation  par  orlliogonalilé  des  cléments  et  la  rr- 
clierclie  des  cou|>les  de  surfaces  applicables  quand  on  donne  le  lieu  des  milieux 
des  rordos  qui  joif,'nent  les  points  correspondants  «les  deux  ^urfaces  du  couple. 

Soient  ensuite  M,,  M;  l«'s  pf)inls  corre>pondants  de  deux  surfa<'es  appli- 
cables (M,)  et  (M,\  \  le  milieu  du  sc^'uicni  M,  M,:  l'étude  des  congnirnces 
formées  pur  les  parailèlfs  M,//i,,  M,/;/,  «•  '•>  munialc  en  \  à  la  surface  (A) 
cr>nduil  M.  iiosst'ial  à  diverses  j>ropositioii«4  dr  Itibatuour  dont  il  fiiii  (||>« 
appliration<i  au  ras  «mi  (  A  )  est  à  rourbun»  totale  ron<^laiitc  cl  au  cas  où  (  \) 
chI  mininia.  Il  «"lablil  le-  propriétés  connues  (irs  m/igritences  de  /tibttu- 
cour,  fonmes,  d'après  M.  Hianelii.  par  ie>  par.iilèlrs  menées  aux  difTén^ntes 
normales  diin<*  >urfa<M'  (A)  par  les  fioints  eorre-ponijants  d'une  surface  (a) 
qui  lui  einre<ipond  avec  oriiio^onaiité  dr<  éii'-ments.  (liions  en  particulier  la 
proposition  due  à  M.  Ouieliard  :  '<  Tout<'  eon::ruenee  de  Kibniicour  découpe, 
par  ses  développables,  sa  surface  moyenne  (  Ijj'u  des  milieux  des  segments 
focaux  )  snivant  un  réseau  conjugué  »,  et  aus<i  la  suivant*»  :  «<  Toute  con- 
pruenre  de  Hibaucotir  admet  pr)ur  n*prêtontation  'ipln'rique  tie  ses  développiiblcs 
celle  d<'s  as\  mploti(|ue>  d'urn*  surface  ■'. 

La  reclieiciie  des  surfaces  (a)  (|ui  cftrrespondent  à  (  \)  avec  ortliogonalité 
des  élrmefil«i  linéaires  conduit  l'auteur  à  iliverst's  propositions  intéressantes  dans 
les  cas  où  (  V)  est  une  quadriijue,  une  sfilière  r)u  une  xurface  minima.  II  expose 
ensuite  ia  llieori*-  tb-s  surfines  axsocicrs  de  M.  Ibanrlii  :  couples  de  surfaces 
(|ui  se  e«»i  respondenl  par  plafis  tanpents  paralli-les  «le  taeon  qu'aux  asympiti- 
tiques  de  lune  correiponde  un  re-^e  lu  conjugué  de  l'autre. 

Il  aborde  enlirj  la  i-eclwrclie  des  couples  de  surfaces  applicables  en  supposant 
Connue  la  •'Urface  (  \  i  eiixcloppi*  des  plan>  perpendiculaires  aux  cordes  qui  joi- 
;^neut    |c^    p.iin's   rorioDouil.iriK,    i-n    leui^    milieux.    Sisn.iloiis   un    l'il-'-ressaiil 
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théorème  de  Ribaucour  dont  M.  Cosserat  a  développé  diverses  conséquences  : 
«  Soient  deux  couples  (N,),  (N,)  et  (NJ),  (NJ)  de  surfaces  applicables  répon- 
dant à  la  même  surface  (A);  désignons  par  B,  B'  les  poinls  où  le  plan  tangent 
à  (A)  est  rencontré  par  N,N,  et  N|N^;  joignons  N,B'  et  NJ  B  qui  se  coupent 
en  N*,  NjB'  et  N^B  qui  se  coupent  en  N,;  les  surfaces  (  N*),  (N-,)  sont  appli- 
cables Tune  sur  l'autre  et  les  points  correspondants  7s\y  N^  sont  symétriques 
par  rapport  au  plan  tangent  de  (A)  ». 

Bonasse  (H.),  —  Elude  des  actions  photographiques.  (F.i-Sa). 

Le  Vaifasscur.  —  Solution  d'une  question  posée  par  M.  Hermile. 

(0.1-3). 


L^intégrale  elliptique  de  seconde  espèce 


0 

peut  s'écrire  sous  la  forme 

J  =  KA'sn'(;,  A). 


l  étant  compris  entre  les  limites  o  et  Ar.  Cette  quantité  \  donne  le  maximum 

de  la  fonction  ^~ — ->  comme  le  montre  la  relation  de  Jacobi 

e(jr) 


/     A'  sn'-F  dx  —  — ..— TT — :  ; 


on  demande  de   la  déHnir  en  fonction  du  module  par  une  équation  diiïéren- 
tielle  (Ch.  Herxite,  Intermédiaire  des  Mathématiciens,  n*  1;  janvier  189)). 
L*équation  diiïércnliclle  demandée  est 

U'SI  +  (.-3A')g.-A; 

[A'MK- J)»-4-A'U^][J»-A'K»][(K  — J)»-A'^K»], 
4A-A-'5[  KJ(  K  -  J  )(  A-=  K  -  J)]^ 

la  fonrlion  \  de  A'  sera  de  la  forme 

Ç  =  K/(A)-+-K'9(A). 

les  fonctions /et  7  étant  données  par  des  quadratures. 

Wessiot  (E.).  —  Sur  les  systèmes  d'équations  difTërentielIes  du 
premier  ordre  qui  ont  des  systèmes  fondamentaux  d'inlèin^ales. 

(H.  1-33). 

Il  s'agit  des  système:» 
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pour  lesquels  Tintégrale  générale  peut  se  mettre  sous  la  forme 

OÙ  j7,,,  ...,  aT,„;  ...;  ^^,,,  ...,  a:^„  sont  p  intégrales  particulières  quelconques 
formant  ce  que  l'on  peut  appeler  un  système  fondamental,  où  c,,  ...,  c.  sont 
les  constantes  d'intégration,  et  où  la  forme  des  fonctions  4>,-  est  indépendante 
du  système  fondamental  d'intégrales  qui  y  figure.  M.  Lie  a,  en  effet,  remarqué 
{Comptes  rendus,  t.  CWI,  p.  i233)  qu'à  un  système  (i)  correspondent  parfois 
une  infinité  de  systèmes  de  formules  (2),  le  plus  général  dépendant  de  fonctions 
arbitraires. 

Dans  le  cas  où  il  n'y  a  qu'un  seul  système  de  formules  (3),  M.  Guldberg 
{Comptes  rendus^  t.  CWI,  p.  964)  a  montré  qu'on  peut  appliquer  aux  sys- 
tèmes (i)  la  méthode  employée  par  M.  Vessiot  pour  une  seule  équation,  le 
nombre  p  ne  pouvant  alors  dépasser  n -\-  2.  M.  Vessiot  en  a  conclu  (  Comptes 
rendus,  t.  CXVI,  p.  11 12)  que  ces  systèmes  appartiennent  à  la  classe  suivante  : 

r 

dx        %~^ 
(3)  -^  =  2^^i{t)\ji{x,,  ...,  xj         (1  =  1,  2,  ...,  w), 

;  =  i 

où  les  \ii{x)  sont  les  coefficients  de  r  transformations  infinitésimales  définis- 
sant  un  groupe  fini  continu  de  transformations 

n 
(4)  X./rr    V  Ç.,(X„    ...,   ^n)^  {J=l.    ?M    ..,    r)l 

i=l 

il  propose  de  les  nommer  systèmes  de  Lie,  M.  Lie  a  en  outre  annoncé,  dans  la 
Note  cilée,  que,  dans  te  cas  le  plus  général,  la  classe  des  systèmes  (i)  y?o#- 
sédant  des  systèmes  fondamentaux  d'intégrales  se  confond  avec  celle  des 
systèmes  de  la  forme  (3).  L'auteur  commence  par  établir   celte  proposition. 

Soient  ensuite 

(5)  j'^~/(j'î,  ...,  X?,  |a,,  ...,  ^j         (/--i,3,   n) 

les  écinalions  finies  du  groupe  ( '|  )  correspondant  au  système,  M.  Vesfiiol 
montre  qu'elles  représenlent  rintégralc  générale  du  syslcine  (3)  en  y  considé- 
rant Xp  ...,  x^fi  comnic  des  constantes  arbitraires,  cr,,  ...,  a^  comme  (Jf5 
fonctions  de  t  formant  un  système  d'intégrales  des  écpialions 

/■ 
(0)  -.  ^   -   ^  0^(/)  a^i(<7,,  ..  .,  r/J  (A -1,2 /•), 


où  les  Iransformalions  infiiiilésimales 


r 


f)V 


(7)  ^,*''  ~  ]^  ^,i(^'n  •••'  '^''^^i/       (y ^  ».  S  •••,'•) 


A  -^  1 


ronsliluent  le  groupe    des  paramètres  de  (.'j).  Celle  condition  nécessaire  e>t 
aussi  suflisanlc. 
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M.  Vessiol  conclut  de  là  que  *i  les  équations  finies  du  groupe  (4)  sont 
connues^  rînlégration  du  système  (3)  est  équivalente  à  celle  du  système  (6). 
Celte  même  hypothèse  étant  faite,  il  s'occupe  de  la  réduction  des  systèmes 
de  Lie  aux  systèmes  linéaires 

Deux  systèmes  de  Lie  formés  avec  les  mêmes  fonctions  Oy(^)  seront  dits  iso- 
morphes  si  les  groupes  correspondants  sont  à  la  fois  isomorphes  holoédriquc- 
ment  et  rapportés  isomorphiquement  l'un  à  l'autre.  On  peut  alors  supposer  les 
équations  finies  de  ces  groupes  écrites  sous  une  forme  telle  qu'ils  aient  même 
groupe  des  paramètres.  F^es  deux  systèmes  de  Lie  correspondent  au  même  pro- 
blème d'intégration  qui  dépend  donc  seulement  de  la  nature  des  6y(^)  et  de  la 
structure  du  groupe. 

En  associant  à  tout  groupe  tel  que  (4)  le  groupe  adjoint  dont  les  transfor- 
mations infinitésimales 

(8)  ^'-^=2]  Z  *"'»•*•  ^         (A=.,:J,...,r) 

sont  linéaires  et  correspondent  isomorphiquement  aux  X^/j  on  ramène  l'inté- 
gration du  système  (3)  à  celle  du  système  linéaire  (9) 

(9)  f=  =  ^9.{oy;c,..e,, 

A  =  1  i=l 

si  le  groupe  adjoint  (8)  est  holoédriquement  isomorphe  au  groupe  (4)>  c'esl- 
à-dire  si  le  groupe  (4)  u'admet  pas  de  transformation  distinguée* 

Si  le  groupe  (4)  contient  /*'  transformations  infinitésimales  distinguées,  le 
groupe  adjoint  n'est  plus  qu'à  r  —  r'  paramètres  et  l'intégration  du  système  (9) 
ne  donne  que  r  —  r'  intégrales  distinctes  de  l'équation 


àf 


f +lô;(OA./3=o; 


les  autres  s'obtiennent  par  des  quadratures. 
M.  Vessiot  applique  la  théorie  précédente  au  système 

dx  dy  dz 

^^=>jz~ry,         -^:=rx-pz.         -=py-<,x 


» 


qui  se  présente  dans  l'étude  du  mouvement  d'un  solide  qui  a  un  point  fixe,  la 
rotation  instantanée  ayant  /?,  q^  r  pour  composantes,  et  retrouve  ainsi  les  ré- 
sultats de  M.  Darboux.  Une  autre  application  est  relative  à  la  recherche  des 
trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  sphères. 

La  réduction  des  systèmes  de  Lie  à  des  systèmes  dont  le  groupe  est  simple 
{systèmes  simples)  résulte  de  l'application  de  la  théorie  donnée  par  M.  Lie 
pour  l'intcgraiion  des  systèmes  complets  qui  admettent  un  groupe  de  transior- 
mations.  M.  Vessiol  montre  ainsi  que  le  seul  prohième  fondamental  à  résoudre 
est  le  suivant  : 

Intégrer  l'équation 


'■'f^-'ii  '\ï'-^- '•••"^i 


o, 
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connaissant  les  transformations  infinitésimales  du  groupe  simple  et  sim- 
plement transitif  qu'elle  admet 

r 

i=i 

La  théorie  de  Galois.  —  L'auteur  expose  soos  ce  titre  une  théorie  qui  est 
l'extension  aux  syslènies  de  Lie  de  celle  donnée  par  M.  Picard  pour  les  équa- 
tions difTérentielles  linéaires. 

Cette  dernière  avait  d'ailleurs  été  l'objet  d'un  beau  trarail  de  M.  Vestiot 
{Annales  de  l'École  Normale,  1892). 

Soit 

n 

un  syslèmc  de  Lie  correspondant  ù  un  groupe  simplement  transitif  dont  00 
connaît  les  équations  finies 


(0  v=  Z^>'^-^Ox".      ^•^'"''  •••''*^* 


On  peut  toujours  supposer  que  c'est  un  groupe  des  paramétres,  de  sorte  que 
ses  équations  étant 

(3)  a:^  =  f{x%  ...y  x?4|«,,  ...,  nj        (1  =  1,  . ..,  /i), 

rintégrulc  générale  de  (i)  s'écrit 

(î)  -T.  --/.(<^i»  •••'  <^«  i  ^'i'  •••'  *^',.  )        {i  =  1,  ...,  n)y 

où  j:,,  ...,^„('st  une  inlégrale  particulière  quelconque,  constituant  à  elle 
>eule  uu  système  fondamental.  Ceci  exige  que  les  équations  (4)  soient  réso- 
lubles pur  rapport  aux  constantes,  c'est-à-dire  que  Xp  ..,,  x^  n'annule  pas  le 
deteriiiinuiit  des  "^y.^,  les  ètiualions 

n 

/      i 

furinaiit  les  Iransforinalioiis  iiilinilèsiuiales  du  groupe  siniplenient  transitif  re- 
ciproque  de  (  i  ).  groupe  dont  les  transformations  finies  sont  les  équations  (4) 

où  les  deux  systèmes  de  variables  sont  les  x^  et  les  u*,.  Ce  grou{)e  (5)  joue  ici 
Ir  même  rôle  que  le  group<*  des  subslitulit^ns  de  n  bllres  dans  la  théorie  de 
Galoi!). 

Les  tran:>formation<»  innniU'siniales  de  (.')j<]ui  n'altèrent  pas  une  fonction 
donnée  de  x^ jl\^  «l  de  Irurs  ilèriNces  jusqu'à  un  ordre  (]uelconque  for- 
ment le  i.'roii/fC  tU'  Ci'ttc  Jumtion.  L«*  j;rouin*  » '•  )  .1  |>()ur  invariants  le>  A   dé- 
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finis  par  les  cqualions 

n 

c'est-à-dire  les  coefficienls  du  système  (i)  cl  leurs  dérivées.  Il  n'en  admet  pas 
d'autres  foaclionneliement  distincts  des  précédents. 

Si  le  groupe  d'une  fonction  V  se  compose  de  /i  —  v  transformations  infinité- 
simales, il  a  V  invaritints  nouveaux  indépendants  V,  V,  ...^  V*~';  il  existe  entre 
V  et  ses  dérivées  une  relation 

<i>(V,  V,  ...,  V'^M-^»  A'i  ..0  =  0 

identique  par  rapport  aux  x,  x\  ....  Toute  fonction  des  intégrales  admettant 
le  groupe  de  V  est  une  fonction  de  V  et  de  ses  dérivées  (et  des  A  et  de  leurs 
dérivées)  qui  s'obtient  par  des  éliminations. 

Si  l'on  fixe  un  domaine  de  rationalité,  à  tout  système  tel  que  (1)  corres- 
pond un  sous-groupe  G  du  groupe  (5)  tel  que  la  condition  nécessaire  et  sujfi- 
santé  pour  qu'une  fonction  rationnelle  des  intégrales  soit  rationnelle  est 
qu*elle  admette  toutes  les  transformations  infinitésimales  de  G.  Ce  group:*  G 
est  dit  groupe  de  Calots  du  système  (1);  on  peut  lui  appliquer  une  méthode 
de  réduction  analogue  à  celle  qu^a  employée  M.  V'essiot  pour  les  équations  diffé- 
reolielles  linéaires.  L'auteur  montre  enfin  qu'on  peut  aussi  ramener  l'inté- 
gration du  système  (1)  à  celle  d'un  système  de  Lie  dont  le  groupe  est  iso- 
morphe au  groupe  G. 

Legoitx  {M. -A,),  —  Elude  sur  les  mouvements  relatifs,  (f.  1-20). 

L'auteur  se  propose  de  montrer  comment  on  peut,  sans  artifice  de  calcul, 
grâce  à  une  interprétation  convenable  des  divers  termes  qui  composent  lu 
force  vive  totale  d'un  système  en  mouvement,  appliquer  sans  difficulté  les  for- 
mules de  Lagrange  et  de  Jacobi  à  la  solution  des  problèmes  du  mouvement 
relatif.  Cette  interprétation  géométrique  permet  de  calculer  directement  la 
force  vive  au  moyen  de  variables  quelconques;  si  l'on  choisit,  pour  les  va- 
riables q^  les  paramètres  indépendants  qui  fixent  la  position  du  système  par 
rapport  aux  axes  mobiles,  les  formules  de  Lagrange  définiront  le  mouvement 
relatif. 

L'auteur  s'occupe  également  de  la  question,  traitée  par  Bour  (Journal  de 
Mathématiques,  i863),qui  a  pour  but  de  mettre  les  équations  du  mouvement 
relatif  sous  la  forme  canonique  d'Hamilton;  il  établit  à  nouveau  les  résultats 
de  Bour  en  appliquant  au  cas  présent  une  remarque  ingénieuse  de  M.  Bertrand 
pour  la  transformation  des  équations  de  Lagrange.  Un  grand  nombre  d'appli- 
cations justifient  pratiquement  ses  observations. 

Stieltjes  {T,-J,).    —  Recherches   sur  les   fractions  continues. 

(J.  1-122). 

Ce  travail  terminé,  dans  IcTomc  IX  des  >4^ïwa/e*,  sera  analysé  avec  ce  Jome. 


4o  secondiî:  partie. 

SauK^nge  (L.).  —  Théorie  générale  des  systèmes  d'équalioos  dif- 
férentielles linéaires  et  homogènes.  (1-24)  (Chap.  I). 

Même  observation  que  pour  le  travail  précédent. 

Tome  IX:   1893. 

Casserai  (h\).  —  Nolice  sur  les  travaux  scientifiques  de  Thomas- 
Jean  Slielljes.  (3-64). 

Analyse  de  8a  Notes  ou  Mémoires  publiés  par  Stieltjes  dans  divers  Recueils, 
précédée  d'une  Notice  biographique. 

Stieltjes  (  T.-J,).  —  Recherches  sur  les  fractions  continues  {suite 
et  yin),  (A.  5-47)  [Cf.  Annales  de  Toulouse,  VIIJ,  J(i,  122)]. 

Le  travail  de  M.  Slielljes  est,  d'après  M.  Poincaré,  qui  en  a  rendu  compte 
(Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  CXIX,  p.  63o),  «  un  des 
»  plus  remarquables  Mémoires  dWnalyse  qui  aient  été  écrits  dans  ces  dernières 
»  années  »;  il  mérite  donc  une  anahse  étendue. 

L'objet  de  ce  travail  est  l'étude  de  la  fraction  continue 

I  :  tf ,  5 -h  I  :  flj -h  I  :  flj  5 -h  I  :  Oi -t- . . . , 

où  z  est  une  variable  complexe,  tandis  que  les  a  sont  réels  et  positifs. 

P  [z) 
Soit  77=-^ — -  la  /i'*"»»  réduite,  l'auteur  cherche  dans  quel  cas  cette  réduite  tend 

vers  une  limite  pour  /i  =  x  et  quelle  est  la  nature  de  cette  limite  considérée 
comme  fonction  de  z.  Les  résultats  sont  très  dilTérents  suivant  que  la  série 

^S)  r-  </,-:   a,  —  ... 
e-l  ronvtM  ^''iilc  ou  tli\ t*ri;eiilc. 

/     oc 

1.   IMa(;i»n>-iioii>  d'abord  dans  le  premier  cas  1    ^    «^  est  convergente  j.  Du 

a  [jour  loule   \aleur  tinie  de  z 

ri  le^  quatre  fondions  hulvtnornlics  />.  y,  /»,,  r/i  '>iili^foiit  à  la  relation 

Ces  fouet  ions.  Iin|i»uiurplies  dans  tout  le  plan,  >out  de  genre  zéro  et  n'onl 
ijue  des  zéros  siui[de>  |daces  ««ur  la  partie  néu.itive  de  l'axe  réel. 

Le>  réduites  «Inidie  |«air  et  d\«rilre  impair  leudcnl  ehaeunc  vers  une  limite. 
niai>  le»"  deux  liuiile?  »<miI  dilU  lente*»  :  elle^  peuvent  aus>i  se  uicttrc  sous  forme 
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d'une  série  de  fractions  simples  ^ 

Z)  5  -f-  A,  Z  -f-\ 

<7,  (5)  5  -3-1-0,  ^-hô. 

X|,  P^ii  ^kf  ^4  étant  des  nombres  réels  et  positifs. 

II.  Supposons  la  série  (S)  divergente  :  Les  réduites  d'ordre  pair  et  d'ordre 
impair  tendent  vers  la  même  limite  F(z),  pour  toute  valeur  de  z  qui  n*est  pas 
réelle  et  négative.  La  fonction  F{z)  est  analytique  et  holomorphe  dans  tout 
le  plan,  sauf  la  partie  négative  de  l'axe  réel,  qui  doit  être  regardée  comme 
une  ligne  singulière.  Pour  éclaircir  la  nature  de  cette  ligne  singulière,  Stieltjes 
met  la  fonction  ¥{z)  sous  la  forme 


du 


où  ^{u)  est  une  fonction  réelle  croissante,  non  analytique   en    général,   qui 

varie  de  o  à  — •  Cette  fonction  4>(i/)  peut  avoir  des  sauts  brusques  dans  tout 

iolervalle.  La  ligne  singulière  (o,  — oc)  est  en  général  un  obstacle  infranchis- 
sable à  la  continuation  de  la  fonction  F{z), 

Les  résultats  généraux  du  travail  de  Stieltjes  étant  indiqués,  nous  allons 
fixer  les  principales  étapes  de  la  voie  qu'il  a  suivie  pour  les  obtenir  et  signaler 
en  passant  quelques-uns  des  résultats  accessoires. 

Après  avoir  indiqué  le  mode  de  formation  des  polynômes  P^{z),  Q^{z), 
Stieltjes  s'occupe  de  la  distribution  relative  des  racines  des  équations 

Il  démontre  que  les  racines  de  P^^{z)  =  o  séparent  celles  de  Qj„(-)  =  o,  et 
de  même  que  les  racines  de  Pj«^.f(5)  =  o  séparent  celles  de  Qj«^.|(-8)  =  o.  Il 
résulte  de  là  que  dans  les  décompositions 


M 

» 


O.    _  _  1—  •  •   «  "l        ^ 

y.^H\^)  Z-\-X^  Z-i-X^  Z-)rX,^ 

les  M  et  les  N  sont  positifs. 

Une  extension  des  propositions  précédentes  permet  d'établir  que  la  dérivée 

dx 
partielle  -~  d'une  racine  x^  de  l'équation  Q^(z)=o,  regardée  comme 

fonction  de  a^,  ne  peut  Jamais  être  négative. 

Stieltjes  considère  ensuite  le  développement  de  la  fraction  continue  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  Zy  c'est-à-dire  la  série  formelle 

v-Ji;  T  ~  -;  "'"  t;  ~  "  -t-..., 
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où  les  c^  sont  des  funclions  ralionoelles  des  a.  eotiërement   déleraiioêci.  £i 
ayant  égard  aux  expressions  obtenues  de  j^^ — r»  ^^*'^*  : — ^9  on  a 

n  II 


les  c„  sont  positifs  et  la  forme  quadratique 

m-  I 

est  définie  et  positive.  Son  déterminant  est  donc  positif  et  Ton  a,  en  faisait 
m  =  a. 


«  ♦"! 


^.♦: 


c'est-à-dire  que    "—  croit  avec  n.  Ce  rapport  peut  croître  au  delà  de  toute  li- 

'  Il 
mite,  et  alors  la  scrie  (S,)  est  toujours  diverj^ente,  ou  tendre  vers  une  limite  a, 

el  alors  la  série  (S,)  est  convergente  pour  \z\>  Ti. 

SLiclijcs   montre   que,   dans  ie  premier  cas,  la  plus  grande   racine  de 

l'équation 

Q,.(--=)-=o 

croit  ai'ec  n  au  delà  de  toute  limite,  et  dans  le  second  cas,  elle  tend  vers  la 
limite  X. 

c 
Comment  rcconnattra-t-on  si    "'*''  tend  \crs  une  limite  Hnie  ou  croli  au  deli 

de  toute  limile?  Considérons  les  nombres  b„  — —  ;  s'ils  ne  sont  pas  limite» 

au, 

supérieurement,  — "—  <'r(»It  uu  delà  de  toute  limile;  s'ils  ont  une  limite  supè- 

rieuro  /,  le  rapport  -"*-  tend  \eis  une  limite  iinie  <|ui  ne  peut  surpasser  ^l. 

I/autcur  iil)orde  uloi<>  rétuile  de  la  fraetion   continue  en  faisant  5  =  1.  On 

trouve  d'abord  que  les  réduites  d'ordre  pair  et  d'ordre  impair  ont  des  liuiites 

linies 

•  :ii»  1         -  ■         * 


lim 


L,.         lim     -**    ::  L,         L,  *L. 


Si  la  scrie  ^  o^cst  divergente,  l'une  au  moins  de*»  quantités  Q.^,  *^;„*,  croit 


au  delà  de  toute  limite;  la  relation 

I*  P  I 

^:f.*i  __   *  j'i '_ 

montre  fjuc  l'in  .luiii  I  ,.     L;  la  fi,nli'»n  <oriUiiur  r>i  dite  convergente. 
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S  Ha  série  y]«»  «»<  convergente,  Q,^  et  Qj^^.!    icndront  vers  des  limites 

1 

finies,  et  Ton  aura  L,  >L;  la  fraction  coDtiDue  est  oscillante  {Cf.  Stern, 
Journal  de  C relie,  t.  71  ). 

Eo  donnant  à  z  une  valeur  réelle  et  positive  x^  il  y  aura  oscillation  ou  con- 
vergence, suivant  que  la  série 

a,  57  -f-  CIj  -f-  fljiT  -h  «4  -h . .  . 

est  convergente  ou  divergente. 

Les  mêmes  raisonnements  appliqués  aux  réduites 

'q,^{z)       Z-  Q,,_,(5)Q,4(^)'         Q,„^i(5)       a,z      ^  q,,_,{z)q,,^,{z)' 

et  l'étude  de  la  convergence  des  séries  qui  en  résultent  pour  n  =  x,  conduisent 
alors  aux  propositions  générales  rappelées  au  début,  dans  le  cas  où  zest  com- 
plexe et  a  sa  partie  réelle  positive. 

L'extension  de  ces  résultats  au  cas  où  la   partie  réelle   de  z  est  négative 
exige  de  nouvelles  recherches  sur  la  théorie  des  fonctions;  avant  d'aborder  ces 

recherches,  Stieltjes  traite,  par  une  méthode  particulière,  le  cas  où  la  série  7  a^ 

1 
est  convergente. 

Il    montre   les  rapports  de   la   question   considérée  avec   le  problème  des 

moments:  Considérons  sur  une  droite  indéfinie  OX  une  distribution  de  masses 

positives,    la   masse   m^  étant  concentrée   à   la   distance  ^,-  de  l'origine;   la 

somme  2.  "*»5f  est  appelée  moment  d'ordre  k  de  la  masse  totale  par  rapport 

à  l'origine.  Supposons  qu*on  donne  les  moments  des  divers  ordres  Ci^  et  qu*on 
recherche  la  distribution  des  masses;  Stieltjes  établit  que  si  le  problème  est 
possible,  c'est-à-dire  si  l'on  peut  déterminer  les  m  et  les  \  de  façon  à  vérifier 
les  équations 

c         c         c 
la  série  ~ 1  "*"  Ta  "*"••  •»  réduite  en  fraction  continue,  appartient  au  type 

z        z        z 

étudié  avec  des  valeurs  positives  des  a-.  Si  la  série  \]  a^  est  convergente,  il 

y  a  une  infinité  de  solutions;  deux  d'entre  elles  sont  données  par  les  systèmes 

de  masses  ((*,.,  X-),  (v.,  6J  qui  figurent  dans  ^       el^^       >  Si  la  série  V  «« 

est  divergente,  il  n'y  a  qu'une  seule  solution. 

Le  théorème  de  théorie  des  fonctions  qui  permet  à  l'auteur  d'étudier  dans 
tous  les  cas  la  convergence  des  séries  limites  de  • 


que  celle  f^nflion  *(«)  d.mne  une  solulioii  du  problème  de* 
moments;  A»a>  le  cas  oii  U  iirit  y  a.  est  cuniergcnie,  il  y  a  une  infintU  d' 
(uDClions  4;  si  la  série  >  a,  est  divergente,  il  n'y  ea  »  qu'une  seule.  Rafia. 
s!  le  rapport  -=^  a  puur  liuiiLc  X,  an  p«ul  prendre  4>(u|  cunstunt  A  partir djj 


=  \etéi 


F(;) 


r^J'Ku} 


Stielljes  aborde  ensuilv  l'étude  de  la  convergence  de  la  fracti 


\   Viu)  est   t 


fonction   eroâtanU 
est  oscillaDle,  et  ter- 


queUonque.  Il  étudie  divers  cas  où  la  frai 
iiiiaeen  développant  des  applications  parliculicrcs.  Indiquons  encore  ce  rtsnlUt 
quiV  tiijffit  de  trani/ornier  la  série  de  Slirliag  en  fraction  continue  poar 
obtenir  une  expression  cont-ergenle  tant  que  la  partie  réelle  de  s  est  poti- 


Lacoiir  (£".). 
(B.  I,  lo). 


Sur   réquaiion   de    la    clialeur 


L'autcur  élcnd  ^  IV.iuulii'u  précédente  qucliiues-uns  des  résultats dunnés p'i' 
M.  Appel!  pour  l'éiiuktion  -r-^  =r  —  xJoiiiiiai  de  Mathematiquet.  iV'i- 
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n  commence  par  rechercher  toutes  les  transformations  réelles 

u  =  \{x,  y,  z)\.]{x,  y,  z), 
X  =  9(a:,  y,  5),        Y  =  ^Kj?,  r,  c),        Z  =  x(^,  y,  z\ 


qui  n'altèrent  pas  la  relation 


d^u        à^u        au    • 


ôx^       oy        ôz 

à  une  transformation  orthogonale  des  coordonnées  x^  y  près,  ces  transforma- 
lions  résultent  de  la  composition  dcs-deux  suivantes  : 

M  =  eu,        X  =  pa:,        Y  =  p^',        Z  —  \t-z\ 
u=^e       *T-,         x=-,         \=!^y         Z=— . 

'M  «f  'W  ^ 

Il  forme  ensuite  le  polynôme  le  plus  général  en  x,  y,  Zy  homogène  et  de 

degré  n  en  J?,  y,  y/s,  qui  vérifie  Téqualion  ow  =  o,  au  moyen  des  polynômes  de 
degré  égal  ou  inférieur  qui  satisfont  aux  relations 

d'^u        du  à-u  _  au 

Ox-  ~  ()z  '         ôy-  ~  ôz 

L'emploi  de  l'adjointe  de  Riemann  le  conduit  à  un  théorème  analogue  à 
celui  de  Green,  dont  il  fait  une  application  intéressante  à  l'expression  d'une 
solution  u  pour  tous  les  points  d'une  tranche  comprise  entre  deux  plans  paral- 
lèles z  =  a,  z  =  b  quand  on  la  connaît  sur  la  face  ^  =  a 

u{x,y,  g,)=  .  -.a)J       J        U(X,  {X,  a)e  *r2.'=^        dXd^. 

Raffy  (/*.)•  —  Quelques  propriétés  des  surfaces   harmoniques 

(C.  I,  44). 

M.  Raffy  appelle  ainsi  les  surfaces  dont  l'élément  linéaire  a  la  forme 

ds^={\5  -  \){du^-hdv^). 

Il  part  de  la  condition  nécessaire  et  suffisante  donnée  par  Massieu  (Darboux, 
Leçons  sur  la  Théorie  des  sur/aces,  t.  III,  p.  3o)  pour  qu'un  élément  linéaire 
Edu?-h  ^Fdudv  -h  Gdv^  soit  harmonique  [l'équation  Az  =  i  dont  dépend  la 
détermination  des  géodésiques  doit  admettre  une  intégrale  quadratique 

6  =  \p--h  2Bpq  ■+■  Cg'=  const., 

dont  le  premier  membre  n'a  pas  de  facteur  linéaire  commun  avec  àz  (le  cas 
où,  pour  une  valeur  de  la  constante  \  l'expression  6  +  ^  As  est  un  carré  con- 
duit à  une  surface  applicable  sur  une  surface  de  révolution)]  pour  établir  que 
touie  sur/ace  harmonique  dont  les  lignes  d'égale  courbure  sont  parallèles 
est  applicable  sur  une  sur/ace  de  révolution. 

La  même  méthode  analytitiue  le  conduit  également  au  théorème  suivant  : 
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Si  l'on  écarte  les  sur/aces  qui  ont  un  cône  directeur  isotrope,  toutes  les 
sur/aces  réglées  harmoniques  sont  applicables  sur  le  plan  ou  sur  les  sur- 
faces de  révolution,  ou  sur  les  quadriques. 

L'auteur  se  propose  ensuite  d'étudier  les  intégrales  linéaires  et  quadratiques 
de  l'équation  aux  cercles  géodésiques  en  appliquant  la  règle  donnée  par 
M.  Darboux  {Leçons  sur  la  Théorie  des  sur/aces,  t.  III,  Liv.  IV,  Chap.  VII). 
Pour  les  surfaces  applicables  sur  les  surfaces  de  révolution,  Téquation  aux 
cercles  géodésiques  admet  une  intégrale  linéaire;  la  réciproque  est  vraie. 

Les  seules  surfaces  réelles  pour  lesquelles  l'équation  aux  cercles  géodésiques 
admette  une  intégrale  quadratique  sont  des  surfaces  harmoniques.  M.  RafTy 
ramène  la  détermination  de  leurs  éléments  linéaires  à  la  résolution  de  l'équa- 
tion fonctionnelle 

(V4-t/)(*'-F')-4-S(4,-_k'')4-t,(4»''-}-  F')=3(*F'— F4»''), 

où  <t>  dépend  du  seul  argument  ar-hj)',  F  du  seul  argument  x — y. 

Il  en  signale  deux  solutions  particulières,  dont  Tune  formée  par  les  surfaces 
à  courbure  totale  constante  comprend  tous  les  cas  où  il  existe  à  la  fois  une 
intégrale  linéaire  et  une  intégrale  quadratique. 

Maillet  {E,).  —  Sur  quelques  propriétés  des  groupes  de  substi- 
tutions d'ordre  donné.  (D.  i,  22). 

La  connaissance  de  l'ordre  d'un  groupe  permet  parfois  d'obtenir  des  pro* 
priétés  importantes  de  ce  groupe;  par  exemple,  M.  Frobenius  a  montré 
que  tout  groupe  d'ordre  PxP-i-" PnP^y  où  les  nombres  premiers  différeots 
P\i  '•••)Pn  ^^^^  inférieurs  à/?,  est  résoluble.  Réciproquement,  des  propriétés 
du  groupe  étant  données,  Tordre  du  groupe  doit  satisfaire  à  certaines  condi- 
tions; ainsi,  quand  p"*  est  la  plus  haute  puissance  du  facteur  premier/?  qui 
divise  Tordre  g  du  groupe  G,  ce  groupe  renfermera  au  moins  un  groupe 
d'ordre  /?•",  et  Ton  aura 

(1)  i,'  —  /r"vfi  H-  /?/?), 

V  élnnt  promicr  avec  p  cl  /?'"v  t-lanl  Tordre  du  groupe  forme  des  snbstilutic)n> 
(le  G  per!iiiilal>Ics  à  un  sons-groupe  d'ordre  />"•  (Sylow,  Mathemalische 
Annalen,  l.  V  ). 

M.  Maillet  donne  un  eertain  nombre  de  propositions  relatives  à  celle  double 
liaison  et  élablit  à  nouveau  un  rerlain  nombre  de  résultats  déjà  connu*. 
(Citons  parliculièrcmenl  les  théorèmes  suivants  : 

L'ordre  g  d'un  groupe  (i  de  classe  N  —  ?/  et  de  degré  N  divise  le  produit 
N(N  —  ,)...(N  --  u). 

Dans  la  formule  de  M.  Sylow,  si  m  >  i  et  n  -  :  />,  G  est  composé  et  ne  peut 
rire  primitif  que  si!  est  linéaire  et  de  dej>ré  p^.  Si  m  esl  supérieur  à  i  et  ^1  t» 
contient  une  substitution  d'ordre />'",  G  ne  peut  être  simple  ou  primitif  que  >i  « 
esl  au  moins  égal  à  y?'^-'. 

Genty  (/t\).   —   Sur  la   dcformalloii   infinitésimale   des  surfaces 
(K.  I,  II). 

L'auteur    (taMil    \('%   «'«jiial  ions    du    proldème   de    la   (b'formation   inlinini«nl 
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petite  et  les  applique  à  la  recherche  des  cas  où  cette  déformation  conserve  les 
lignes  de  courbure.  Signalons  le  résultat  suivant  :  Si  une  surface  (A)  admet 
pour  représentation  sphérique  de  ses  lignes  de  courbure  un  réseau  isotherme, 
on  pourra  obtenir  par  de  simples  quadratures  une  déformation  infinitésimale 
de  (A)  conservant  les  lignes  de  courbure. 

J'^essiol  {£.).  —  Sur  quelques  équations  différentielles  ordinaires 
du  second  ordre  (F.  i,  26). 

Ces  équations  sont  celles  dont  l'intégrale  générale  est  de  la  forme 

x^  g.?,(0-+-ga?2(0-t-g3?a(0 

les  rapports  des  c,-  étant  les  constantes  d'intégration.  Elles  ont  la  forme 

(i)      K{x'x'—2x'^)-\-  \^x'+Cxx'-\-  Dx'-H  Px'-f-Qa:'-^Ka^-f-S  =  o, 

les  coefficients  étant  liés  par  deux  relations  différentielles.  Leur  intégration  se 
ramène  à  celle  d'une  équation  linéaire  du  troisième  ordre,  car  on  peut  toujours 
sans  intégration  déterminer  une  transformation 

g(Or-^P(0 

qui  donne,  pour  équation  en  y,  Téqualion  dont  dépendent  les  dérivées  loga- 
rithmiques des  intégrales  d'une  équation  linéaire  du  troisième  ordre.  L'auteur 
montre  comment  l'intégration  de  l'équation  en  y 

(2)  y'^Zyy^yi.^\(^t){y''hy')-\-}^{t)y'h>*{t)^o 

se  simplifie  par  la  connaissance  d'une  ou  de  plusieurs  solutions  particulières. 

Ces  réductions  tiennent  à  ce  que  l'équation  considérée  possède  des  systèmes 
fondamentaux  d'intégrales,  l'intégrale  générale  s'exprimant,  par  des  formules 
connues,  au  moyen  de  quatre  intégrales  particulières  quelconques. 

Une  seconde  Partie  est  consacrée  à  la  réduction  des  équations  générales  (i) 
à  une  forme  canonique  par  l'emploi  des  transformations 

et  à  la  détermination  sommaire  des  invariants;  la  méthode  employée  est  celle 
dont  Laguerre  et  Halphen  se  sont  servis  pour  les  équations  linéaires. 
Les  formes  adoptées  sont,  dans  le  cas  général, 

x"  -¥Z  xx'  -f-Ij:'-hJxH-K  =0, 

et.  dans  les  cas  particuliers, 

jr"-i-  Ex^-4-  F  -  o, 
-r"-h   x"'   M   T  -"  o. 
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Enfin  M.  Vessiot  traite  dans  la  troisième  Partie  la  question  suivante  : 

Reconnaître  si  une  équation  du  second  ordre  peut  s* abaisser  au  premier 
ordre  par  une  transformation  V  =  F(x',  x))  déterminer  dans  ce  cas  les 
fonctions  F. 

Ces  fonctions  F  sont,  en  général,  fonctions  d'une  seule  d*entre  elles  qu'on 
obtient  sans  intégration,  ou  par  une  quadrature  si  l'équation  est  de  la  fomie 

j:'=  A(a:,  x')e( /)  -h  B(j:,  x'). 

Pour  l'équation  unique 

x'=ix'^{t)-\-x''\ix), 

où  6  et  ^  sont  des  fonctions  quelconques,  il  y  a  une  infioité  de  solutions 
distinctes;  elles  s'obtiennent  par  des  quadratures.  L'équation  s'intégre  d'ail- 
leurs elle-ménrie  par  des  quadratures. 

Landfriedt  {E.),   —   Quelques  recherches  sur  les  fonctioDS  à 
multiplicateurs.  (G.  i,  i8). 

Les  fonctions  à  multiplicateurs  ont  été  considérées  par  M.  Appell  (Journal 
de  Math.,  i883;  Acta  mathematica,  t.  XIII),  qui  a  mis  en  évidence  Tanalogie 
qui  existe  entre  leur  théorie  et  celle  des  fonctions  algébriques  rationnelles  en^ 
et  z  sur  la  surface  de  Riemann 

F{s,z)  =  o. 

L'auteur  se  propose  de  faire  ressortir  cette  analogie  en  traitant  certaines  ques- 
tions laissées  de  côté  par  M.  Appell. 

Il    débute   par  une  démonstration  de  l'extension   du   théorème  d'Abel   aux 
fonctions  à  multiplicateurs,  basée  sur  la  seule  définition  de  ces  fonctions.  t"ne 

(léfinilion  du  dt>faut  vl  de  V excès  d\\\\  syslèriie  de  pôles  d'une  fonrlion  à  miil- 
liplieateiirs   lui    permet  d'«-len«lie   ;i   ee>  forielioiis   la  classiliculiou   donnée  par 
M.   (Ihriïitonel    pour  1rs   iuléi:raulcs   algébriques.   Il   donne  enlin    une   formule 
;:énérale  pour  iepré^(M)ter  les  fonelions  (|ui   ap|tarliennenl  à  la   preniière  ou  à 
la  seconde  «'spèce  dans  la  elassi(ieali«>n  (ju'il  a  adoptée. 

Sau^'ap^i*  (A.).  —  Théorie  f^énérale  des  systèmes  dVqualion'^  iWi- 
férenticlles  liiiraires  et  homogènes.  [(^Iiap.  Il,  111,  IV  ,  Sifi-ioo; 
Chap.  V,  VI,  Vil,   1-7(3  (suite  el  (in)  {Cf.  t.  VIU,    1 ->.{)]. 

Le  travail  ronsidéraldc  de  M.  Sauvage  est  consacré  à  rt*\|»osilion  des  lliconcs 
j;énérales  concernant  les  systèmes 

en  parliculiec  de  la  théorie  de  M.  l'uclis  et  des  développements  considérables 
qu'elle  a  reçus,  au\(iuels  sont  attachés  les  noms  de  MM.  Thomé,  Horn,  Fru- 
hcniu-i.    l'ioijuel,    Picard,    KoMiiu'sbeiger,    elc.    Il   s'est  proposé  d*v  mettre  «n 
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relief  la  lliêorie  des  diviseurs  élémentaires  de  >yoierslrass»  <|iii  y  iiitcr\ieiil, 
comme  on  sait,  de  façon  conslantc. 

Chapitre  7.  —  On  montre  que  si  les  coefficients  a  du  système 

dv 
(B)  ^  ^' =«..ri+--^«.«r«        («  =  i,  '".n) 

sont  holomorphes  devant  le  voisinage  de  l'origine,  on  peut  intôgrer  re  système 
par  les  séries.  L'auleur  a  démontré  la  convergence  de  ces  séries  dans  un  tra- 
vail antérieur  {Annales  de  rÉcole  Normale,  1886). 

DéAnition  des  éléments  d'une  solution  au  delà  dn  cercle  de  convergence  dos 
séries.  Systèmes  fondamentaux.  Théorème  de  Liouville  :  D  —  Cc-^^-".!-''*".  Solu- 
tion générale.  Réduction  qui  correspond  à  la  connaissance  d'une  solution. 

Chapitre  II.  —  Kxposé  de  la  théorie  des  diviseurs  élémentaires  par  la 
méthode  de  M.  Darboux  {Journal  de  Mathématiques,  187^  ). 

Chapitre  III.  —  Extension,  aux  systèmes  linéaires  (A),  de  la  théorie  des 
points  singuliers  donnée  par  M.  Fuchs  pour  une  équation  différentielle  linéaire. 
En  un  point  singulier,  les  diviseurs  élémentaires  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion déterminante 

U(u))-  o 

conduisent  à  un  système  fondamental  particulier.  Calcul,  d'après  M.  Fuchs,  des 
éléments  de  ce  système  fondamental.  Examen  des  équations  linéaires  dont  les 
intégrales  sont  racines  d'une  même  équation  algébrique. 

Chapitre  IV\  —  Forme  des  éléments  d'une  solution  au  voisinage  d'un  point 
singulier.  Examen  des  systèmes  réguliers  de  la  forme  (B)  :  les  éléments  de 
leurs  solutions  sont  composés  linéairement  d'expressions  de  la  forme 

j:'"(  A,H-  A,  logx-h. .  .-f-  AJog^j:), 

qui  sont  infinies  d'ordre  fini  pour  x  =  o. 

Exposé  du  calcul  complet  de  rinté;,çration  des  systèmes  réguliers,  d'après 
M.  Horn  {Mathematische  Annalen,  Vol.  \XXI\). 

Chapitre  V.  —  Recherche  des  systèmes  réguliers.  Ils  se  rattachent  par  des 
substitutions  simples  aux  systèmes  (B).  Application  à  l'équation  différentielle 
linéaire. 

Chapitre  VI.  —  Étude  des  systèmes  linéaires  (A)  où  les  coefficients  n  sont 
des  fonctions  uniformes  simplement  périodiques,  dont  toutes  les  solutions  sont 
uniformes.  Extension  des  thécrèmes  de  M.  Floquet  au  système  (V). 

Étude,  d'après  M.  Picard  {Journal  de  Crelle,  Bel  ÎK)),  d'un  système  parti- 
culier à  coefficients  doublement  périodiques. 

Chapitre  VII.  —  Réduction  des  équations  différentielles  algébriques  à  dos 
équations  du  premier  ordre.  Recherches  de  M.  Kœnigsberger  {Ijehrhuch  der 
Théorie  der  Differentialgleichungen,  Leipzig,  G.  Teubner:  1889). 

Théorie  de  M.  Darboux  pour  l'utilisation  dos  intégrales  du  système  (\)  dans 
la  détermination  de  ses  solutions  {Comptes  rendus^  1880). 

Bull,  des  Sciences  mathém.y  .»*  série,  t.  WIV.  (.Mars  iî)<m».)  R.'i 
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Principes  de  la  théorie  des  fonctions  invariantes  des  solutions  du  système  (A), 
d'après  M.  Appcll. 

Ce  court  exposé  montre  assez  l'étendue  et  l'intérêt  des  questions  traitées  par 
M.  Sauvage.  Il  est  clair  que  la  lecture  de  ce  beau  Travail  s'impose  à  quiconque 
veut  approfondir  l'étude  de  l'intégration  des  équations  différentielles  linéaires 
par  les  séries. 

J.  D. 


TiiE  QUARTËKLY  JOURNAL  or  nnF.  a\d  applied  Matiiematics.  Vol.  XXX: 

1899  (')■ 

Dickson  (L.).  —   Le   premier  groupe  hypo-abéiien   généralisé. 
(.-.6). 

Ce  Travail  se  rapporte  au  même  ordre  d'idées  que  le  Mémoire  de  Taoteur  : 
Un  système  triplement  infini  de  groupes  simples,  inséré  dans  le  Volume  pré- 
cédent du  Quarterly  Journal  et  qu'un  Article  qu'il  vient  de  publier  dans  les 
Annals  0/  Mathematics ;  il  étend  au  domaine  de  Galois  d'ordre  2"  les  dérelop* 
pements  donnés  par  M.  Jordan  dans  son  Traité  des  substitutions  (p.  199-206) 
et  relatifs  au  domaine  des  nombres  entiers  pris  suivant  le  module  3.  L'auteur 
y  étudie  un  groupe  de  substitutions  linéaires  dont  les  coefGcients  et  les  indices 
sont  des  imaginaires  de  Galois. 

Matheivs  (C).  —  Conditions  pour  qu^une  relation  du  second 
degré  par  rapport  à  deux  variables  soit  poristique  (16-17). 

La  relation  V{x,  y)  =  o  étant  supposée  symétrique,  on  dit  qu'il   lui  est  as- 
socié un  porismc  du  /i'*"'  ordre,  si  en  considérant  la  suite  d'équations 

F(J7,,^.  )  — o,         V{x.,x^)  =  o,         r(  Xj,  j:^  )  =  o,  ..., 

où  x^  (iois^nc  une  racine  (iétcrminée  de  ré<jiialion  du  second  degré,  j*,  une 
racine  autre  que  x,,  x^  une  racine  autre  que  x^,  . . .,  x^  est  égal  à  x,  (  Voir  Hal- 
riiKN,  Fonctions  elliptiques^  t.  H,  polygones  de  Poncelet).  L'aulcur  parvient 
à  une  forme  plus  éléganle  des  coefficients  que  celle  donnée  par   Halphen. 

Scheppard  (  W.),  —  Sur  les  relations  entre  les  nombres  de  Ber- 
noulli  et  d'Eiiler.  (iy-46). 

Signalons  en  particulier  le  déveloj)penienl 

f{b)       fin)-  -^\f{fn  {b-a)   -  .^-;/''(«)   (^-")- 

...  .|  . 


(')   Voir  liuUctin,  t.  WIIL.  p.   i')<). 
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où  les  nombres  entiers 

_    2^  /     I  I  I  \ 

^r—   :;^Î7^(2'*)-  \^,2r+l   ■"    327TÎ   "*"    52rTÎ   ""••7 

sont  les  nombres  d'EuIer  et  où  les  nombres  entiers 

sont  liés  simplement  aux  nombres  de  Bernoulli.  L'auteur  établit  diverses  rela- 
tions intéressantes  entre  ces  nombres  et  les  fonctions  circulaires. 

£A)çett  {E.).  —  La  ihéorie  des  perturbations  et  la  théorie  des 
transformations  de  contact  de  Lie.  (47-149)* 

Cet  important  Travail,  rédigé  sous  l'inspiration  directe  de  Sophus  Lie,  con- 
tient un  intéressant  historique  de  la  méthode  des  variations  des  constantes 
arbitraires  depuis  son  introduction  dans  la  Science,  et  montre  la  place  de  cette 
méthode  dans  la  théorie  des  transformations  de  contact. 

Ce  Mémoire  est  d'ailleurs  d'un  intérêt  général  et  n'aborde  pas  les  problèmes 
spéciaux  de  la  Mécanique  céleste.  Il  comprend  cinq  parties  : 

I*  La  théorie  des  perturbations  d'après  Lagrange  et  Poisson; 

3*  La  théorie  de  Hamilton  et  Jacobi; 

3*  La  théorie  des  transformations  de  contact  de  Lie; 

4*  Les  Mémoires  de  Schering  sur  la  théorie  de  Hamilton-Jacobi; 

5*  Le  Mémoire  de  Lie  sur  la  théorie  des  perturbations  et  la  théorie  des  trans- 
formations de  contact. 

Cette  dernière  partie  contient  l'analyse  détaillée  d'un  Mémoire  paru  sous  ce 
titre  dans  le  second  Volume  des  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab 
(Christiania,  1877).  Elle  peut  être  regardée  comme  une  nouvelle  rédaction, 
faite  sous  les  yeux  mêmes  de  l'illustre  auteur,  de  ce  Mémoire,  dont  elle  rendra 
les  résultats  plus  accessibles.  On  y  trouvera,  en  particulier,  l'élude  de  la  trans- 
formation d'un  système  canonique  dans  un  autre  système  canonique. 

Glaisher  (»/.).  —  Sur  les  restes  des  coefficients  binomiaux  rela- 
tivement à  un  module  premier.  (i5o-i56).  • 

On  trouvera,  dans  le  présent  Volume,  trois  Articles  de  M.  Glaisher  sur  des 
sujets  connexes.  Dans  les  deux  premiers,  qui  portent  le  titre  ci-dessus,  il  donne 
un  moyen  simple,  en  supposant  les  nombres  entiers  /i,  r  écrits  dans  le  système 
dont  la  base  est  le  nombre  premier  /?,  pour  obtenir  le  reste  par  rapport  au  mo- 
dale p  du  coefficient  (/i)^  de  x*^  dans  le  développement  de  (i-hx)%  pour  re- 
connaître si  ce  coefficient  est  divisible  par  une  puissance  de /?,  et  pour  obtenir 
le  quotient.  II  donne  plusieurs  applications  et  exemples.  Dans  le  troisième 
Article,  intitulé  Un  théorème  de  congruence  relatif  à  la  somme  de  coeffi- 
cients binomiaux,  il  établit  la  congruence 

^{n)^^U\{modp), 
où  p  est  suppose  premier,  où  j  et  k  ont  une  des  valeurs  1,  1,  ..../>  —  1.  où  n 
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est  congru  Hj{moi\p  —  i),  où  le  signe  de  sommalion  se  rapporte  aux  valeurs 
de  r  congrues  à  A'(  modp  —  i)  qui  sont  supérieures  à  o  et  ne  dépassent  pas  a. 
Enfin  {j)^  est  supposé  nul  pour  Ar>y.  Cette  proposition,  lorsque  l'on  suppose 
k=p  —  1,  est  une  conséquence  naturelle  du  théorème  de  Standt  sur  les 
nombres  de  Bcrnoulli.  Dans  le  même  Article,  M.  Glaisher  donne  une  éTalaa- 
lion  des  sommes 

où  p  est  un  nombre  premier  impair  et  où  r  doit  prendre  des  valeurs  divisibles 
par  p  —  I  et  telles  que  ( n)^  soit  divisible  par  p. 

Wilkinson  {A,),  —  Sur  le  groupe  transitif  de  substitutions  de 
2.4  lettres  qui  admet  deux  systèmes  d'imprimitivité  des  degrés  3 
et  4«  (iJj-iÔj). 

L'intérêt  de  ce  groupe  consiste  en  ce  qu'il  a  deux  systèmes  de  facteurs  d*im- 
primilivité  qui  ne  sont  pas  identiques  {Cf,  Jordan,  Traite  des  substitutions^ 
p.  35,  36). 

Glaisher  (./.).  —  Sur  les  sommes  des  séries  i  " -+-  2" -4- • .  .H-x*, 
et  i«—  2"  +  . .  .±x".  (1G6-204). 

L'auteur  a  donné,  dans  le  précédent  Volume  du  Quarterly  Journal,  des 
formules  générales  pour  l'évaluation  de  ces  sommes;  il  applique  ces  formules 

au  cas  où  les  développements   procèdent   suivant   les   puissances   de   j?  H — » 

x'^-^x^  ou  plus  généralement  de  j- -+- a,  x^-^inx.  Il    rencontre,   chemin  fai- 
sant, un  grand  nombre  de  relations  entre  les  coefficients. 

W alker  [G.).  —  Dispersion   de  la   lumière  par  de  petites  parti- 
cules de  matière.  (•io4-*>^»o  >. 

Co  traviiil  se  rapporte  aux  rerlieiehes  de  Loni  Hayleigb  insérées  dans  le /*A/- 
iosophic<il  Afaf^azine  d'am'il  I'^Sl.  L'auleiir  \  examine  l'eflel  d'une  particule 
iiudiorreiMent   rinuluelrire. 

Brili  (./.).  —  Sui^iieslions  en  \ue  de  la  eonslruction  d'une  théorie 
énêrale  des  svsltnies  d'équations  ptailîennes.  (29,1-242). 


^ 


I.  auteur  annonce  un   second  Mémoire  qui  conlinuera  et  complétera  cclui-ri. 
qui    est   consacré  à   la   dassilication   des   cas  ou  le  nombre  des  intégrales  d'un 
système    d'équations  pfaftîennes   est   moindre  que  le  minimum  normal  el  à  la 
discussion  de  la  fornie  <1es  condition*^  pour  qu'il  en  soit  ainsi.  La  classification 
est  exprimée  par  deux  Tabler,  de  formation  simple,  qui  donnent,  dans  lesdifff- 
rents  ca-^,  le  nombre  d'intégrales  arbitraires  el  le  nombre  d'intégrales  délff- 
roinées;  l'auteur  est  ainsi  conduit  à  distinguer  divers  groupes  de  cas;  dans  l<* 
premier,  par  exemple,  les  n  équations  pfaffiennes  contiennent  au  moins n-^'- 
t  plus  in  -i- I   variables.   C'«  >t  ce  premier  iiroupe  qu'étudie  particulièrement 

.  Brill  :  il  donnera  cn-uitc  de<  inili- ali-'n-»  >ur  le  passage  du   premier  ?roupf 
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au  second.  Il  établit,  en  se  réservant  de  montrer  plus  tard  qu'elles  sont  suffi- 
santes, les  conditions  pour  que  le  nombre  des  intégrales  puisse  être  moindre 
que  le  minimum  normal  :  la  forme  de  ces  coivditions  peut  fournir,  en  effet, 
des  renseignements  sur  la  manière  de  procéder  dans  la  théorie  de  l'intégration; 
elles  sont  bien  connues  dans  le  cas  d'une  seule  équation  pfaffienne;  le  but  de 
M.  Brill  est  de  montrer  l'analogie  du  cas  général  avec  ce  cas  particulier. 
«  Quelques  mathématiciens,  dit-il  en  terminant,  ont  exprimé  l'opinion  que  la 
méthode  de  Jacobi-Clebsch  ne  peut  pas  être  étendue  au  cas  d'un  système  d'é- 
quations pfafficnncs.  Je  pense,  cependant,  que,  par  l'introduction  d'amplifica- 
tions et  de  modifications  nécessaires,  on  peut  imaginer  une  méthode  qui  puisse 
élre  regardée  comme  une  généralisation  de  la  méthode  de  Jacobi-Clebsch  et 
permette  effectivement  la  discussion  d'un  système.  J'espère  même  avoir  fait, 
dans  ce  Mémoire,  le  premier  pas  dans  la  direction  désirée....  » 

Miller  (G,),  —  Sur  les  groupes  d'opérations  dont  Tordre  est 
moindre  que  64  et  ceux  dont  l'ordre  est  2/7',  p  étant  un  nombre 
premier.  (243-263). 

L'auteur  s'occupe  plus  particulièrement  des  groupes  d'ordre  ^S.  II  y  en  a 
cinquante-deux,  dont  cinq  sont  abéliens  et  un  hamiltonien.  Tous  contiennent 
au  moins  un  sous-groupe  d'ordre  34»  sauf  deux.  Chacun  de  ces  deux  groupes 
contient  seize  sous-groupes  d'ordre  3  et  un  sous-groupe  d'ordre  16.  Dans 
dix-sept  des  cinquante-deux  groupes  d'ordre  48,  chaque  sous-groupe  d'ordre 
premier  est  conjugué  de  lui-ménne;  dans  vingt-cinq,  il  n'y  a  qu'un  sous-groupe 
d*ordre  3,  et  plusieurs  sous-groupes  conjugués  d'ordre  a;  dans  huit  de  ces 
groupes,  il  y  a  quatre  sous-groupes  conjugués  d'ordre  3.  Tous  ces  groupes,  à 
l'exception  de  dix-huit,  contiennent  au  moins  un  sous-groupe  abéiien  d'ordre  2^. 
Dans  douze  groupes, -ce  sous  groupe  abéiien  est  cyclique,  etc. 

Outre  cette  étude  des  groupes  d'ordre  48,  le  travail  de  M.  Miller  contient 
une  étude  des  groupes  de  degré  j/7%  où  p  est  un  nombre  premier  impair. 

liad/ord  (E,),  —  Sur  la  solution  de  certaines  équations  du  sep- 
tième degré.  (263-3o6). 

Il  s'^agit  de  la  résolvante  du  septième  degré  de  l'équation  modulaire  du  hui- 
tième degré  pour  la  transfornration  du  septième  ordre.  Le  Travail  de  M.  Rad- 
ford  est  consacré  à  établir  les  résultats  que  M.  Klein  a  déduits  de  la  théorie 
des  fonctions  dans  son  Mémoire  sur  la  transformation  du  septième  ordre  des 
fonctions  elliptiques  {Afath.  Annalen,  t.  \1V),  où  il  donne  la  solution  de  l'é- 
quation modulaire  au  moyen  de  iroLs  paramètres.  M.  Radford  obtient  par  des 
procédés  algébriques  la  forme  donnée  par  M.  Klein  à  réqualif)n  modulaire:  il 
en  déduit  la  résolvante  du  septième  degré  et  exprime  les  sept  racines  au  moyen 
«les  trois  paramètres  de  .M.  Klein.  Il  expose  enfin  la  théorie  du  groupe  de  Galois 
de  168  substitutions  relatif  à  celte  équation. 

C/'fnv/orc/  (L.),  —  Démonstration  du  ihéorrnie  de  Klein  sur  les 
fondions  de  Lanii'.  (3()--.)i2). 

<!•;  tlièorèiiK*  a  «''l«'*  r-taUli    |»;ir  M.    Klein    «liiii^  \r  Tomr  WIll  do  M(tth.  An- 
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naien;  il  concerne  les  solutions  en  termes  finis  de  réquation 

^  =  U[/i(/i-f-i)pM-f-B], 

et  la  distribution  des  racines  des  équations  en  pu  obtenues  en  les  égalante 
zéro. 

Whipple  {F')'  —  La  stabilité  du  mouvement  de  la  bîcyclellc. 

(3IO-348). 

L'auteur  signale  Texistence  de  quatre  vitesses  critiques  qui  limiteot  les  in- 
tervalles de  stabilité  et  d'instabilité  dans  le  mouvement;  il  indique  comment 
le  cycliste  doit  se  déplacer  et  se  servir  du  guidon. 

Glaisher  («/.).  —  Sur  les  restes  relatifs  à  z?""*"'  d'un  coefficient  bî- 
nomial  divisible  par/)".  (349-36o). 

Glaisher  (/.).  —  Un  théorème  de  congruence  relatif  aux  sommes 
des  coefficients  binomiaux.  (36i-383). 

Voir  plus  haut. 

Dickson  {L.),  —  Simplicité  du  groupe  abélien  à  deux  couples 
d'indices  dans  le  domaine  de  Galois  d'ordre  2",  /i  >  i  -  (383- 

384). 

Complément  au  Mémoire  :  On  a  triply  infinité  System  of  simple  groups, 
publié  dans  le  Tome  précédent  du  Quarterly  Journal. 

J.  T. 


ANNALKS  SCIKNTIFIOUKS  DE  L  ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE,    pibliées 

SOIS    LES   AISPICES    Dl    MlMSFRE    DE    L  InSTRIXTIOX    PUBLIQUE,  PAR  UN  CoMITÉ 
IH:   REDVCTION  COMPOSÉ  DE  MM.  LES  MaÎTRES  DE  CONFERENCES  DE  l'ÉcOLE. 

Troisième  série,  l.  XV.  1898  i  M. 
f.c  /^>^  ( /:'.    .    —   Sur  riiUéi^rahon  dos  équations  de  la  chaleur. 


V  é 


\<*n>  .Hial\  >or'Mi>  i  i  1  «Mi-ieMuD'e  do  ro  srand  Mémoire,  dont  la  première 
ï\ulio  A  flo  jMiMir^?  i  n)>  lo  \  oîumo  prooideiu  »jt^  Annales  de  l'École  Xormaïe 
et  k\\\\  a  tto  |>iH>«^:>'.  c  Muino  ih' >o  Je  ti-M  toral  d  la  Facullc  des  Sciences  de 
rari>. 

La  lliovMio  analWi^.i'.   .lo  la  {»r;»p,ï^ali.Mi  -io  la  .haloiir  «oulëvc  des  problème«i 


V^   \  >.r  a-.r-'f'    '     Wlll 
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de  Calcul  intégra!  qu*il  importe  d'étudier  attentivement,  parce  qu'ils  constituent 
le  type  le  plus  simple  de  ces  intégrations  si  difficiles  et  si  peu  connues  que  l'on 
rencontre  à  chaque  pas  dans  les  divers  domaines  de  la  Physique  mathématique. 
Il  s'agit  de  certaines  équations  aux  dérivées  partielles,  telles  que  l'équation 
AV  =  o  de  Laplace  et  pour  chacune  desquelles  il  faut  établir  une  proposition 
analogue  au  principe  de  Dirichlet.  On  voit  que  ces  problèmes  présentent  de  l'in- 
térêt, non  seulement  pour  la  Physique,  mais  encore  et  surtout  pour  l'Analyse 
pure,  à  cause  de  leur  lien  avec  la  théorie  générale  des  fonctions. 

Préoccupés  d'une  idée  qui  régnait  autrefois  et  d'après  laquelle  une  intégration 
n'était  réputée  faite  que  si  l'on  parvenait  à  découvrir  la  forme  explicite  de  la 
fonction  inconnue,  les  géomètres  par  qui  fut  inaugurée  la  théorie  de  la  chaleur 
ont  toujours  cherché  à  construire  la  solution  d'un  problème  de  Physique  à  l'aide 
d'une  série  de  solutions  simples  jouant  le  nMe  d'éléments  analytiques  qui  est 
dévolu  aux  fonctions  circulaires  dans  les  séries  de  Fourier.  Mais  ce  procédé, 
qui  n'a  donné  de  résultats  précis  que  dans  des  cas  très  particuliers,  ne  parait 
pas  devoir  être  conservé  lorsqu'il  s'agit  des  cas  généraux  où  le  corps  étudié  a 
une  forme  quelconque.  Il  faut  alors  recourir  à  des  méthodes  plus  compliquées, 
semblables  à  celles  que  MM.  Schwarz,  Neumann  et  Poincaré  ont  imaginées  pour 
démontrer  le  principe  de  Dirichlet.  On  n'obtient  de  la  sorte,  il  est  vrai,  que 
des  théorèmes  d'existence.  Toutefois,  il  est  possible  de  déduire  de  ces  théorèmes 
eux-mêmes  les  séries  que  la  méthode  des  solutions  simples  eiU  fait  considérer 
a  priori.  Telles  sont  les  deux  conclusions  à  l'établissement  desquelles  est  con- 
sacré le  Mémoire  de  M.  Le  Roy. 

Première  Partie.  —  Les  équations  de  l* équilibre  thermique  et  la  généra- 
lisation du  principe  de  Dirichlet. 
Soit  l'équation 

^  ôx  dy  ôz       ''  ' 

où  a,  6,  c,  /,  9  désignent  des  fonctions  connues  des  coordonnées  x,  y,  z.  Si  T 
est  un  domaine  limité  par  une  surface  fermée  S,  on  se  propose  de  trouver  une 
intégrale  de  (i),  continue  dans  T  et  prenantsur  S  des  valeurs  données  :  c'est  le 
problème  de  Dirichlet  généralisé.  Les  principes  de  la  théorie  de  la  chaleur 
invitent  à  se  borner  au  cas  où  adx  -h  bdy  H-  cdz  est  une  diiïérentielle 
exacte  d^. 

Le  problème  admet-il  plusieurs  solutions?  On  reconnaît  que  non,  si  /2o 
dans  T.  Faisant  la  substitution  V  =  XU  et  déterminant  convenablement  X,  on 
étend  cette  conclusion  à  plusieurs  autres  cas.    Eu  particulier^  si   l'on  prend 

_  I* 
Tcquation  (i)  est  ramené.*  à  la  forme 

<  -^  >  ^  ^  =  4  -^  (  '>i  "^  ^  ^  'TJ  -^ 4 -^  -^J  -^  -^  ^^ 

et  il  suffit  que  l'on  ait 

I  fda        ()h        ()c\       (r -\- b- -'- c^' 

•1  \f)x       f)y       ôz!  4  ''  ' 

pour  que  l'un  puisse  uflirnicr  que  le  proMciiic  nu  qu'une  :>eulc  sululion. 
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Si  l'on  ne  fuit  aucune  hypothèse  sur  les  roefncients  a,  6,  r,  €/,  y,  s,  la  mène 
proposition  subsiste  lorsque  le  volume  de  T  est  assez  petit. 

Toutefois  cette  condition  nest  pas  nécessaire  :  on  pourrait,  par  exemple,  se 
contenter  de  supposer  que  le  domaine  T  est  compris  entre  deux  plans  parallèles 
d'ècarlciiicnt  sufJisammrnt  petit. 

Ces  divers  tliéorèmcs,  déjà  signalés  en  partie  par  M.  Picard,  sont  établis,  saas 
autres  hypothèses  «fue  celles  ({ui  si»nt  strictement  nécessaires  pour  que  le  pm- 
hlème  p<»sé  ait  un  sens,  à  l'aide  d'une  remarque  faite  par  M.  Paraf  dans  sa  thes« 
{Annales  de  lu  Faculté  des  Sciences  île  Toulouse.  189Q  )  et  d'une  méthode 
d'approximations  successives  qui  jouera  un  ^rand  nMe  dans  tgut  le  Travail. 

IMus  généralement,  le  problème  de  Dirichlet,  étendu  à  Téquation  non  linéaire 


1\     -  /  (  .r,  y,  -,  \  ,      ■  »  -7-  »   -T-  Il 
•^  \      •  Ox    Oy     ()z } 


ne  coniporte  (|u'une  solution  si  y  croit  avec  V. 

Il  reste  maintenant  à  démontrer  Xexistence  effective  d'une  solution. 

Ou  commenee  par  ré(]uation  linéaire  (i).  La  méthode  du  balayage,  indi- 
quée par  M.  IN)inearé  au  sujet  de  l'éipiation  de  Laplace,  peut  «^tre  transformée 
do  telle  manière  qu'elle  serve  à  prouver  simultanément  le  principe  de  Dirichlei 
et  ses  ;;énéraliNations.  M.  Le  Hoy  montre,  en  edet,  en  utilisant  la  r«*durtion  de 
ré(|uahon  >i;;nalée  plus  haut,  (fue  les   méthodes  d'approximations    successives 
de  M.  ricard  permettent  d'(d)teiiir,  en  toute  rii^ueur^  la  solution  du  problème 
dans  le  cas  011  T  est  une  sphère  ou  l'opace  compris  entre  deux  spliêres  con- 
ccntri(|ues.   In  théorème  semblable  à  celui  de  Ilarnack  est  ensuite  établi  pour 
les  foiutiiMK  qui  vérifient  (1),  et  l'on  en  conclut  (|ue  l'on  peut  se  l>orner,  sans 
restreindre  la  généralité,  A  supposer  (|ue  V  prend  sur  S  les m(>mes  valeurs  qu'un 
polynôme.   Kniiii,  les  inégalités  fondamentales  du   balavage  sont  obtenues  sans 
qu'on  ait  à  faire  intervi'iiir  les  propriétés  parlieulières  du  potentiel  newtnnien. 

La  méthode  de  M.  Poiiicaré  est  ainsi  rendue  générale  et  fournit,  en  lin  de 
eomple.  la  solution  demandée.  L'exislen«"e  de  celle-ci  est  d<mc  prouvée  pitur 
iMi  doni<iine  T  d<Mii  rniiin'  de  (oniiexion  e>t  absolument  ({uelconque,  les  va- 
leurs ijnnnéeH  niir  S  l't.iiil  siMileiueiit  iisiri>ii)ies  a  former  une  fonction  cuntinuir 
ri  S  pMU\tiii(  présrnier  cerlaiiu*'»  sini;ii|arilés,  par  e\<*mple  d<rs  sin;;nlarités 
sdilhinlfs.  l/,<iiteur  termine  en  indi«]Uiiiit  que  la  méthode  ne  réclamerait  que 
peu  de  iiioililir.ihnns  pnur  s'applii]uer  à  une  é(]uation  linéaire  irréductible, 
i\">[  .i-(hri'  non  sus<'<>plible  <rèln'  ramenée  à  la  f«)rme  (  •»  )•  <*l  «fu'elle  réussit 
au«»'«i  bien,  i/ut'l  t/nr  snit  le  nonihrc  des  varitihlrs  indépendantes. 

M.  Le  lîo\    pasM^  ensuite  a  l'examen  de  réqnati«iii  non  linéaire 

iU:  (ix-  'iz        ■ 

fi  1/ r       h(/\-       r  dz    él.nit    lonjour^    une    ililb  lenl ii-lle   o\.»«  le   et    /  <  roi<^sant 

M  <  i>nonl«-H'  .in^»:   ri-i|u;il|i>n 

I  \)  Alt»/  -h  ■    r  '-  /    \  .  T.  \  ,  z  )    ^'  ^. 

'  lir  'h'  'fz 

].^  ■i'iiii.iiiii.'    I    ii\,inl   i|«  N  «iiineii^iiMi^  ijii«'lt   'iiiiiM'"-.    ^I     Le  }{<*\  fait   lem.irqnri- 
qiii    l.<    i.ijulpin    <!'       ',  ■   |"ii(    •'■fri*  «  .i|i  iil»"«'     |iiiiM    !•  •  |M  fili-  x.ilfiii"  iji     l,<    %  iiii- 
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stante  ç,  à  l'aide  des  procédés  d'approximations  successives  de  M.  Picard.  Cela 
fait,  on  peut  regarder  U  comme  une  fonction  de  Ç.  holomorphe  au  voisinage 
de  Ç  =0.  Une  méthode  de  prolongement  analytique  permet  de  passer  de  ce  cas 
à  celui  où  ^  a  une  valeur  positive  quelconque.  Il  suflit  alors  de  prendre  Ç  =  i 
pour  obtenir  l'intégrale  de  (3). 

Un  cas  particulier  remarquable  est  celui  de  l'équation 

AU=A(x,y,s)cU        (A>o), 

dont  on  connaît  le  rôle  important  dans  plusieurs  problèmes  de  Géométrie  et 
d'Analyse,  notamment  dans  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes. 

Deuxième  Partie.  —  Le  problème  de  Dirichlet  et  les  fonctions  luzrmoniques 
fondamentales  attachées  à  une  surface  fermée. 

La  méthode  du  balayage  rend  certaine  l'existence  d'une  solution  du  problème 
de  Dirichlet.  Mais  la  forme  analytique  de  cette  solution  reste  inconnue.  Or, 
il  serait  vraiment  insuffisant  de  se  borner,  dans  une  question  aussi  importante, 
à  un  simple  théorème  d'existence.  Il  faut  donc  voir  si,  le  principe  de  Dirichlet 
étant  établi,  il  ne  deviendrait  pas  possible  d'obtenir,  a  posteriori,  une  expres- 
sion analytique  de  la  fonction  harmonique  qui  prend  sur  S  des  valeurs  don- 
nées, par  une  série  de  fonctions  harmoniques  simples,  d'après  le  procédé 
constamment  employé  en  Physique  mathématique.  On  l'avait  déjà  fait  dans 
quelques  cas  particuliers,  tels  que  ceux  de  la  sphère  et  de  l'ellipsoïde,  traités 
respectivement  par  Laplace  et  par  Lamé.  Le  but  de  cette  seconde  Partie  est  de 
généraliser  ces  résultats  classiques.  On  y  établit  que  la  démonstration  préa- 
lable des  théorèmes  d'existence  permet  de  trouver  comme  conséquences  les 
développements  en  séries  de  termes  simples,  par  lesquels,  si  Von  adoptait 
les  idées  de  Lamé,  on  chercherait  à  construire  la  solution  du  problème  de 
Dirichlet. 

Pour  arriver  à  cette  conclusion,  l'auteur  définit  certaines  fonctions  qu'il 
appelle  fonctions  harmoniques  fondamentales  attachées  à  la  surface 
donnée  S  et  dont  voici  la  nature.  Il  existe  un  ensemble  dénombrable  de  con- 
stantes positives  non  décroissantes 

S»|»       Sj>       S3»        •  •  •  T       5«»        •  •  •  1 

auxquelles  correspondent  les  potentiels  newtoniens  de  certaines  couches  simples 
de  matière  attirante  répandue  sur  S, 


W       W        W  W 


vérifiant  les  relations 


L   _}_   L 

du-  dn^ 


^         /d\\^        d\\\ 

f\\ld7  =  i,  /^  W,. W^  r/T  =  o         (py^q). 

•  s  «s 

Pour  établir  rexislcnce  de  ro  fonciimis,  M.   Le   \\**y  dclcriiTinr  l«'   potcnlicl 


c"A        r"a       -«       ^ 


--T  .F., 


•>t  Vf  .t»t  ru*  r«?  -iM  /:.ffr:i:.n  ifri>-Sfi«f  rf«  ^  kUcmmrpàe em  Umi  points 
uiMf  «ux  f^-yjKU  \^  ^iù  h'^%^  d.n  p'ji'jt  K.mt'la  admettSMî  tomme  residmM  Ui 

V»;  ^,  vj.  j-tTL".  iti*  .;;irr  ♦  *-i  ixi*  ï--.r  *  îc-xt^ikat  ««ii^Bl  l«  fcaciio»»  fo«- 

rUur  ti  a  i  tzUrieur  dt  ?.  7i^  /'«^i  i^ur  ^  Ut  K^aleurt  ♦.  L«  »ol«tio«  da 
;,f',i>a**  it  I/.r..-.  ••-  •.*!.:  .t:rr.*'tr  r-- c»KTi*^r.  *c  trcw^e  aiB«î  «xpriatee 
p«5  HA  pioiex.:.-:!  it  *-:a:Z2*  ii-tri-î.  ■ST»e-i;ï»*fciîo  «r^fco^vdami  ««ivaot  de* 
Vrta**:':  •.ai->*-  O*.'.*  cot  its^^:-!  •-::*&:  «a  c»*  oa  ♦  ««  *i"FÏ*™**t  continae  : 
'^Vi*:!!»^:^'.  ;«  vrr.*^  ft  *>*.  »j  .-r»  ^  .'S^'rjrçtte  qu>9  l->ït  p>.ftt  •-.•■  **loe  «ir  S. 
triait  tur  7î  :^  *<:,*  i..*^a  ;a*  p-çB:-r:r*  :.»*rx*«tç  a'^«  ^tpreaeMte  pas  moiB» 
♦.  p«.*-îu>:J  *  p-traj*:'.  -2*  f:«-:oi^r  <«^e  fj». :.■:••  a»**:  l**"*  aj-proximalioo  qae 

f^'i  r-s^ui'-iî.*  î-^Dt  t'jv.'tiliLle*  d*  CTïiTr4Îi«li*.'0.  L»'*ntr«  foBflion*  foada- 

5  ^tifit  «rif:  r>n-.tioD  p-o^iii^ç.  JM  s  e*:  j.rof^'«rtJ'''nn^lîç  ^  la  deofilr  de  la  couche 
•:l«'',tri'|ue  «ïn  «r/juiIiLr^  tur  S.  va  «  U  rla*r<  d*  fon'.ti"0«  f..«nda  mental  es  dite 
principaie.  I>tt  foa>.tiori«  d-ï  re:>  cl«**r  se  réduisant  aux  fondions  de  La  place 
daQ%  l-ï  *.as  de  la  *ph*:re  el  aux  fon-tioo?  de  Lame  dan*  Je  ca*  de  l'ellipsoïde. 

Ln  s^,urtk\,  tllcs  '^b*;i---:ril  «  !d  r'rîa'.i-.n 

':ri   p;irl<irjt  tU,  I.iqii'.li*    M.    l'^m^-ir*    h\.iit  <-*.t\-.-  «i-ja   «lol-lt  nir  de*   résullat» 

J^d  «.'»ii«i'l#;r^tiofi  d«  *  fwilion"  f'in-J.imcni  jIi.-*  de  Id  rîa>>e  [«rincipûle  permet 
d*;  \trtit:rit'fUix*:i  '-ui  (du«  d'un  point  Id  lli'.-'iic  dc^  f'inrlion*  harmonique*.  On 
f.'twAiti*  ,  p'ii  «:x<-iiipl<-.  qiif:  la  méthode  de  .\eumaun  ptiur  rt-^oiidre  le  problrm** 
«1«-  f>iri<ld<-t  p';iii  -ervir.  -inon  a  rl^hlir  rox/'i/ie/ire  d'nnr'  <^ii|iition.  du  moin<  à 
tulfulr.r  i<tti-   ».'iliitiMfi.  <y//<?/  y(//'  soit  {'ordre  d*r  connexion  de  S.  On  arrive 

<';.mN'||i«-iiI    .1    < '>ri«ti  iiit«-    »nr:   f'in<-tion    li;ii  ni"niiiu<-    \,    lollc   que  —. —  ou    -z — 

\m'nuf  ^«lr  •*»  d»-.  \^\itn^  donni-c^.  Kiifin  M.  Lf  lt<«y  iii-nitrr  ein:«»rc  ••••iiiiiiciil 
on  ft.ttviiiii  ,i  li.iil<r  iifi  |;t<d»l'-riu.*  qii'-  •»*iuI»-m;  l.t  tlii'»in.-  du  Mi;i2io'*ti*niC  ri 
i|ui    tnu'i-ii:    ,1    di-l<Tfiiifii-i     mit:    toncliou    li;ii  inninquc    \     \<-iili:int    sur    S    la 

irj.it  iiill 


./\  ^    d\ 

dn  dn. 


'1'  d'  'i^ii'iiil    'iiii-    foN'Ii"!!    'I    riM«i    ■!   //    Miii    I '.ri-l  .nl«-   |)<>>ili\r.    L'"   pr'ddilU'.*   do 
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l'équilibre  thermique  pourrait  être  abordé  de  la  même  façon  dans  le  cas  où  il 
y  a  rayonnement;  mais  M.  Le  Roy  le  laisse  de  côté  ici,  ayant  déjà  indiqué 
ailleurs  (  Comptée  rendus,  iSqS)  une  solution  rigoureuse. 

Troisième  Partie.  —  Le  refroidissement  des  corps  solides  et  le  problème 
de  Fourier, 

Le  problème  de  Pourier  consiste  à  construire  une  fonction  V,  continue 
dans  Ty  vériflant  Téquation 

"•<-%■ 

et  se  réduisant  à  des  fonctions  données,  pour  t  —  o  dans  T,  et  quel  que  soit 
t  sur  S.  L'auteur  démontre  d'abord  Timpossibilité  de  plusieurs  solutions,  puis 
l'existence  effective  d'une  solution. 

Les  seuls  travaux  antérieurs  que  Ton  puisse  citer  étaient  dus  à  M.  Poincaré 
et  relatifs  à  la  méthode  des  solutions  simples,  M.  Le  Roy  suit  une  marche  toute 
différente.  Au  lieu  d'éliminer  des  calculs  la  variable  t  qui  représente  le  temps 
et  de  ramener  ainsi  l'intégration  cherchée  au  développement  d'une  fonction  de 
{^x^y^z)  en  série  d'une  certaine  forme,  il  démontre  directement  l'existence 
d'une  solution  du  problème  de  Fourier,  comme  il  a  fait  pour  le  problème  de 
Dirichlet  généralisé.  Les  séries  de  termes  simples  que  M.  Poincaré  considérait 
a  priori  ne  sont  d'ailleurs  pus  rejetées  pour  cela  :  elles  se  retrouvent  à  la  fin, 
mais  comme  conséquences  des  théorèmes  d'existence  établis  d'abord. 

Le  premier  point  est  de  réduire  le  cas  général  à  celui  où  les  températures 
périphériques  données  sont  constamment  nulles.  M.  Le  Roy  y  parvient  en  trai- 
tant le  cas  intermédiaire  d'un  corps  plongé  dans  la  glace  fondante,  mais  con- 
tenant à  son  intérieur  des  sources  calorifiques.  Ce  cas  lui-même  est  ramené  au 
cas  simple  par  une  série  de  considérations  où  interviennent  des  méthodes  d'ap- 
proximations successives  et  de  prolongement  analytique  semblables  à  celles  de 
la  première  Partie,  ainsi  que  les  propriétés  des  séries  trigonométriques,  de 
l'intégrale  de  Fourier  et  des  développements  de  Taylor.  L'emploi  des  fonctions 
de  Bessel  permet  d'ailleurs  d'achever  la  question  en  ce  qui  concerne  la  sphère 
ou  l'espace  compris  entre  deux  sphères  concentriques. 

Cela  posé,  une  nouvelle  transformation  de  la  méthode  du  balayage,  imitée  de 
celle  qui  a  servi  dans  la  première  Partie,  permet  de  démontrer  l'existence 
d'une  solution  dans  le  cas  général.  Les  artifices  employés  sont  trop  divers  pour 
être  résumés.  Qu'il  suffise  de  dire  que  le  raisonnement  tout  entier  est  fondé  sur 
la  remarque  simple  qui  a  conduit  à  affirmer  l'impossibilité  de  plusieurs  solu- 
tions. Ajoutons  que  l'on  recueille  ici  le  bénéfice  des  transformations  apportées 
plus  haut  à  la  méthode  du  balayage  :  étant  débarrassée  de  ce  qui  était  propre 
à  l'équation  de  Laplace,  elle  se  trouve  naturellement  prête  à  recevoir  de  nou- 
velles généralisations. 

M.  Le  Roy  termine  en  montrant  comment  la  solution  obtenue  peut  s'expri- 
mer par  une  série  de  termes  simples  procédant  suivant  les  fonctions  fonda- 
mentales U  de  M.  Poincaré,  qui  sont  nulles  sur  S  et  satisfont  dans  T  à 
l'équation 

Il  suffit  que  la  série  SA  U  soit  convergente,  pour  qu'elle  représente 
effectivement  la  fonction  arbitraire  qui  lui  a  donné  naissance.  On  trouve 
d'ailleurs  aisément  des  caractères  de  convergence.  En  tout  ca»,  que  la  ïsé rie  soit 
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convergente  ou  non,  on  peut  construire  une  suite  finie  de  fondions  U  9111 
représente  une  fonction  arbitraire,  nulle  sur  S,  avec  teiie  approjcimatiM 
que  l'on  veut.  En  combinant  les  fonctions  U  aux  fonctions  W  ,  00  arrive  à 
des  conrlusions  plus  générales  encore.  Ces  diverses  propositions  peuvent  être 
utiles  dans  bien  des  questions  de  Physique,  notamment  dans  le  problème  de^ 
membranes  vibrantes,  que  Ton  réussit  à  résoudre  en  les  utilisant,  sinon  exac- 
tement, du  moins  avec  telle  approximation  que  l'on  veut. 

Les  dernières  pages  du  Mémoire  sont  consacrées  à  quelques  îndicatioas 
rapides  sur  la  possibilité  d'appliquer  les  méthodes  d'approximations  succès* 
sives  de  M.  Picard  à  l'étude  des  équations  générales  du  régime  variable  pour 
un  corps  hétérogène,  contenant  à  son  intérieur  des  sources  calorifiques  et  main- 
tenu à  sa  surface  à  des  températures  données,  variables  avec  le  temps. 

Guichard.   —    Sur   les   systèmes   orthogonaux   et   les    sjslèmes 
cycliques.  (i79-2vi'j). 

Suite  du  Mémoire  dont  les  deux  premiers  Chapitres  ont  paru  dans  le  Volume 
précédent  du  même  Recueil  (Chap.  III  et  IV). 

Beudon  (/.).  —  Sur  des  systèmes  d^équations  aux  dérivées  par- 
tielles analogues  aux  équations  du  premier  ordre.  (1^29-242). 

L'objet  de  ce  Travail  est  l'étude  des  syst(mes  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles définissant  une  fonction  ^  de  /i  variables  indépendantes  x^^x^y ,  ^.-it 

x^  et  dont  la  solution  dépend  d'une  fonction  arbitraire  de  (/i  —  i)  arguments 

Le  premier  Chapitre  est  consacré  au  cas  général.  Si  le  système  donné  est 
d'ordre /?,  on  peut  toujours  le  rendre  linéaire  on  formant  les  équations  d'ordre 
(/7H-i)  qui  s'en  déduisent  par  diiïérentialion  :  aussi  l'autour  s'en  tient-il  aux 
systcnics  linéaires.  Il  montre  (pu^  l'on  peut  toujours  donnera  ces  systèmes  une 
forme  normale  qui  met  en  rvidcnr.o  li'urs  analogies  avec  les  équations  du  pi*c- 
îiiier  ordre.  Voici  lo  résultat  do  son  analyse  : 

Si  un  système  d'é^/uutions  aux  (b'riw'cs  partielles  linéaires  d*ordre  p 
définissant  une  fonction  de  n  variahles  a  une  solution  générale  dépendant 
(l'une  fonction  arbitraire  de  n  —  i  nrf^uments,  on  peut  toujours  mettre  les 
éf/uations  qui  le  composent  sous  la  forme 

où  l'on  a  pose 

I  n 


A,  A. 


A_  /.  . 


n 


r/,,  n.,  ...,  a^^  etiint  drs  fonctions  dr^  varitihlrs  indiipendantes,  de  la  fonc- 
tion z  et  de  ses  ilr'rtK'ers  jusqn'tt  l'ordre  p  --\,  qui  restant  les  mêmes  pour 
toutes  les  èquritinns,  it  les  \a,  .  a.,  étant  des  f/nrfions  des  mrnies  arguments 
qui  ftciti'ent  ehanurr  d'une  rqntttion  à  l' mitre. 


•  .'•  "-x-l'iH'-  |i<»->'"  ■!■•  il'*    «  .ir.i- i«ii~M|ii'-    .1    iiin-  •liiip'ii-wMi.   >i    l  "H    >•■   dont 
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une  mulliplicitc  ponctuelle  à  /i  —  i  dimensions,  on  obtient,  par  des  équations 
différentielles  ordinaires,  l'orientation  des  éléments  d'ordre  p  —  i  des  diiïé- 
rentes  surfaces  intégrales  qui  contiennent  cette  multiplicité,  et  Ton  engendre 
ensuite  chacune  de  ces  surfaces  par  les  caractéristiques,  à  la  façon  habituelle. 

Le  Chapitre  se  termine  par  l'indication  de  l'existence  de  multiplicités  singu- 
lières. 

Le  second  Chapitre  traite  particulièrement  des  systèmes  linéaires  et  du  second 
ordre.  On  y  trouve  d'abord  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Tout  système  linéaire  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre 
définissant  une  fonction  z  de  n  variables  :r,,j:},  ...,j:^,  dont  la  solution 
générale  dépend  d'une  fonction  arbitraire  de  {n  —  \)  arguments  peut  être 
mis  sous  la  forme 

n  — 1 

tJJU  i  Ua» 


où  l'on  a  posé 


Pii  = 


d'z 


avec  les  conditions 


ôXi  âxi 


i 


» 


L'auteur  s'occupe  ensuite  des  multiplicités  intégrales.  Se  donnant  une  multi- 
plicité ponctuelle  à  n  —  i  dimensions,  savoir  z  et  x^  en  fonction  de  x^,  j:,,  ..., 
j:^_p  il  montre  que  l'orientation  des  éléments  du  premier  ordre  sur  cette  mul- 
tiplicité ne  dépend  que  d'équations  difTércntielles  ordinaires.  Les  caractéris- 
tiques sont  d'ailleurs 

,     __  dx^  _  dx^  _       _  dx^^y  _  ^  __  ^? 

Les  multiplicités  singulières  à  /i  —  i  dimensions  sont  déterminées  par  les 
deux  équations  du  premier  ordre  en  z  et  x^ 


\^  —  dx^  ,       v  —  ^^ 


où  a   désigne  ce  que  devient  la  fonction  a.  quand  on  y  remplace  p^  par 

dz  âx„ 

résultat  qui  se  trouve  être  indépendant  de  p„. 

Les  multiplicités  singulières  sont  engendrées  par  les  caractéristiques  du 
système  proposé  :  pour  les  obtenir,  on  considère  une  multiplicité  d'éléments 
unis  du  premier  ordre  à  (n  —  3)  dimensions,  susceptibles  de  porter  des  éléments 
unis  d'ordre  /?,  vérifiant  le  système  étudié,  et  l'on  fait  passer  une  caractéris- 
tique par  chaque  élément  de  cette  multiplicité. 


6u  SECONDIi  PARTIR. 

Drach  (,/.).  —  Essai  sur  une  théorie  générale  de  l'intégration  et 
sur  la  classification  des  transcendantes.  ( 243-384  )• 

Extrait  de  l* Introduction,  —  Nous  avons  tenté  ici  de  fixer  les  traits  essen- 
tiels de  cette  classification  en  nous  bornant  aux  transcendantes  les  plus  simples  : 
celles  qui  vérifient  des  équations  différentielles  algébriques  et  plus  particuliè- 
rement des  équations  du  premier  ordre. 

Galois  a  réalisé,  pour  les  nombres  et  les  fonctions  algébriques,  la  classifica- 
tion réclamée  par  Lacroix. 

Liouville  a  définitivement  établi  le  caractère  transcendant  de  certaines  fonc- 
tions simples. 

Une  classe  particulière  de  transcendantes,  les  intégrales  de  différentielles  al- 
gébriques et  les  fonctions  qui  s'y  rattachent,  a  accaparé  ensuite  pendant  long* 
temps  l'attention  des  géomètres.  C'est  seulement  de  nos  jours  que  Tétude  des 
équations  linéaires  à  coefficients  rationnels  ou  algébriques  a  permis  d'entrevoir 
pour  les  transcendantes  qui  vérifient  ^ces  équations,  une  classification  ration- 
nelle. 

Jamais,  d'ailleurs,  le  problème  de  Lacroix  n'a  élé  posé  d'une  manière  pré- 
cise, et  c'est  par  là  que  nous  avons  dû  commencer. 

Les  recherches  de  Galois  nous  ont  appris  que  les  nombres  cUgébriques  ne 
sont  jamais  déterminés  d'une  maniera  unique  par  les  relations  algébriques 
entières  à  coefficients  rationnels  qu'ils  vérifient. 

Un  fait  analogue  s'est  présenté  dans  l'étude  des  fonctions  algébriques  d'une 
variable,  où  son  importance  a  été  mise  en  évidence  par  Puiseux  :  en  revenant 
à  la  détermination  initiale  de  la  variable,  on  ne  retrouve  pas  nécessairement 
les  déterminations  initiales  des  diverses  fonctions  conjuguées;  une  certaine 
permutation  s'est  effectuée  sur  ces  déterminations  et  cette  permutation  est 
l'une  de  celles  que  donne  la  théorie  de  Galois. 

L'étude  des  transcendantes   les  plus  simples,  celle  de  la  fonction   logarith- 
mique, par  exemple,  amène  aux  mêmes  conclusions. 

Toutes  CCS  recherches  avaient  mis  en   évidence  le  rùle  joué  par  l'ensemble 
des   relations  rationnelles   vérifiées  par   les  éléments  que  Ton  étudie  et  leurs 
dérivées  d'ordre  (|uelconque,  ou  plutôt   par  les  transformations  (ju'il   est  pos- 
sible de  faire  subir  aux  éléments  sans  altérer  cet  ensemble.  Ces  transformations 
formaient,  d'ailleurs,  toujours  un  groupe,  puisque  la  succession  de  deux  d'entre 
elles  laissait  évidemment  l'ensemble  inaltéré.  Il  était,  dès  lors,  tout  naturel  tie 
chercher  à   étendre  les   résultats   obtenus  aux  gronpes  les  plus  généraux  que 
iMM.    Sophus   Lie  et   Picard   venaient  de  découvrir,  dont   les  Iransfornialioos 
pouvaient  dépendre  de  lonclions  arbitraires.  M.  Lie  montrait  que  presque  tou!« 
les  CHS  d'abaissement  qui  s'étaient  présentés  jusqu'alors  dans  TintégralioD  des 
équations  différentielles  ordinaires  résultent  de  l'existence  de  transformations, 
dépendant  d'un  nombre  limité  de  paramètres,  qui  laissent  invariables  les  équa- 
tions considérées.  Ces  transformations  forment  nécessairement  un  groupe. 

Malheureusement,  les  cas  signalés  par  M.  Lie  étaient  ii.n\']o\iTs  particuliers: 
une  équation  diflerenliellc  ordinaire,  d'ordre  supérieur  au  premier,  n'admet 
pas  en  général  de  groupe,  au  sens  de  .M.  Lie.  Les  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  et  les  systèmes  complets  étudiés  par  AL  Lie  sont  aussi  très 
particuliers.  La  même  observation  s'étend  à  plus  forte  raison  aux  équations 
d'ordre  supérieur  qui  admettent  des  groupes.  On  peut  donc  affirmer  que  l'op- 
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plication,  indiquée  par  M.  Lie,  de  sa  théorie  des  groupes  à  l'intégration 
des  équations  n'est  pas  la  véritable  généralisation  de  la  méthode  employée 
par  Galois  pour  les  équations  algébriques. 

Les  travaux  de  M.  Picard,  sur  les  équations  diiTcrentielIcs  linéaires,  mon- 
traient la  voie  où  il  fallait  s'engager  pour  parvenir  à  cette  généralisation. 

Le  succès  de  la  méthode  de  Galois  tient  uniquement  à  la  remarque  suivante  : 
on  peut  exprimer  tous  les  éléments  qui  satisfont  à  l'équation  que  l'on  étudie, 
comme /o/ic£fb/i  déterminée  d'un  nombre  limité  d'entre  eux,  formant  un  sys- 
tème fondamental.  Cela  suffit  pour  permettre  l'extension  de  la  théorie  de 
Galois. 

Soit  un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles,  définissant  p  fonctions 
Xj,  z^^  .,.yZ  àt  n  variables  x,,  x^,  . . .,  x^,  et  supposons  que  la  solution  géné- 
rale de  ce  système  s'exprime  d'une  manière  déterminée,  toujours  la  même, 
à  l'aide  d'un  nombre  fini  r  de  solutions  particulières  quelconques,  des  variables 
et  d'un  nombre  fini  de  constantes  arbitraires  C|, c,,  •••«c^  ou  de  fonctions  arbi- 
traires 9i,93«  •••)  ?i^  d'arguments  déterminés;  nous  dirons  que  les  solutions  du 
système  dépendent  d'un  nombre  limité  r  d'éléments  fondamentaux.  Si  l'on 
veut  édifier  une  théorie  complète  de  la  détermination  de  ^,«  ^},  ...,z,  il  est 
nécessaire  de  substituer  à  la  recherche  de  la  solution  générale,  celle,  équiva- 
lente, de  r  solutions  particulières  formant  un  système  fondamental. 

Ce  second  problème  dépend  toujours  de  l'étude  d'un  groupe,  qui  j'oue,  dans 
l'intégration  du  système,  le  même  rôle  que  le  groupe  symétrique  dans 
l'étude  des  équations  algébriques  ou  le  groupe  linéaire  et  homogène  dans 
r  étude  des  équations  différentielles  linéaires. 

Parmi  les  systèmes  dont  la  solution  dépend  d'un  nombre  limité  d'éléments 
fondamentaux,  les  plus  importants  sont  formés  par  \ts  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Le  groupe  à  considérer  est,  dans  ce  cas, 
un  groupe  de  transformations  ponctuelles.  A  toute  équation 

(\  ^r  <        V  ^^  *         OZ  .  OZ 

.)  X(.)=_+A.^+...+  A.5^^  =  o, 

à  coefficients  rationnels,  dont  x;p  z,,  ...,«.  forment  un  système  fondamental 
de  solutions,  est  attaché  un  groupe  r,  contenu  dans  le  groupe  ponctuel  gé- 
néral r.  des  transformations  de  ^i,  x;,,  ...,^^,  que  nous  appelons  son  groupe 
de  rationalité  et  qui  possède  les  propriétés  : 

Tous  les  invariants  rationnels  de  r,  lorsqu'on  étend  les  transformations  en 
regardant  les  z  comme  des  fonctions  des  /i  + 1  variables  x,  j?,,  ...,j?.,  s'ex- 
priment rationnellement  à  l'aide  des  x; 

Toute  fonction  des  z  qui  s'exprime  rationnellement  à  l'aide  des  x  est  une 
fonction  de  ces  invariants  différentiels. 

L'intégration  de  l'équation  (i)  se  décompose  donc  en  trois  parties  : 

I*  Recherche  des  différents  groupes  r  qu'il  y  a  lieu  de  considérer; 

j*  Détermination  du  groupe  r  qui  correspond  à  une  équation  donnée; 

3*  Étude  des  transformations  du  groupe  T. 

La  dernière  étude  conduit  à  fixer  la  nature  des  transcendantes  Z|,  £„  ..., 
z^  d'après  la  considération  des  relations  rationnelles  qui  lient  ces  éléments 
aux  variables  et  à  leurs  dérivées  par  rapport  à  ces  variables.  La  classifi- 
cation obtenue  concorde,  par  suite,  avec  celle  à  laquelle  nous  serions  parvenus 
en  partant  de  ce  dernier  point  de  vue. 
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LV'ludfî  (les  t'quations  non  linéaires  da  premier  ordre,  ou  plutôt  de  leurs 
intégrales  complètes,  se  fait  en  suivant  les  mêmes  principes  que  pour  les  équa- 
tions linéaires  :  elle  fera  l'objet  d'un  Mémoire  spécial.  Il  convient  d^observcr 
ici  qu'il  est  possible  d'amener,  par  une  transformation  ponctuelle  des  variables 
ou  une  transformation  de  contact,  toute  équation,  linéaire  ou  non,  du  premier 
ordre,  à  une  forme  canonique  tout  intégrée.  Cette  observation  avait  été  faite 
depuis  longtemps  par  M.  Lie;  mais  la  détermination  delà  transformation  étant 
identique  à  l'intégration  de  l'équation  donnée,  cela  ne  constituait  qu'un  simple 
déplacement  de  la  question.  Les  théories  que  nous  développons  montrent  que 
l'on  peut  fixer  d'une  manière  précise  la  dij/iculté  de  l'intégration^  c*est-à- 
dire  aussi  celle  qui  consiste  à  trouver  la  transformation  gui  amène  à  la 
forme  canonique. 

En  étudiant  le  problème  de  Vintégration  en  général,  il  nous  a  été  possible 
de  définir  ce  que  nous  appelons  Vintégration  logique  d'un  système,  qui  est 
au  problème  de  Cauchy  et  aux  autres  problèmes  plus  ou  moins  précis  qn*on 
s'est  posé  sur  l'intégration  ce  qu'est  la  résolution  algébrique  des  équations 
par  la  théorie  de  Galois  à  leur  résolution  numérique  ou  par  approximation. 

Nous  avons  été  amenés  ainsi  à  défînir  d'une  manière  extrêmement  précise 
tous  les  éléments  du  raisonnement  et  à  partir  de  théorèmes  généraux  sur  les 
fonctions  dérivables  pour  déterminer  et  classer  toutes  les  transcendantes  du 
Calcul  intégral,  ou  du  moins  celles  que  nous  pouvons  définir  algébriquement. 

Les  principaux  théorèmes  de  la  théorie  des  groupes,  donnés  par  M.  Lie, 
se  sont  ainsi  trouvés  établis  d'une  manière  presque  intuitive,  par  des  mé- 
thodes qui  en  feront  saisir  la  t>eritable  importance. 

Signalons  encore  quelques  indications  générales  sur  le  problème  de  Vinté- 
gration logique  des  systèmes  différentiels  quelconques  et  sur  les  formes  les 
plus  simples  auxquelles  on  peut  ramener  de  tels  systèmes.  En  particulier,  tout 
système  différentiel  devant  définir  p  fonctions  z,,  z^^  .. .,  z  de  n  variables 
a:,,  a:,,  . .  .^x^  peut  être  ramené  à  un  système  d'équations  du  second  ordrtf 
à  une  seule  fonction  inconnue,  en  augmentant  convenablement  le  nombre 
des  variables. 

Les  transcendanlc'*^  (jui  sont  lires  à  leurs  (Irrivêcs  et  aux  variables  par  dc^ 
relations  rationnelles  se  parlaient  donc  eu  deux  jirandes  classes,  suivant  qu'elle* 
vérilienl  des  équations  qui  sont  toutes  du  jiremier  ordre  ou  toutes  du  secon»! 
ordre. 

La  classe  intermédiaire  se  ramène,  en  elTet.  à  la  seconde  classe  avec  une  «m 
plusieurs  variables  de  moins,  par  l'introduction  de  transcendantes  de  la  pr« - 
mière  classe. 

Le  travail  aetuel  e>t  consacré  piesque  c\<lusivemenl  aux  transcendante**  de 
la  première  classe. 

Il  n'existe  d'aiIleur>^,  à  notre  connaissance,  aucune  recherche  relative  au\ 
transcenda ntes  essentielles  du  second  ordre,  au  f)oint  de  vue  auquel  nous 
nous  plaçons, 

extrait  de  la  conclusion.  —  Essayons  maintenant  de  dégager  quelques  ron- 
si'quences  positives  des  théories  que  nous  avons  indiquées.  Si  l'^^n  considèie 
d'abord  la  théorie  des  é(jualions  linéaires  aux  dérivées  partielles  ou  des  sy>- 
lème>  complets  de  telles  é(|ualions,  dont  les  coefficients  sont  rationnels,  on  voit 
(ju'e/«  gênerai  les  transcendantes  z^,  z^^,  ...,z^,  qui  en  constituent  un  sys- 
tème fondamental  de  solutions,  sont  des  éléments  inséparables.  Toute  ten- 
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tative  faite  pour  déterminer  un  ou  plusieurs  d'entre  eux  sans  dcleriiiincr  les 
autres,  n*a  de  sens  que  dans  des  cas  particuliers,  lorsque  le  groupe  de  rationa- 
lité correspondant  est  imprimitif  ou  intransitif,  et  il  nous  semble  que  la  seule 
manière  régulière  de  faire  Tintégralion  soit  de  déterminer  le  groupe  de  ratio- 
nalité. 

La  môme  observation  s'applique  aux  éléments  qui  définissent  une  intégrale 
complète  d'une  équation  non  linéaire  du  premier  ordre  ou  d'un  système  en 
involution. 

Les  considérations  qui  nous  ont  servi  jusqu'à  présent  trouvent  encore  leur 
application  dans  l'étude  d'un  problème  classique,  le  problème  de  Pfaff,  qui, 
au  point  de  vue  des  intégrations  ((u'il  exige,  ne  parait  pas  non  plus  avoir 
jamais  été  traité  d'une  manière  satisfaisante. 

Ud  grand  nombre  d'équations  du  second  ordre  (d'une  manière  précise  toutes 
celles  qui  se  ramènent  au  premier  ordre  ou  s'intègrent  par  les  méthodes  de 
Afonge,  d*Ampère  ou  de  M.  Darboux)  peuvent  être  traitées  comme  celles  du 
premier. 

Pour  une  équation  du  second  ordre  quelconque,  on  ne  connaît  jusqu'à  pré- 
sent aucune  classe  de  solutions  (dépendant  de  constantes  ou  de  fonctions  arbi- 
traires) dont  on  puisse  préciser  l'indétermination,  c'esl-à-dire  pour  lesquelles 
on  connaisse  la  nature  des  opérations  (formant  nécessairement  un  groupe)  qui 
permettent  de  passer  d'une  solution  de  la  classe  à  une  autre  solution  quel- 
conque de  la  classe.  La  recherche  de  ces  classes  est  manifestement  liée  à  celle 
des  transformations,  portant  sur  Xy  y^  Zj  />,  q^  r,  Sy  tj  qui  changent  une  équa- 
tion du  second  ordre  donnée  en  une  autre  quelconque,  par  exemple  en  l'équa- 
tion S  =  o.  Mais  c'est  là  un  sujet  qui  n'a  pas  encore  été  aborde. 

D'une  manière  générale,  nous  avons  constaté  que  les  éléments  qui  se  pré- 
sentent dans  la  théorie  des  équations  diiTérenlielles,  faite  au  point  de  vue 
spécial  auquel  nous  nous  sommes  placés,  sont  toujours  indissolublement  liés 
à  d'autres,  dont  ils  ne  peuvent  être  distingués  algébriquement.  C'est  l'arbi- 
traire qui  subsiste  dans  leur  définition  algébrique,  qui  est  la  véritable  mesure 
de  leur  transcendance. 

Nous  avons  vu  également  que  le  calcul  des  fonctions  rationnelles  de  ces  élé- 
ments et  de  leurs  dérivées  d'ordre  quelconque  rend  manifestes,  par  les  trans- 
formations qu'il  admet  en  lui-même,  leurs  propriétés  les  plus  importantes  et 
donne,  en  particulier,  pour  des  équations  qui  renferment  des  indéterminées, 
tous  les  cas  possibles  d'abaissement  ou  de  dégénérescence. 

Les  transcendantes  que  nous  étudions  ne  sont  en  général  pas  uniformes.  En 
partant  d'un  point  de  situation  générale  dans  le  champ  des  variables  et  en  y 
revenant  après  avoir  décrit  des  chemins  fermés  quelconques,  on  ne  retrouvera 
pas  les  développements  initiaux. 

Ajoutons  enfin  que  la  méthode  qui  nous  a  servi  pour  ébaucher  la  classifica- 
tion des  transcendantes  qui  vérifient  des  équations  différentielles  algébriques  a 
une  portée  beaucoup  plus  générale.  Elle  s'appliquera  encore,  »ans  m(»dirications 
essentielles,  à  V intégration  logique  des  équations  aux  différences  finies,  aux 
différences  mêlées,  et,  en  général,  de  toutes  équations  fonctionnelles,  à  con- 
dition de  préciser  convenablement  le  domaine  de  rationalité;  il  en  résultera 
également  une  classification  naturelle  des  transcendantes  que  l'on  peut  définir 
algébriquement  de  cette  manière. 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  r  série,  t.  WIV.  (  \vril  1900.)  R.5 
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Mangeol  (5.).  —  Sur  la  similitude  et  la  symétrie  de  deux  courbes 
ou  surfaces  algébriques.  (38:5-392). 

Deux  surfaces  réelles  ou  imaginaires  S,,  S,  de  môme  ordre  m  >■  2,  étaot 
données  par  leurs  équations 

en  coordonnées  rectangulaires,  Tauteur  désigne  par  9, (x,  y^  z)  et  9j(x, ^s  z) 
les  deux  polynômes  du  second  degré 

Les  deux  équations 

représentent  deux  quadriques  à  centre  T,  et  V^  qui  sont  deux  surfaces  respec- 
tivement covariantes  des  deux  surfaces  S,  et  S,.  Ces  deux  quadriques  sont  ima- 
ginaires, à  moins  d'être  réduites  à  un  plan  double,  mais  leurs  axes  sont,  dans 
tous  les  cas,  des  droites  réelles. 

Tout  élément  de  symétrie,  centre,  axe  ou  plan  de  symétrie,  que  peut  aroir  la 
surface  S,,  doit  être  un  élément  de  symétrie  de  la  quadrique  r,;  M.  Mançeot  a 
établi  cette  propriété  antérieurement  {Annales  de  rÉcole  Normale;  1897)  ^' 
Ta  appliquée  à  la  recherche  des  éléments  de  symétrie  de  la  figure  S,.  Cette  ques- 
tion n'est  qu'un  cas  particulier  du  problème  suivant,  que  l'auteur  traite  ici  : 

Reconnaître  si  les  deux  sur/aces  S,  et  S^  sont  symétriques  l'une  de  l'autre 
par  rapport  à  un  point,  ou  par  rapport  à  une  droite^  ou  par  rapport  à  un 
plan;  et,  en  cas  d'affirmative,  déterminer  cet  élément. 

On  peut  d'abord  ramener  ce  problème   à   la  question  précédente.  On  peut 

aussi  le  résoudre  en  substituant  aux  surfaces  S,  et  S,  Irurs  quadriques  cova- 
rianl<^s  \\  <•!   F,. 

])'un(î  niani«r<.'  plus  jjénérah",  l'auleui*  iiionlrcquc  la  rcclu^rclic  des  condiliôns. 
(rhouioihclio,  (le  siinililude,  (réualil»',  de  syirictric  par  rapport  à  un  point,  à  une 
droite  ou  à  un  plan,  de  deux  sui  faces  S,  cL  S.  peut  èlre  ciïecluéc  au  moyen  de 
leurs  quadriques  rovarianles  F,  el  V.y 

Ou  voit  ainsi  (|ue  deux  courbes  ou  deux  surfaces  de  même  ordre  étant  don- 
nées par  leurs  ('-(lualions,  il  est  jiénéralernenl  possible  de  résoudre  par  de 
simples  vérilicatinns,  sans  introiluire  d'indclcmiinées  auxiliaires,  la  question 
de  savoir  si  ces  deux  ligures  ont  entre  elles  l'une  ou  l'autre  des  six  dépen- 
dances énumérées  plus  haut  el  de  délerniiuer  les  constantes  qui  fixent  relie 
dépendance. 

Lauleur  fait  ensuite  eonnaltre  d'autres  figures  analogues  aux  quadriques  co- 
variantes précédemrnenl  ennsidérées,  et  que  l'on  peut  utiliser  de  la  même  façon. 
Puis  il  étend  ses  recherches  aux  polynômes  à  plus  de  trois  variables,  el  résout 
en  particulier  le  f>rol)lème  suivant  : 

Dans  quel  ras  le  polynôme  /",  (  r,  y,  Zy  ....  t)  peut-il  se  transformer  dans 
le  polynôme  f.{x,  >',  r.  . .  .,  /  )  par  une  substitution  orthogonale,  homoi:enc 
ou  non.  et  (fuellc  doit  être  relie  suhslitution? 
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Dolbnia   (.A).   —    Étude   directe   des    intégrales   abéliennes    de 
genre  un.  (393-43o). 

L'objet  de  cette  étude  est  d'effectuer,  au  moyen  de  la  fonction  elliptique  pu 
de  Wcierstrass,  l'invei'sion  des  trois  seules  intégrales  de  la  forme 


/ 


dx 


^(x  — a  )«(j;  —  ô  )?...(  x  —  p)* 


qui  soient  du  genre  un,  ainsi  que  de  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce, 
i**  Considérant  d'abord  l'intégrale 

,  ,  (^ dx 

Ja    Wx-aY^x-bS'^x 


l'auteur  établit  directement  que  x  est  une  fonction  monodrome  de  u  sur  toute 

la  surface  de  Riemann. 

r 
Posant  ensuite  x  — a  =  r»  :e  qui  change  l'intégrale  proposée  en 


■-/: 


yn 


il  trouve 

les  invariants  de  pz  ayant  pour  valeurs 

a'-b'V 


■-{^) 


2*  Traitant  ensuite  la  relation 


dx 
(a) 


-Il 


*^{x  —  a  )'{x  —  by  {X  —  cy 

on  reeoWMlt  que  x  est  une  fonction  monodrome  de  u  sur  toute  la  surface  de 
Riemann.  Pir  une  transformation  linéaire,  on  substitue  à  la  relation  de  départ 
réqoation 


.=  r— ^L= 


Ç=6p25-+-»,  g^='. ,  ^3=0. 


d'où  l'un  déduit 

On  pourrait  aussi  ramener  l'équation  proposée  à  la  forme 

dx 


£ 


vV(j;  — «)•♦ 


l'auteur  montre  que  l'inversion  de  l'argument  z  peut  élrc  opérée  directement, 
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sans  qu'on  ail  recours  à  la  subslituLion  préalable  x  =■  —  qui  a  pour  but  de  ra- 

mener  lous  les  infinis  de  x  en  un  seul  point  de  la  surface  de  Riemann. 
3*  La  troisième  intégrale  considérée 

(3)  w=    /       ■  =L 

J^     \\x^aY{,x-byf,x-c)^ 

définit  X  comme  fonction  monodrome  de  u  sur  toute  la  surface  de  Riemano. 
Par  la  substitution  x  —  c  =  —  >  on  ramcoe  Téquation  proposée  à    la    forme 


"/ 


dy 


6n 


dont  l'inversion  donne 


r  =  .^3«(4p^.--y, 


?-3 


On  pourrait  aussi  ramener  l'équation  de  départ  à  la  forme 

dl 

.,  —  — .* 


z=  r- ^ 


relation  dont  on  peut  effectuer  l'inversion  sans  employer  la  subslitution  préa- 
lable 5-3  =  i. 

y 

La  même  proposition  est  vraie  de  la  relation 


-X 


l 


d\ 


6/ 


P    v(;-»)'(Ç-?)^ 

qui  osl  une  autrr  forme  de  ré(|uati()n  (3). 

Celle  possibililc  dune  inversion  directe,  indépendaiiimenl  d'une  subslilulion 

de   la   forme  x  —a  —  —,  est  ensuite  établie   par  l'auleur  pour    chacune  de> 

Y 

inlcfiralcs  (i),  ( .»  )  el  (3). 

La  lin  du  Méiiioire  conlicnl  le  détail  des  calculs  à  effectuer  pour  »)pércr, 
conforniéinenl  à  une  indicalion  donnée  par  Halphen  {Traité  des  fonctiom 
elliptiques,  l.  1,  p.  lii),  l'inversion  de  linléi^ralc 


J 


rly 


>an»>  résoudre  l'éiiualion  J  -^  o.  On  trouve  ainsi 

(It 


J 


les  invaria nl>  .»yanl  [>our  valeurs  respect i>rs 
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En  rapprochanl  ce  résultat  d'une  transformation  indiquée  par  l'auteur  dans 
un  Travail  antérieur,  on  arrive  à  ce  théorème  : 


Étant  donnée  Véquation 
d'où  résulte  par  inversion 


z=  ■  ''y 


y  —  ri  = 


P'-o 


pz  —  pz^ 
si  l'on  effectue  la  substitution 

on  obtient  pour  la  nouvelle  variable  r^  l'expression 

pz  —  p{izS 

qui  ne  diffère  de  celle  de  y  — y^  que  par  la  duplication  de  l'argument  «<,, 
les  invariants  g^  et  g^  ayant  les  mêmes  valeurs  dans  les  deux  cas. 

Von  Mangoldt,  —  Démonstralion  de  l'équation  51     iT^  ^^  ^* 

1 
(431-454).  (Traduit  de  l^allemand  par  M.  Laugel.) 

Ce  Mémoire  ayant  paru  dans  les  ^itzungsberichte  de  l'Académie  de  Berlin 
(33  juillet  1B97),  nous  ne  ferons  qu'en  rappeler  l'objet. 
La  fonction  numérique  |x  dont  il  s'agit  ici  est  ainsi  défînie  : 

ji,  =  I  pour  A-  =  i; 

(I.  =  o  lorsque  A'  est  divisible  par  un  nombre  carré; 

{1.  =  —  I  lorsque  A'  est  composé  d'un  nombre  impair  de  facteurs  premiers  diffé- 
rents ; 
|JL  =  I  lorsque  k  est  composé  d'un  nombre  pair  de  facteurs  premiers  différents. 

Quant  à  la  série  considérée,   elle  renferme  toutes   les   valeurs   que   prpnd 

l'expression  ^~ —  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de  A:,  et  cela  dans 

l'ordre  où  elles  se  présentent  lorsque  l'on  remplace  k  successivement  par 
tous  les  nombres  de  la  série  naturelle  des  entiers. 

Cette  série  est  convergente  et  a  pour  somme  zéro.  Eu  1er  avait  énoncé  ce 
théorème  sans  l'appuyer  de  raisons  convaincantes.  L'auteur  en  donne  une 
démonstration  rigoureuse. 

Lacour  (Ém.),  —  Sur  une  transformation  de  fonctions  ellip- 
tiques qui  correspondent  à  un  module  imaginaire.  (453-462). 

I.  La  fonction  x  =  pu  qui  satisfait  h  l'équation 

~  r-.  ^'\ix  -c,  )(.r       i\)y.r-e,) 


III.  La  l^a^^fo^maLioll  préci'clente,  pour  passer  du  module  imaginaire  A*  au 
module  réel  /,  peui  être  définie  par  des  relaiions  linéaires  epire  les  périodes  k, 
t'K'  lie  la  (onction  sn^u  au  module  k  et  les  périodes 

i.  -  r     "'    .    .L-  r     '^^ 


les  formules  trouvées  plus 
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Tchébychef,  —  Sur  les  expressions  approchées  d'une  racine 
carrée  de  la  variable,  au  inojen  des  fractions  simples.  (463-48o). 
(Traduit  du  russe  par  M.  Vassilief.) 

Ce  Travail  a  été  publié  en  1889  dans  les  Mémoires  de  l* Académie  de  Saint- 
Pétersbourg  (  l.  LXI,  appendice  I  ). 


■  Oil 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  des  séances  de  l'Acadé&iie  des  Sciences. 

Tome  CXXVI;   1898  (>). 

Sonslow.  —  Sur  la  représentation  conforme  d'une  surface  sur 
une  autre.  (3o-3i). 

Deux  surfaces  (S)  et  (S,),  dont  les  éléments  linéaires  sont  ds  et  6/«p  étant 
représentées  conformément  l'une  sur  l'autre  avec  le  module  de  similitude  ^, 
c'est-à-dire  de  telle  sorte  que  l'on  ait  ds^  =  X  ds^  entre  les  courbures  totales 
(K)  et  (K,)  de  ces  surfaces  aux  points  correspondants  et  la  fonction  X  existe 
la  relation 

K,=  f,(K-A,IogX), 
où  le  symbole  A,  désigne  le  paramètre  diiïércntiel  du  second  ordre. 

Painlevé.  —  Sur  la  représentation  des  fonctions  analytiques  uni- 
formes. (200-202). 

Énoncés  de  théorèmes  relatifs  à  la  possibilité  de  représenter  une  fonction 
analytique,  uniforme  dans  tout  son  domaine  d'existence,  par  une  série  unique 
qui  converge  en  tout  point  où  la  fonction  est  holomorplie,  dans  le  cas  général 
où  l'ensemble  (E)  de  ses  points  singuliers  n'est  pas  énumérable.  Le  premier 
énoncé  s'appliquant  à  toute  expression  analytique  uniforme  F(5)  =  P  -+-  iQ 
propre  à  définir  une  ou  plusieurs  fonctions  analytiques  différentes  dans  divers 
domaines,  peut  se  formuler  ainsi  : 

Toute  expression  analytique  uniforme  V{z)  est  représentable  par  une 
série  de  fractions  rationnelles^  qui  converge  absolument  et  uniformément 
dans  toute  aire  du  plan  où  F{z)  est  holomorphe. 

Il  existe  une  représentation  par  un  produit  infini. 

Toute  expression  analytique  uniforme  F{z)  est  représentable  par  un  pro- 
duit infini 

R  =  « 


n 


/i  =  0 


(')  Voir  Bulletin,  T.  XMHj,  p.  75. 
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Picard  {E m,),  —  Sur  la  r<^cliictiôn  des  intégrales  doubles  et  sur 
un  nouvel  invariant  dans  la  théorie  des  surfaces  algébriques. 

(297-300). 

Dans  une  Communication  précédente,  M.  Picard  a  défini  ce  qu'on  dcTait 
entendre  par  intégrale  double  de  seconde  espèce  relative  à  une  surface  algé- 
brique. Il  indique  aujourd'hui  la  marche  à  suivre  pour  établir  l'existence  d*un 
nombre  invariant  relatif  à  ces  intégrales  de  seconde  espèce,  savoir  le  nombre  p 
de  celles  de  ces  intégrales  J  dont  aucune  combinaison  linéaire  n*est  de  It 
forme 

(P  et  Q  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x^  y  y  z)y  tandis  que  toute  autre 
intégrale  de  seconde  espèce  est  une  combinaison  linéaire  des  intégrales  J,  à  un 
terme  additif  près,  de  la  forme  (i). 

A  la  fin  de  sa  Note,  M.  Picard  complète  Tétude  de  la  réduction  élémentaire 
des  intégrales  abéliennes  ordinaires,  sous  la  forme  qu'il  lui  a  donnée  dans  son 
Traité  d'Analyse  (t.  I)  et  dans  sa  Théorie  des  fondions  algébriques  de 
deux  variables. 

Painlevé.  —  Sur  le  développement  des  fonctions  uniformes  ou 
holomorphes  dans  un  domaine  quelconque.  (3i8-32i). 

Après  quelques  propositions  relatives  à  la  représentation  des  fonctions  holo- 
morphes par  des  séries  de  polynômes  et  des  produits  infinis,  ainsi  que  des 
fonctions  uniformes  à  points  singuliers  isolés,  l'auteur  examine  le  cas  général 
où  l'ensemble  E  des  valeurs  exceptionnelles  de  la  fonction  F(^)  est  quel- 
conque. 

Si  cet  ensemble  renferme  des  ensembles  continus,  il  remplace  chacun  de  ces 
ensembles  par  un  de  ses  poinls,  arbilraircmcnl  choisi.  Soit  e  l'ensemble  ain>i 
obtenu,  ensemble  (|ui  est  contenu  dans  K  el  qui  peut  renfermer  des  ensembles 
parfaits,  mais  non  plus  continus.  La  fonction  V(z)  est  représentable  dans 
tout  son  domaine  d'existence  \)  par  une  série 


K(^)-y 


i\.(^) 


{Z   —  aj'ln    {Z-    Ojln 


OÙ    \\   désigne   un  polynôme,   7,,  un  entier  positif,  a„  et  h^  deux  points 
de  z. 

M.  Painlevé  exainine  ensuite  le  cas  particulier  où  le  domaine  D  est  convexe. 
Il  in(li(|ne  en  terminant  <]ue  certains  de  ses  résultats  peuvent  être  étendus  aux 
fonctions  de  plusieurs  variables. 

Bord  [Eni.).  —  Sur  les  Ijpcs  de  croissance  et  sur  les  fonctions 
entières.  (3i>.  i -3 :>./() • 

Uésumé  (les  recherches  ellcctuées  par  l'auteur  on  vue  de  coiiiplélor  la  ihcoric 
des  zéros  des  fonctions  entières. 
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des  deux  lignes  de  courbure  de  la  surface  de  cette  famille  qui  passe  au 
point  M  sont  deux  directions  conjuguées  par  rapport  à  cette  surface. 

Zeuthen  (H. -G.),  —  Sur  le  fondement  de  la  Géométrie  projec- 
tive.  (2i3-2f5). 

L'auteur  a  réussi  à  donner  à  la  Géométrie  projectivc  un  fondement  nouveau, 
différent  de  celui  de  von  Staudt.  Comme  unique  postulai  emprunté  à  l'intui- 
tion, il  admet  l'existence  des  surfaces  gauches,  avec  la  propriété  sui- 
vante : 

La  courbe  d'intersection  par  un  plan  y  tournant  autour  d'une  génératrice 
non  singulière  C  se  compose  de  C  et  d'une  courbe  résidue  rencontrant  C  en  un 
point  c  qui  se  meut  sur  la  génératrice  fixe.  La  courbe  résidue  étant  le  lien  des 
traces  des  autres  génératrices  de  la  surface,  la  tangente  en  c  à  cette  courbe  sera 
la  position  limite  de  la  droite  du- plan  y  qui  rencontre  à  la  fois  C  et  deux 
autres  génératrices  tendant  à  coïncider  avec  elle.  Par  un  choix  convenable  de 
la  surface  gauche,  on  peut  obtenir  que  cette  tangente  passe  par  un  point  donné 
du  plan  v. 

Stekloff  [  \l\).  —  Sur  le  problème  du  refroidissement  d'une  barre 
hétérogène.  (21 5-2 1 8). 

Il  s'agit  d'intégrer  l'équation 

dr\ 

^-T  H- (A-/?(a:)  —  7(jr) V  =  o        {o<,a<x<b) 


jointe  aux  conditions 


d\       .  ..  dV       ,,„ 


la  première  pour  j?  =  a,  la  seconde  pour  x  =  bj  les  fonctions/?  et  7  étant  posi- 
tives, ainsi  que  les  constantes  A*,  h  et  II.  La  série  classique 

où  ^{x)  est  une  fonction  donnée,  ne  résout  le  problème  que  si  elle  est  con- 
vergente pour  t  =  o  ci  représente  bien  la  fonction  ^{x).  C'est  ce  dont  on  n'a 
pu  s'assurer  que  dans  quelques  cas  particuliers. 

M.  Stekloiï  présente  une  solution  rigoureuse  de  ce  problème,  sous  cer- 
taines conditions,  assez  générales,  par  rapport  à  la  fonction  9(0?),  fondée  sur 
ce  iemme  : 

La  série  (i)  représentera  la  fonction  ^{x)  toutes  les  fois  qu'elle  sera  uni- 
formément  convergente. 

Voici  le  résultat  de  son  analyse  : 

Si  la  fonction  o{x)  est  finie  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  des  trois 
premiers  ordres  et  si,  en  outre,  elle  satisfait  pour  x  =  a  et  x  —  b  aux  con- 
ditions imposées  à  V,  elle  sera  représentée  par  la  série  (1). 
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Pcllct  (./.).  —  Sur  les  siirlaccs  applicables  siir  une  surface  de 
révolu  lion.  (3()a-'^()4)« 

Pour  que  l'expression  tV^du--^-  f(  dv-)  soit  réiémcnt  linéaire  d'uoc  surface 
ric  révolution,  A  et  lu  courbure  totale  étant  des  fonctions  de  ^,  il  faut  et  il 
suffit,  quand  g  n*csl  pas  une  fonction  de  pu-hgv  {p  et  ^  constants ),  que  f 

ait  l'une  des  deux  formes  suivantes  : 

n-  cos- (m  u  -\-  p)  n^u* 

^     "       m=cos-(/ii' -I- 7)  **  '"       cos- ( /i  p  H- ^  ) 

m,  w,  />,  7  étant  des  constantes. 

llumbcrt  (^i.).  —  Sur  la  décomposition  des  fonctions  B  en  fac- 
teurs. (.'5()1-3()7). 

Est  iVilc  /onction  thêta  d'ordre  m  une  fonction  entière  de  deux  variables  qnt 
vérifie  les  relations 

«(//  -,-1,  i')  :--.e(//,  r)» 

H  (  M  H-  rt,   t'  -4-  ^  )  1-  c  -2'"'«*'+«'  «  (  M,  i'  ), 
B ( //  -i-  b,  V  h  c)  —  c- 2««-"+?'  H (  M,  i» ), 

2'  et  '^'  étant  des  constantes.  Il  est  clair  que  le  produit  de  deux  fonctions  A 
«l'ordres  m  cl  n  est  une  fonction  H  d'ordre  ni  -4-  w.  M.  llumbert  s*ocrupc  de 
la  <|uestion  inverse  :  si  une  fonction  H  se  décompose  en  deux  facteurs  entiers, 
ces  facteurs  sont-ils  nécessairement  des  fonctions  H,  à  des  facteurs  exponentiels 
près? 

La  réponse  est  affirmative  (juand  les  périodes  <?,  hy  c  sont  choisies  au  hasard. 
Inc  exception  ne  peut  se  présenter  que  si  les  périodes  a,  b^  C  sont  liées  par 
une  relation  à  eoeflirients  entiers  «le  la  forme 

\a  -■-  iU)  ■■•  Ce  -f-  h{ac  -  //-)-»-  F    r  1.. 

La  quantité  t<>ujr)urs  [tositivc 

A  ^.-.  W  -  ]\C.-.\\)K 

«•si  un  iiivstrianl  pour  louirs  It's  triin><roniiati(>ii>«  du  premier  ordre;  si  A  c*t 
un  carré  p.irt'iiit,  les  fonctions  H  ron-^idérées  st*  réduisent  aux  fonctions  A  elMp- 
tiqurs. 

L'auteur  éludir  !<•  cas  où  A  n'c^l  pa*<  rarn*  parfait  v\  donne  l'interprétation 
i:«''orii«'lri(|ue  d»."<  résultats  obtenus. 

It^Ocd^nr  (.1/.).  —  Sur  la  nîéllmdc  ii(>ni()^M'apliif|iie  la  plus  géné- 
rale ré>uhanl  (Kî  la  p()>ili()n  rrlalivr  de  deux  plans  superposés. 

l^ainli'K'i'.  ~-  Sur  le  «lévelnp|>em«Mil  d«'s  r<>n<ll(m>  rérlle>  non  ana- 
Ivliques.  (  \^\\)-  i^iiK 
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Voici  le  résultat  général  obtenu  par  l'auteur,  qui  l'énonce  en  se  limitant  à 
trois  variables  : 

Soit  /{x^y^z)  une  fonction  des  variables  réelles  Xj  y,  z  qui,  en  chaque 
point  d*un  certain  domaine  A  à  trois  dimensions,  est  continue  et  admet  des 
dérivées  partielles  continues  de  tous  les  ordres  :  la  fonction  f{x^  Xt  ^)  est  déve- 
loppablc  en  une  série  de  polynômes,  qui  converge  dans  tout  domaine  intérieur 
à  A  et  est  dérivable  terme  à  terme  indéfiniment. 

Suivent  diverses  applications,  en  particulier  aux  fonctions  analytiques  d'une 
variable  complexe  et  aux  fonctions  d'une  variable  réelle. 

Picard  {hJni,).  —  Sur  certains  exemples  singuliers  d*appro\i- 
malions  successives.  (497-5oo). 

M.  Picard  revient  sur  un  exemple  curieux  d'approximations  successives  di- 
vergentes qu'il  avait  signalé  antérieurement.  L'équation 


^  =/(^.r), 


dx 

où  l'on  suppose  la  fonction  /  toujours  positive  et  croissante  avec  y^  possède 
une  intégrale  et  une  seule  nulle  pour  x  =  a  ti  x  —  b.S'x  l'on  cherche  à  obtenir 
cette  intégrale  par  approximations  successives,  en  partant  de  >^«=  o,  on  recon- 
naît aisément  que  les  y  d'indices  pairs  et  les  y  d'indices  impairs  forment 
deux  suites  convergentes  qui  peuvent  avoir  des  limites  différentes,  ainsi  que 
M.  Picard  j'avait  montré  par  un  exemple.  Il  avait,  en  outre,  établi  que,  si  les 
termes  des  deux  suites  tendent  uniformément  dans  l'intervalle  {a,b)  vers 
leurs  limites  respectives  v  et  u,  celles-ci  sont  des  fonctions  de  x  satisfaisant 
aux  équations  simultanées 

et  s'annulent  toutes  deux  pour  x  =  a  et  x  =  6. 

Dans  la  présente  Note,  il  est  démontré  que  l'hypothèse  sur  la  convergence 
uniforme  est  réalisée  effectivement.  On  y  trouve  aussi  l'indication  de  divers 
sujets  de  recherches  sur  les  approximations  successives. 

Ilumbert    {G.).    —    Sur    les    fonctions    abéliennes    singulières. 

(5o8-Dio). 

L'auteur  désigne  ainsi  les  fonctions  quadruplemeat  périodiques  de  deux  va- 
riables dont  les  périodes 

i     o    a    b 

o     I     6     c 

sont  liées  par  une  relation  à  coefficients  entiers  de  la  forme 

\a  -t-  U6-+-  Ce  -+-  l){b^—  «c)  -4-  E  =  u. 

Le  déterminant  toujours  positif 
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étant  égal  à  4^  ou  à  4^  +  1»  ses  valeurs  les  plus  simples  sont  i,  4)  ^i  ^  <^l  9'f 
le  cas  A  =  i  correspond  à  des  fonctions  abéliennes  dégénérées;  À  =  4  et  A  =  9 
donnent  deux  cas  elliptiques  bien  connus. 

L'auteur  étudie  les  hypothèses  A  =  5  et  A  =  8  avec  leurs  conséquences  géo- 
métriques et  donne  le  moyen  de  former  les  équations  aux  modules  qui  leur 
correspondent. 

Lémeray,  —  Sur  quelques  algorithmes  généraux  el  sur  l'iléra- 
tion.  (5 10-5 12). 

Painlevé,  —  Sur  les  surfaces  qui  admettent  un  groupe  10601  dis- 
continu de  transformations  birationnellcs.  (5i2-5i5). 

L'auteur  donne,  après  M.  Humbert,  un  nouvel  exemple,  plus  simple^  de 
surface  admettant,  comme  groupe  de  transformations  birationnellcs  eo  elle- 
même,  un  groupe  infini  discontinu^  savoir  : 

Il  pose  ensuite  ce  double  probléiM»  qu'il  enseigne  à  résoudre  : 
|o  Déterminer  toutes  les  surfaces  dool  les  coordonnées  sont   des   fonctions 
hyperelliptiques  de  deux  paramètres  {u^v)^  telles  que,  à  un  point  de  la  snr- 
face,  correspondent  plusieurs  couples  {u^v)   non  congruents  («les  couples  se 
déduisant  d'un  d'entre  eux  par  une  transformation  linéaire); 

2"  Parmi  ces  surfaces,  déterminer  celles  qui  admettent  un  groupe  Hifiai  ^s- 
continu  de  transformations  birationnellcs. 

Bourlet  (C).  —  Sur  l'itération.  (583-585). 

Knoncé  d'un  théorème  qui  résout,  théoriquement  du  moins,  le  problème  de 
l'itération  dans  un  cas  très  général  : 

Soient  o{z)  une  fonction  de  substitution  et  x  un  point  limite  Ici  que  l'on 
ait,  à  la  fois, 

'■^'{z)  étant  la  dérivée  de  '^{z).  Soient 

?i(-)  -  r(-)'         ri(-)    ~  9I  'f.<  -)J»         ••  •'         r,,(-)  -^  r  (  r,.-i  ( -=)!• 
<^)iicl  que  soit  /.,  la  série 


00 


\^  k  i  k    -  I  ^  .  .  f  /.        /;    i-  I  ) 

est  coiivergeiile   dans   un   «loinaiiie  convenableinenl    choisi   cntoiiranl  Ir  p"'"' 
limite  x  et  délini(,  dan^  ce  domaine,  une  fonction  M*(A,  ^),  <]ui  est  l'ilcralivr 
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de  9(«),  vérifiant  les  relations 

pour  tout  entier  p  positif  ou  négatif,  et  quels  que  soient  k  et  k' . 

Poincaré{lL),  —  Les  fonctions  fuchsîennes  et  Téquation  Aii  =  e". 
(627-630). 

On  sait  que  si  ^{x,y)  est  une  fonction  rationnelle  de  deux  variables  liées 
par  une  relation  algébrique  donnée  /{x^ y)  — o,  parmi  les  équations  de  la 
forme 

qui  admettent  des  points  singuliers  donnés  et  de  telle  façon  que  la  différence 
des  racines  de  chaque  équation  fondamentale  soit  un  entier  donné,  il  y  a  tou- 
jours une  équation  engendrant  des  fonctions  fuchsiennes. 

Une  première  démonstration  de  ce  fait,  donnée  par  MM.  Klein  et  Poincaré, 
repose  sur  le  principe  de  continuité.  Plus  tard,  M.  Picard  a  ramené  la  ques- 
tion à  l'intégration  de  Téquation 

lu  =  c", 

et  démontré  Tinlégrabilité  de  cette  équation  par  une  méthode  originale  qui 
consiste  à  l'établir  pour  un  domaine  assez  petit,  puis  à  l'étendre  au  plan 
entier. 

Pour  éviter  ce  détour,  M.  Poincaré  a  imaginé  une  démonstration  nouvelle, 
qui  s'applique  au  cas  où  le  polygone  fuchsien  a  des  sommets  sur  le  cercle  fon- 
damental, cas  qui  met  en  défaut  l'analyse  de  M.  Picard.  Après  avoir  exposé  le 
principe  de  cette  méthode,  il  indique  la  possibilité  d'une  autre  démonstration 
rigoureuse,  fondée  sur  le  calcul  des  variations. 

Fontaneau,  —  Stirun  cas  particulier  du  mouvement  des  liquides. 
(  630-63 1). 

L'auteur  a  introduit  dans  les  équations  de  l'Hydrodynamique  une  fonction 
auxiliaire  II  définie  par  l'égalité 

n  =  L/?  4-  M^  4-  Nr, 

où  77,  qy  r  désignent  les  composantes  de  la  vitesse  du  liquide,  L,  M,  N  celles 
du  tourbillon. 

Il  a  traité  le  cas  n  =  o,  c'est-à-dire  où  l'axe  de  la  rotation  élémentaire  est 
partout  perpendiculaire'à  la  direction  de  la  vitesse.  Puis,  en  généralisant  son 
procédé,  il  a  obtenu  une  méthode  générale  d'intégration  des  équations  d'Euler, 
Vintégration  étant  entendue  au  sens  que  lui  donnait  Lagrange. 

Lindelôf.  —  Sur  la  transformation  d'Euler  et  la  détermination 
des  points  singuliers  d'une  fonction  définie  par  son  développe- 
ment de  Taylor.  (632-634)- 


=  j'J'Ax.y)dxdy^\,f,A-\.J,-....-,-.\^,f^. 


Pour  étendre  aux  intégruTes  doulil»  li  mi^lhadc  de  Gau««,  M.  Appell  a  prupoit 
dciubllitDcri  In  roocUon  /  qu'il  «'ngltd'inUgrcr  un  poljriiamc  ilc  degré  p  Al- 

icrmind  psr  In  eundilîoa  de  prendre  les  mf  mes  valeurs  que  /  en  ^ —^ 

poïnla  donnés  daoi  le  coatour  d'ialëgralion  el  clmisis  de  manière   t   rMulR^ 
l'approximalion  maxinium.  V 

SI.  Bourget  éludie  le  cas  où  l'inUgrale  J  est  étendae  bu  cercle  x^-¥ y^l  «^ 
porte  sur  une  fonctiou  /  liolotnorphe  4  l'intËricur  de  ce  cercle.  Il  inirodaitden 
polynômes  P  et  Q  de  degré  ptD  xcK  y  dont  les  p'  racines  coiumunes  suient  in- 
térieures au  cercle  et  substitue  A  la  runclîoa  /un  palyaome  f[x,y)  (|ut  prcml 

courbes  P  —  0.  Q  —  0,  L'inlt^grulc  proposée  J  coïncide  avec  l'intégrale 

1 

jusqu'au»  tel 

lient  seulement  des  points  communs  aui  courbes  P  =    i,  Q  =  n  <^l  nullemf 

la  Fonction/. 

Pour   fuire   coïncider   les   deux   intégrales  J  et  1  jusqu'aux  ternies  d'c 
a/j— I   incluaiïcmcnt,   il  Taut  prendre  pour   P  et  l^  deux  des  pol  jaunies 


:erminanl,  le  tableau  des  points  coniniu 
Et  des  valeurs  currespundaules  des  A,  ainsi  déterniincs,  pour 

Marotte  (f-)-  —  Sur  les  tléteriuiiiatiuus  du  groupe  tic  mliow- 


J 
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lîlé  des  équations  dînerenlielles  linéaires  du  quatrième  ordre. 

(713-718). 

M.  Picard  a  défini,  pour  toute  équation  difTérenticlle  linéaire  homogène,  un 
groupe  de  transformations  linéaires  homogènes,  qui  joue  un  rùle  essentiel  dans 
le  problème  d'intégration.  La  détermination  effective  de  ce  groupe  de  ratio- 
nalité a  beaucoup  d'importance.  M.  Marotte  indique  un  procédé  pour  faire  cette 
détermination  dans  le  cas  des  équations  du  quatrième  ordre. 

Sophus  Lie  a  montré  que  les  groupes  continus  linéaires  homogènes  à  quatre 
variables  se  répartissent  en  sept  catégories,  suivant  la  figure  que  le  groupe  pro- 
jectif  correspondant  laisse  invariable.  M.  Marotte  caractérise  les  groupes  de 
chaque  catégorie  par  un  invariant  différentiel  spécial,  ce  qui  lui  permet  de 
partager  les  équations  de  quatrième  ordre  en  sept  catégories,  suivant  la  nature 
de  leur  groupe  de  rationalité;  en  s'appuyant  sur  les  travaux  de  M.  Painlevé, 
on  peut  toujours,  par  un  nombre  fini  d'opérations,  reconnaître  à  quelle  ca- 
tégorie appartient  une  équation  linéaire  donnée. 

L'auteur  a  montré  précédemment  qu'à  tout  point  singulier  d'une  équation  li- 
néaire est  attaché  un  groupe  de  transformations  linéaires  dont  les  invariants  sont 
méromorphes  au  voisinage  du  point  singulier;  ces  groupes,  pour  l'équation  du 
quatrième  ordre,  appartiennent  à  Tune  des  catégories  mentionnées  plus  haut, 
de  sorte  qu'il  y  a  sept  catégories  de  points  singuliers.  Grâce  aux  méthodes 
de  M.  von  Koch,  on  peut  former,  par  des  opérations  arithmétiques,  des 
fonctions  transcendantes  entières  des  coefficients  de  l'équation  donnée^ 
gui,  égalées  à  zéro,  expriment  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  qu'un  point  singulier  soit  d'une  catégorie  déterminée. 

Guichard.  —  Sur  les  congruences  conjuguées  aux   réseaux  C 
(7 '8-7^0- 

Le  Roux  {J.).  —  Sur  les  invariants  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  à  deux  variables  indépendantes.  (721-723). 

De  même  que  les  équations  du  second  ordre,  les  équations  d'ordre  supérieur 
admettent,  dans  certains  cas,  des  intégrales  particulières  s'exprimant  à  l'aide 
d'une  fonction  arbitraire  d'une  variable  caractéristique  et  des  dérivées  de  celte 
fonction  en  nombre  limité. 

Ces  intégrales  peuvent  être  déterminées  par  une  suite  de  transformations 
analogues  à  celle  de  Laplace,  et  que  l'auteur  fait  connaître.  Mais  l'ordre  de 
l'équation  transformée  s'élève  en  général  à  chaque  transformation. 

Les  principales  propriétés  de  ré<]uation,  relali\emenl  à  ses  transformations, 
se  reflètent  dans  une  suite  d'invariants  analogues  à  ceux  qui  ont  été  introduits 
par  M.  Darboux  pour  le  second  ordre.  M.  Le  Houx  indique  la  loi  de  formation 
de  ces  invariants. 

"^h/esinger  (L,),  —  Sur  un  problème  de   Kieniann.  {'^•2'i--'2:)). 

Dans  un  Mémoire  posthume,  Hiemann  a  posé  le  problème  suivant  : 
Ktant  donnés,  dans  le  plan  de  la  variable  x,  les  a  -H  1  points  a,,  ...,«,,  ''w+n 
açons  des  coupures  /,,   ...,  /,  joignant  les  points  r?,,    ...,  r?^  au  point  a^^,^. 
n  demande  n  fonctions  ^>',,  ^j,  . . .,  ^„  de  Xt  qui  se  romportent  régulièrement 

^ull.  des  Sciences  mathém.,  .»'  série,  t.  \IV.  (Mai  1900.)  R.G 
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tiers  et  de  vérifier  le  ihéoréme  de  Dirichlet  relatif  i  ces  nombres. 
Ifadamard.  —  Les  invariants  intégraux  et  l'Optique.  (8i  i-Sis)- 
SI.  Bruns  a  démontré  que  si  un  système  optique  fait  correspondre  i  ciiaqet 


poinl-objct 


mploi  des 


tégraux  de  M.  Poincaré,  on  prouve  queleraji- 
de  l'objet  csi  néceisaiitmeal  égal  à  i. 


port  de  similitude  de  I' 
Slouff{A.).  —  Sur  les  lois  de  réciprocité.  (8ia-8i4). 
llumhcrt  (  G.).  —  Sur  la  transformation  des  fonctions  abéliennes. 


(Si^-Si;). 


lour  périodes  normal» 
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ou  plus  brièvement  {g^  A,  g'),  on  suppose 

gi>o,        g\>o,        gig\—K>o, 

g\t  ^i>  S\  él9°^  Ic3  parties  imaginaires  de  gj  A,  g'.  Le  problème  de  la  trans- 
formation (Hermite)  consiste  à  trouver  tous  les  systèmes  (G,  H,  G')  tels  qu'une 
fonction  abélienne  quelconque,  formée  avec  ces  nouvelles  périodes,  s'exprime 
rationnellement  à  l'aide  des  fonctions  abéiiennes  du  système  primitif  (^,  A,  ^'). 

Si,  au  lieu  d'être  quelconques,  les  nombres  g^  A,  g'  et  h}  —  gg'  sont  liés  par 
une  relation  linéaire,  il  existe  d'autres  transformations  que  celles  qu'a  obtenues 
M.  Hermite. 

En  étudiant  ces  transformations  singulières^  l'auteur  retrouve  les  fonctions 
intermédiaires  singulières  qu'il  a  introduites  dans  une  Note  antérieure  {voir 
ci-dessus).  Il  démontre  que  toute  transformation  singulière  se  ramène  à  une 
transformation  ordinaire,  précédée  d'une  certaine  transformation  singulière 
simple,  qu'il  délinit  complètement. 

Suivent  des  applications  aux  correspondances  entre  surfaces  de  Kummer  et 
entre  courbes  de  genre  a. 

De  Jonquières.  —  Solutions  algébriques  de  diverses  questions 
concernant  les  équations  indéterminées  du  second  degré  à  trois 
termes.  (863-871). 

L'auteur  mentionne  l'avantage  des  notations  algébriques,  quand  il  est  pos- 
sible de  les  employer  en  ces  matières.  11  établit  les  deux  théorèmes  suivants  : 

I.  L'équation 

n'est  pas  résoluble  en  nombres  entiers,  sauf  si  a  =  3. 

II.  L'équation 

n'e)«t  pas  résoluble  en  nombres  entiers. 

Grâce  à  ces  propositions,  M.  de  Jonquières  traite  algébriquement  cinq  pro- 
blèmes relatifs  à  la  résolution  de  l'équation 

dans  des  cas  particuliers. 

Ilumbert  (C).  —  Sur  les  tiansformations  singulières  des  fonc- 
tions abéiiennes.  (88a-884)- 

Application  des  résultats  de  la  Note  précédente  de  l'auteur  aux  correspon- 
dances entre  surfaces  hypereliiptiques. 

Baire  (/?.).  —  Sur  les  fonctions  discontinues  développables  en 
séries  de  fonctions  continues.  (884-887). 

Une  fonction  de  deux  variables  réelles  étant  supposée  con/i/ti/ey^ar  rapport 
à  chacune  d'elles,  la  succession  des  valeurs  que  celte  fonction  prend  sur  une 
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ciiirlic  continue  pcul  flre  une  fiinriion  diieontinue  :  quelle  «st  cKirtrmn 
nature  dr  rctic  fuiiclion?  Telle  est  la  quEKlion  que  H.  Baire  avait  pnM«  il 
une  Note  de  novembre  r897.  Il  énonce  aujourd'hui  UD  thëor^me  qui  résftntt 
plëlrmrnt  cflle  quctlion,  en  mjme  temps  que  d'autres  problèmes  un  peu  d 
rcni^.  En  particulier,  ii  dênnil  toutet  les /onelioni  diteontinuet  MUMcrpti 
d'ilrt  repre)fntéet  par  des  tèrie»  dt  fonctioiu  continue: 

Au  cours  de  sim  analyse  esl  détermina  la  condition  nécessajrr  et  « 
santé  pour  qu'une  fonclion  d'une  variable  réelle  soil  dévcloppable  rn  »éri( 
pulynamrs. 

Kantoi-  (S.).  —  Tln-ori-me  fondamenlal  sur  les  transformatic 
binitionnolle»  à  cocflicicnls  entiers.  (94^-949)- 

On  suit  que  les  iraniformalioni  bi ru lioun elles  homofcènes  du  domaioc  1 
naire  pi'uvent  i^lre  drro  ni  posées  {  Nnther)  en  des  transFormalions  quadratiqn 
Mais  il  n'en  est  plus  de  mi'nie  si  i'on  impose  aux  coefSeients  des  Irao^rorn 
tinns  ronsidi'rërs  la  condition  d'i^trc  des  ooinbres  entiers.  M.  Kanlar  a  fta 
que  loiiti-  iransforuialion  hirali'mni'llr  arithmétique  1  trois  varialilrs  hnni 
i;i'-iies  peut  élrr  réimposée  au  mnyi'n  de  facteurs  primairel  arillimétiqucs  qui 
n- partissent  eulre  seiïC  lypc*  diffi'reols. 

I^mcroy.   —  Sur  certaines  équations  fonctionnelles  linéaire 
(!li9-9=")- 

l.'auleur  indique  les  principaux  n'-siillals  qu'il  a  obtenus  en  comtituant  ni 
théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  symbolique  de  plusiciiri /K>^nonf 
fonclionneU  linéaires.  Icis  que 

A, j-'"*  +  Aj J''""" +  ■  ■  ■ -t- A— ..T'"  +  A.r-". 

la  varinble  j  et  où  l'on  désigne  par^^'W  l'iirrati' 


fie  JunifiiiiTex.  —  Sur  un  pciiiit  de  diiclrino  ilans  la  lliT-ovie  <K' 
fiimirs  <|ni)ilriili(]tii-s.  (ititi-!)i>7 )■ 

Coiiipiiriiison  di-  1.1  mi'lhi"!.'  de  liauss  (  nif<iiiirili'>nei  arilhnictic/r.    n*    1!t."j 


(liiirliiiri/  {('.).  —  Sur  les  rnnf;i  "'■nns  qui  soni  Je  plusieurs  mu 
uiiTcs  lies  ciiufirrK'mcs  K.  (nu  i-ioi3). 

Jiihnkf.  —  N.iuvollrs  cxiin-ssions  des  <;|ciiurnls  ci'iut  sysli-mi-  oi 
llio^-nntil  |i;ir  \f>-  Tiuirtions  tln'-tii  \\o  deux  ar^uiiti'iils  cl  Icu 
a|>|>ti(-Hhon  n  b  Dvnumiquo.  (ii.iVtoiti). 
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de  Dynamique,  tels  que  le  mouvement  d^un  corps  pesant  autour  d*un  point 
fixe,  le  mouvement  d'un  solide  dans  un  liquide,  la  rotation  de  corps  solides 
liés  Tun  à  l'autre  (ce  dernier  résolu  complètement  par  M.  Jahnke)  et  de  divers 
autres  problèmes  relatifs  à  la  rotation  et  au  mouvement  dans  un  liquide. 

Ebert  et  Perchot.  —  Sur  une  transformation  de  Téquation  d'Ha- 
mîlton.  (1017-1019). 

Stekloff.  —  Sur  un  problème  de  la  théorie  analytique  de  la  cha- 
leur. (1022-1025). 

De  Jonquières.  —  Addition  à  une  précédente  Communication, 
concernant  la  théorie  des  formes  quadratiques.  (1077-1083). 

L'auteur  indique  un  nouvel  avantage  que  présente,  au  point  de  vue   de    la 

simplicité   des  calculs   dans  la  résolution   des  équations  indéterminées  de  la 

forme 

mx^  —  ny"^  =  dz  i        (  /w,  /i  entiers  positifs  ), 

l'emploi  de  la  méthode  mixte  qu'il  préconise. 

Jahnke,  —  Expressions  des  dérivées  des  fondions  thêta  de  deux 
arguments  au  moyen  des  carrés  des  fonctions  théla.  (io83-io85). 

Les  dérivées  logarithmiques  secondes  des  fonctions  thêta  de  deux  arguments 
s'expriment  au  moyen  des  carrés  de  ces  fonctions.  Des  formules  que  l'auteur 
fait  connaître  découlent  de  nombreux  résultats,,  antérieurement  obtenus  par 
MM.  Kônigsberger,  Krause,  Pascal  et  Bertolani. 

Krause  (/f/.).  —  Sur  les  systèmes  d'équations  différentiel  les  aux- 
quelles satisfont  les  fonctions  quadruplement  périodiques  de 
seconde  espèce.  (1086- 1088). 

Cosserat  {Eug,  et  Fr.),  —  Sur  les  équations  de  la  théorie  de 
Télasticité.  (1089-1091). 

Les  problèmes  les  plus  simples  de  la  théorie  de  l'élasticité  consistent  à  déter- 
miner trois  intégrales  du  système 

satisfaisant  à  des  conditions  diverses.  Supposant  que  u^  Vy  w  prennent  à  la 
frontière  des  valeurs  données,  MM.  Cosserat  ont  fait  une  étude  approfondie  de  ces 
fonctions  en  les  considérant  comme  des  fonctions  du  paramètre  \  qui  peut  être 
soit  réel,  soit  complexe.  On  embrasse  ainsi  tous  les  travaux  déjà  faits  sur  la 
question,  en  particulier  ceux  de  M.  Lauricella,  et  ceux  des  divers  géomètres 
qui  se  sont  occupés  du  problème  de  la  sphère,  dans  le  cas  où  les  déplacements 
sont  donnés  à  la  froniièrc. 


Ja/tnke.  —  Sur  le  mouvement  d'un  corps  grave  du  riîvoIulioH  s 
pendu  par  un  poini  de  son  axe.  (i  laâ-i  la;)). 

CosseraC  (Bug.  et  Fr.).  —  Sur  les  fonctions  potcnlicHe'^  de  !■' 
théorie  de  l'élaslicilé.  (i  \'i()-\  i3'f). 
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A,  B,  C  étant  des  constantes  arbitraires.  Cetle  fonction  dirigée  {u',  v\  tv)  joue 
d'ailleurs  dans  la  théorie  de  l'élasticité  un  rôle  extrêmement  important. 

Les  fonctions  dirigées  (U,  V,  W)  que  MM.  Cosserat  introduisent  sont  sus- 
ceptibles de  nombreuses  applications,  relatives  notamment  à  la  notion  de  force 
en  un  point  :  on  peut  substituer  à  une  force  en  un  point,  situé  à  l'intérieur 
d%ine  sphère,  des  forces  sur  la  surface,  qui  donnent  à  l'extérieur  le  même  dé- 
placement; on  a  ainsi  l'analogue  de  l'une  des  propositions  sur  lesquelles  repose 
la  méthode  du  balayage  de  M.  Poincaré.  On  peut  aussi  écrire  presque  intuiti- 
vement l'extension  de  l'équation  fonctionnelle  de  Robin. 

Guichard.  —  Sur  les  congruences  rectilignes.  (ii83-ii85). 

I^ainlevé{P,),  —  Sur  les  équations  diflerenlielles  du  second  ordre 
à  points  critiques  fixes.  (1  i85-i  188). 

L'auteur  aborde  le  problème  difficile  qui  consiste  à  former  toutes  les  équa- 
tions du  second  ordre  à  points  critiques  fixes,  du  type 

où  p  est  rationnel  en  y\  y,  z  ti  oi\  z  est  lié  à  y  par  une  relation  algébrique 
dépendant  de  x.  Il  établit  que  toute  équation  de  cette  espèce  se  ramène  algé- 
briquement à  l'un  ou  l'autre  de  six  types  déterminés,  type  qui  doit  avoir 
ses  points  critiques  fixes. 

En  efTel  les  équaiions  les  plus  générales  de  ces  types  n'ont  pas  leurs  points 
critiques  Hxes. 

La  méthode  de  M.  Painicvé  s'applique  d'ailleurs  aux  équations  plus  générales 

dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  en  y'^  y\  y  dépendant  de  la 
variable  x. 

Alcdolaglii,  —  Sur  les  groupes  qui  se  présenlenl  dans  la  généra- 
lisation des  fonctions  analytiques,  (i  188-1 190). 

Il  s'agit  des  groupes  que  représentent  les  systèmes  d'équations  aux  dérivées 
partielles  par  lesquels  ;M.  Picard  généralise  la  théorie  des  fonctions  d'une  va- 
riable complexe.  L'auteur  donne  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un 
groupe  continu  transitif  soit  semblable  à  un  groupe  de  Picard:  ensuite  il  étend 
la  méthode  de  M.  Picard  à  tous  les  groupes  continus. 

/^ainlevé,  —  Sur  la  détermination  explicite  des  équations  dlflTé- 
rentielles  du  second  ordre  à  points  critiques  Hxes.  (1329-1 33^<). 

Des  six  types  {voir  ci-dessus)  auxquels  M.  Painlevé  a  ramené  les  équations 
considérées,  les  quatre  derniers  ont  fait  l'objet  d'une  élude  complète  de  sa 
part.  L'auteur  donne  donc  la  forme  explicite  des  équations  appartenant  à  ces 
types,  qui  ont  leurs  points  critiques  fixes.  Leurs  .«singularités  mobiles  sont  ou 
des  pùles,  ou  des  points  essentiels.  \}ï\g  équation  du  second  ordre  étant 
donnée,  on  peut  reconnaître  algébriquement  si  elle  est  réducliblc  à  l'un  des 
types  ainsi  déterminés. 
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Démonstration  de  ce  théorème  : 

Il  n'existe  point,  sur  une  surface  algébrique,  de  séries  de  groupes  de  n  points, 
dépendant  de  in  paramètres  et  correspondant  uniformément  à  des  fonctions 
abéliennes  (non  dégénérescentes)  de  2^  variables,  si  ce  n'est  pour  les  surfaces 
hyperelliptiques  (/i  =  i). 

Duporcq.  —  Sur  la  correspondance  quadratique  et  rationnelle  de 
deux  figures  planes,  et  sur  un  déplacement  remarquable.  (i4«3- 
i4o6). 

Dans  le  mode  de  correspondance  considéré,  la  donnée  de  cinq  couples  de 
points  conjugués  en  détermine  un  sixième;  la  donnée  de  six  couples  détermine, 
en  générai,  une  infinité  de  couples  de  points  conjugués,  qui  se  correspondent 
sur  deux  cubiques.  De  là  résulte,  en  particulier,  la  proposition  suivante  : 

Si  un  plan  P  se  déplace  dans  l'espace  de  sorte  que  cinq  de  ses  points  restent 
sur  des  sphères  dont  les  centres  appartiennent  à  un  plan  fixe  P',  il  existera 
dans  Je  plan  P  un  sixième  point  jouissant  de  la  môme  propriété. 

Miller  (G,- A.).  —  Sur  les  groupes  hamiltoaîens.  (i4o6-i4o8). 

Propriétés  des  groupes  (non  abéliens)  dont  tous  les  sous-groupes  sont  inva- 
riants. 

Picard  {Em,),  —  Quelques  remarques  relatives  aux  périodes  des 
intégrales  doubles  et  aux  cycles  à  deux  dimensions  dans  les  sur- 
faces algébriques.  (1457-1459). 

L*autear  montre  par  un  exemple  simple  les  difficultés  auxquelles  prête  la 
distinction  en  plusieurs  catégories  des  périodes  des  intégrales  doubles  :  dans  le 
cas  des  surfaces  unicursales,  les  périodes  de  certaines  intégrales  doubles,  que 
leur  origine  ferait  regarder  comme  cycliques,  se  présentent  comme  des  périodes 
polaires. 

Suivent  quelques  observations  relatives  à  la  connexion  à  deux  dimensions 
dans  les  surfaces  algébriques  et  en  particulier  sur  la  détermination  du  nombre 
entier  />,  que  M.  Picard  a  introduit  dans  la  théorie  de  ces  surfaces. 

Guichard,  —  Sur  les  surfaces  minima.  (1487-1489). 

Krause  (M-)-  —  Sur  les  systèmes  d'équations  différentielles  aux- 
quels satisfont  les  fonctions  quadruplement  périodiques  de 
seconde  espèce.  (1489-1492). 

Guichard,  —  Sur  les  surfaces  à  courbure  totale  constante.  (1 556- 
i558). 

Hiquier,  —  Sur  la  forme  que  prend,  par  la  suppression  de  cer- 
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rement  it  une  pression  de  plusieurs  almnsplières,  extérieurement  à  la  pmsiM 
atuio^pliérique.  L'auteur  étudie  l'équilibre  de  ce  bandage,  en  laissant  de  cliU 
les  effets  dus  à  la  présence  de  Id  toile,  et  en  considérant  les  rajons  it  II 
section  méridienne  comme  inlinimcnt  petits  par  rapport  au  rayon  ninjcn  de  II 
section  équatoriale. 

Zaremba{S.).  —  Sur  un  théorème  de  M.  Poincaré.  (aïo-aïC)- 
i\.  Poincai'c  a  énoncé  el  paniellenient  démontré  rimportanl  Ihéorènc q" 

Soient  une  surface  (S)  limitant  un  domaine  (D);  /(x,y.z)  une  fondis 
donnée  admettant  dis  dérivées  premières  dans  toute  l'étendue  du  domaine  (D)i 
el  II  la  fonction  satisfaisant,  à  l'intérieur  de  la  surface  (S),  â  l'équation 

et  prenant  Mir  celte  ^nrface   la  valeur  icro;  la  fonction  «  aura   pour  "I"' 
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asymptotique   —  4»  lorsqif'on  fera  croître  indéfiniment  le  module  du   para- 

^' 

métré  Ç,  l'argument  conservant  une  valeur  fixe  autre  qu'un  multiple  de  ar. 

M.  Zaremba  a  pu  démontrer  ce  théorème  dans  toute  sa  généralité,  en  sup- 
posant seulement  que  la  surface  (S)  admet  en  chacun  de  ses  points  des  rayons 
de  courbure  difTérents  de  zéro. 

Duporcq,  —  Sur  la  ihéorie  des  abaques  à  alignements.  (265-268). 

Casserai  {Eiig,  et  Fr.).  —  Sur  la  déformation  infiniment  petite 
d'un  ellipsoïde  élastique.  (3i5-3i8). 

Les  cas  dans  lesquels  on  a  résolu  eflTectivement  le  problème  de  la  déforma- 
tion infiniment  petite  d'un  corps  élastique  sont  en  très  petit  nombre.  MM.  Cos- 
serat  ont  réussi  à  en  traiter  plusieurs  nouveaux,  par  l'application  des  méthodes 
qu^ils  ont  indiquées  {Comptes  rendus,  12  avril  1898).  Ils  font  connaître  au- 
jourd'hui la  solution  qu'ils  ont  obtenue  pour  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

liicci  {G.).  —   Sur  les  groupes  continus  de   mouvements  d'une 
variété  quelconque  à  trois  dimensions.  (344-346). 

Lovett  (E,-0.).  —  Sur  les  invariants  diflerentiels  d'un  sjslème 
de  m -+- 1  points  par  rapport  aux  transformations  projectives. 

(346-349). 

Cotton{Eni.).  —  Sur  la  représentation  conforme  des  variétés  à 
trois  dimensions.  (349-35 1).' 

Deax  variétés  à  n  dimensions  (j:-)  et  {x'i)  sont  dites  applicables  si  leurs 
éléments  linéaires  ds^  et  ds"^  peuvent  être  rendus  identiques.  Elles  sont  repré- 
sentables conformément  l'une  sur  l'autre,  si  l'on  peut  déterminer  les  x  en 
fonction  des  x'  de  telle  sorte  que  ds"^  se  transforme  en  e/«'^  multiplié  par  un 
facteur  indépendant  des  différentielles. 

M.  Cotton  enseigne  à  former  un  covariant  cubique  (à  trois  systèmes  diffé- 
rents de  difTérentielles)  attaché  à  tout  ds"^  à  trois  variables.  L'évanouissement 
identique  de  ce  covariant  est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
variété  qui  admet  ce  ds'^  soit  applicable  sur  l'espace  euclidien  ordinaire. 

Dans  le  cas  général,  ce  covariant  n'est  pas  identiquement  nul.  On  en  peut 
déduire  une  forme  quadratique  qui,  jointe  aux  variables  x,,  jt,,  x^y  constitue 
ce  que  l'auteur  appelle  la  variété  principale  de  x,,  Xj,  x^y  ds^y  au  point  de 
Yue  de  la  représentation  conforme,  et  qui  permet  d'énoncer  la  règle  suivante: 
Pour  que  deux  variétés  à  trois  dimensions  soient  représentables  conformé^ 
ment  l'une  sur  Vautre,  il  faut  et  sujjit  que  leurs  variétés  principales  soient 
applicables.  On  est  ainsi  ramené  à  un  problème  que  ChristofTel  a  résolu  dans 
toute  sa  généralité. 

Ricci  {G.).  —  Sur  les  groupes  continus  de  mouvements  d'une 
variété  quelconque.  (36o-36i). 

Conditions  nécessaires  et  suffisantes  poiir  qu'une  famille  de  lignes  /  étant 


L«  réduit**  {/>.7)  d'une  fonaion,  régulière  dfii»  le 
sont  tes  frapliuns  «lionrirlles  qui.  dan*  If  *i)i»iii»|if  <lo  wr  p-piiH.  rppr*scMt»i 
cette  foncliuii  tvcu  U  plus  griind«  HppruKlmotiwn,  le»  itegréi  de  leurs  num'- 
r  et  dérimiinainir  ^taot  Tcïpri!ltreni(-iit  inférieur»  "u  égius  a  p  i-l  v- 

L'auteur  éaunire  les  réoultals  iui\anls  : 

Quel  qui!  soit  7,  le  ilfnotnlntleur  ci  le  numi^uleur  île  U  réduite  (/'.?)  de 
l«  toncti.ui  e'  tendent  unirornu-ment  ïere  les  limile*  ri-i[«;i.'liie»  _ 


e  rappo 

la  limite  u. 

I>aiis  txut  tntervulle.  la  réduite  (p.rj)  de  f  tend 
quand  l'un  nu  moins  des  ileui   nunilireï  P  f>  1  ■'■"H  '" 

nirurm 
kliliini 

-''  lemUnl  seri  une  liriute  o.i  enii^f. in.léUoinient. 

Loi-elt  (h'.-O.).  —  Sur  une  classe  Oc  iran*forir 

alions 

(48o-4»-0- 

Oordan  (P.).  ~  Sur  Ip  rnsullanl  de  doux  éqi 

niions 

Paintevf^.  ■ — Sur  les  t'-qiiat!ons  diffère 
points  critiques  lîxes.  (54i-544)- 
l>ans  des   Notes  |)rccédentcs  {Complet  rendus,  t.   CXWI)   M.  l'ai 
ein^  des  sii^  classes  d'équations  à  points  c 


1 


=  \\{y\y.a:). 


rationnel  en  y',  algébrique  en 
ui  toutes  les  équations  de  la 
e  huit.  Cinq  d'entre  elles  s'inti 
lablil  qu'elles  ont  leur  intégra 


raie 


abélic 


>-,  analytique  en  x.  Il  fait  connaltrF 
asse  restante.  Ces  équations  sont  i» 
rent  sans  peine.  Pour  les  trois  autm. 
:  générale  mcromorphe  dans  tonl  h 

bit  ig> 


Picard  {Éni.).  —  Sur  les  intégrales  doubles  de  seconde  espi'C* 
tians  la  Uiéorie  des  surfaces  algébriques.  (à^y-SS^). 

Résuma  d'un  Méninirc  où  sont  posées  les  bases  d'une  iliéorir  des  'Mifn^f^ 
duuliks  de  seconde  espèce. 
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Une  intégrale 

Il  R{Xyy,  z)dxdyy 

où  R  est  une  fonction  rationnelle  de  x^  y,  5,  est  dite  présenter  le  caractère 
d'une  intégrale  de  seconde  espèce  en  un  point  simple  d'une  surface 

f^x,y,z)  =  0, 

si  Ton  peut  trouver  deux  fonctions  rationnelles  U  et  V  de  x^  y^  z  telles  que  la 
diflférencc  entre  cette  intégrale  et  l'intégrale  double 


//(S-f)-* 


reste  finie  au  voisinage  du  point  A.  Si  le  point  A  est  un  point  multiple  de 
y  =  o,  on  définit  le  caractère  de  l'intégrale  de  seconde  espèce  au  moyen  d'une 
transformation  birationnelle.  Est  dite  intégrale  de  seconde  espèce  toute  inté- 
grale qui  présente  en  tous  les  points  de  /  le  caractère  d'une  intégrale  de 
seconde  espèce.  (Cette  propriété  est  invariante  relativement  aux  transforma- 
tions birationnelles.  ) 

Toutes  les  intégrales  doubles  de  seconde  espèce,  relatives  à  la  surface /=  o, 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

U  et  V  élant  rationnelles  en  x,  y,  z  et  P( x,^,  z)  étant  un  polynôme  qui  s'an- 
nule sur  la  courbe  double. 

Pour  toute  surface  algébrique   il   existe  un  certain   nombre  p   d'intégrales 
doubles  distinctes  de  seconde  espèce 

telles  que  toute  autre  intégrale  double  de  seconde  espèce  est  de  la  forme 

les  a  étant  des  constantes.  Le  nombre  p  est  un  invariant. 

La  Note  se  termine  par  l'évaluation  du  nombre  de  conditions  pour  qu'une 
intégrale  du  type  déjà  considéré 


// 


tiÉ!Zl»J,é, 


soit  eiTectivemcnt  de  seconde  espèce  et  par  deux  exemples  montrant  la  con- 
nexion intime  qui  existe  entre  la  théorie  des  intégrales  doubles  de  seconde 
espèce  et  l'étude  des  cycles  linéaires  sur  une  surface. 

De  Jonquières.  —  Extension  du  n°  162  des  Disquisitiones  arilli- 
melicœ  de  Gauss.  (596-601). 


^B            gfi                                          SECONDE   PARTFB. 

■ 

■ 

^H             Goursal.  —  Sur  les  intégrales 

;   iatermêiliaires   di 

'S  t'qnali 

on<  <Ia 

^H                 second  ordre.  (6o3-6o<)). 

^_ 

^H                      Étant  iJonnée  une  équation  de  Mo 

ngf-\mjicre 

^ 

^H                                                     A(r/  — ii)-i-B/ 

■^Ct^lU-i-K  =  o. 

^H                  MM.  Sophas  Lie  M  Darboui  ont  m 

ontré  fine,   si   illc   iiiliii 

irt  .)<■«.    i 

nlégrilet 

^^^H                 n  et  V  étant  des  rnnclinns  de  x,  y, 
^^^H                 équation  prot  être  ramcniie  par  une 

r.  p.  V  <l  F  une  foncti 

tninsrnrmilion  de  eunli 

J=    0, 

on  arbitra 
•et  1  l'une 

ire.  cetie 
deidcui 

^^H                 «uivanL  quR  ses  caractéristique»  «ont 
^^1                        M.  Goursat,  après  avoir  indiqué  1< 
^^H                   qni  doiTFnl  être  considérées  comme 
^^1                 leur  étend  le  tiiéorénie  ci-dessus.  Les  i 

,  confantlnet  on  di.^linrli-'. 
;s  équations  du  second  onlrr  k  n 
niiNlogue*  i  l'équation  de  Mon^e 
résultuls qu'il  "lilienl  pcrirpnt  etr< 

v.n.hlf» 
-Ainp-lr*. 
^  énonce. 

^B                     Soient  X,.  X, \,;   P,.  P„  .. 

'i.-^-l ^.iPv  P:,-    ■■■■P.-   ■=,   « 

.,  P..  Z.  (^nn-i)   fon, 
ilisfaisunl  à  l*id«ntité 

■tion»  des  *art»l>ln 

rfZ-P,dX,-...-  P„dX.=^ 
toute  L-qiialion  de  la  forme 

■-  flds-p.dr,- 

/',''-<-.): 

■■■.",)  _y 
-^J      "' 

gral«s  intemiédiairei  distinctes.  Réciproquement,  toute  équaliaa    du    MK^md 

Leaii.  —  Sur  les  poinls  singuliers  situés  sur  le  cercle  de  conver- 
gence et  sur  la  sommation  des  séries  diveigentcs.  (6o--Gofi), 

Le  Hoy.  —  Sur  les  séries  divergentes  et  les  fonctions  définies  par 
un  développement  de  Tajior.  (654-657). 

Étant  donnée  une  série  enlicri:  V  a,:",  convergente  dans  le  cercle  Je  rayon  r, 

si  l'on  peut  construire  une  fonction  ^(j')  telle  que 


=J  ,(x)x'dx.  ^='.-'=f    ^^^rf^  =  /{  =  ). 


inlLTicur  du  tercle  de  convergence  avec  Ja  somme  de  la 
/(:)  est  liolomorplie  en  tout  point  du  plar 


luf  peut-être  pour  *  rtel  e 
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plus  grand  que  i.  Si  même  ^{x)  est  holomorphe  pour  o<.r  <i,  la  coupure 
n'est  pas  essentielle  et  /(x)  n'a  pas  d'autres  points  singuliers  que  2  =  i  et  2  =  00. 
3** /(-s)  n'est  pas  uniforme;  le  calcul  du  saut  brusque  subi  par  l'intégrale 
quand  on  franchit  la  coupure  donne  les  diverses  déterminations  de/(^). 


Des  conclusions  analogues  sont  encore  vraies  si  l'on  peut  mettre  la  série  sous 
la  forme 

ç(a:)  A  (a:,  z)  dx, 
0 


A  étant  holomorphe  en  z  autour  de  l'origine. 

Cette  théorie  comprend ,  comme  cas  particulier,  la  théorie  des  séries  soiu- 
niables  de  M.  Borel. 

I£bert  et  Perchot,  —  Une  propriété  d'une  intégrale  première  des 
équations  de  la  djrnamique  à  deux  variables  et  à  potentiel  homo- 
gène* (657-639). 

Leau,  —  Sur  le  cercle  de  convergence  des  séries.  (-11-712). 

L'auteur  indique  deux  classes  étendues  de  fondions  entières  qui  n'ont  sur 
leur  cercle  de  convergence  qu'un  seul  point  singulier. 

A^ndrade  (•/.).  —  Sur  la  stabilité.  (712-713). 

Borel,  —  Sur  les  développements  des  fonctions  uniformes  en 
séries  de  Taylor.  (70 1). 

Énoncé  d'un  théorème  sur  les  fonctions  (M),  ou  fonctions  uniformes  dans 
lout  le  plan,  à  singularités  ponctuelles  : 
Etant  données  deux  fonctions  (M) 

?(«)  =2]  ^"^"^    +(-)  =2]  ^-^^ 

la  fonction 

u 

où  o  désigne  un  polynôme  entier  en  a„  et  6„,  est  aussi  une  fonction  (  M  ).  Si  9  (  i  ) 
et  +(-«)  sont  méromorphes, /(  5  )  est  aussi  méromorphe. 

Stôrmer  {Cari),  —  Sur  une  équation  indéterminée.  (752-754). 

Il  s'agitde  résoudre  en  nombres  entiers  positifs  x,,a?j,  ..  ,  j:,„,  >'„^j,  ...»>'„ 
réquation 

(  I  )  AM^  M;«  . . .  M;^-  -  BN^«  N^« . . .  N^-  =  C, 

où  A,  B,  Mp  ...,  M^,  N,,  •..,  N^  sont  des  entiers  donnés  et  où  C  =±i  ou  ±:  a. 
En  s'appuyant  sur  un   théorème  relatif  à  l'équation  de  Pell/qu'il  a  établi 

BulL  des  Sciences  mathém.,  a'  série,  t.  XXIV.  (Juin  1900.)  H. 7 
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antérieurement,  l'aatear  prouve  que  l'équation  (i),  gutut^  ttim  tMt  pottt 
n'admet  qu'un  nambrt  fini  de  êolutiont  entiire*  potltiveM,  qu«  l'on  p 
obtenir  toute*  en  cherchant  let  lolutioni  entière*  po*itivet  teaplMM  petite*  d 
nombre  fini  d'équation»  de  Pell. 

Riquier.  —  Sur  les  syst<>mcs  dilTérentiels  dont  l'intégrmtioa 
ramène  à  celle  d'équations  dilTérenlielles  totales.  (809-810). 

Un  système  orihoname  pasail  £tant  donné,  si  l'ensemble  des  éléments  arl 
trairez,  dnnl  la  connaissance  équivaut  i  celle  des  détenniaaLioiM  initiales 
■es  intégrales,  ne  rcnrerme,  avec  un  nombre  quelconque  de  constantes,  qu'a 
seule  Tonctiiin  d'un  nombre  quelconque  de  variable),  la  Eceherclie,  dans  le  q 
tème  proposé,  d'intégrales  ordinaires  latistaisaut  t  des  conditions  initial 
données,  se  ramène  i  l'intégration  de  systèmes  passifs  d'équations  différeatiell 
totales  du  premier  ordre. 

Bousstnesç.  —  Relalion  qui  existe,  dons  la  bicyclette  roulant'si 
un  sol  horizontal,  entre  le  mouvement  de  progresstOD  et  le  mo< 
vemcnt  d'inclinaison.  (843-848). 


Cette  rclat 

on  est  exprimée  par  l'équatiuD 

où  il  est  fait 

usage  dos  notations  suivantes  : 

g  est  l'accélération  de  ta  pesanteur, 

a  la  distance 

deux  roues 

avec  le  sol, 

h  h    dislanc 

c  (lu   centru  de   (.Taviié  du  systrmc  (cavalier  et 

nachiac)   i  I 

1.,-iSC  AK. 

Il  la  pcrtioii 

Kl)  de  basi:  nimjirisc  cnirr  la  pn-jcction  B  dccecen 

tre  de  firavît 

sur  U  base  et  le  point  inférieur  K  dr  la  i.'ui;  arrière, 

V  est  la  vites 

sr  du  piùnl  K  sur  sa  Ir^jcitoirr, 

0  raoRlcfait 

sur  le  sol  par  le  plan  de  hi  rciup  avant,  avec  la  bas 

e  KA. 

Coursât.  —  Sur  quelques  lv|ifs  inti'^ralilcs  d'cqiiations  aux  di;ri 
vécs  partielles  du  second  ordre.  (H.^^-S.jà). 
L'auteur  a  déterminé  touti.'s  los  équ^itions  de  s('eon<l  ordre  de  la  forme 

pour  leM|uelles  les  équations  Hiffércnlielles  de  cliaiun  di-s  syslémei  de  caracté- 
ristiques admettent   une   combinaison  iniégrable,  renfciuiant  les  dérivées  du 

Si  l'on  fait  absirai'tinn  des  éi)ualiou«  iuléerables  par  U  mélho.lc  de  Mon::e, 
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des  équations  linéaires  et,  plus  généralement,  des  équations  qui  appartiennent 
à  la  classe  étudiée  par  M.  Moutard,  les  équations  en  question  se  ramènent  par 
des  transformations  simpfes  à  cinq  types,  que  M.  Goursat  énumère. 

Tzitzéica,  —  Sur  les  sjslèmes  orthogonatix.  (856-857 ). 

Humbert  (C).  —  Sur  la  multiplication  complexe  des  fonctions 
abéliennes.  (857-860)- 

Le  problème  de  la  multiplication  complexe  des  fonctions  abéliennes  de  genre 
deux  peut  être  posé  comme  il  suit  : 

Soit  9(k,  t')  une  lonclion  abélienne  aux  périodes 

o     I     ^    A, 

i     o    h    g'. 
On  pose 

U  =  X  M  -h  IX  p,        V  =  ^'  1/  H-  jjl'  V  ; 

on  demande  dans  quel  cas  la  fonction  ^(U,  V)  pourra  s*cxprimcr  rationnelle- 
ment à  Taide  des  fonctions  abéliennes  en  u,  v  admettant  les  périodes  précé- 
dentes. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  g,  /(,  g'  vérifient  quatre  e^i/a- 
lions  fondamentales  à  coefficients  entiers,  qui  ne  sont  des  identités  que  dans  le 
cas  de  la  multiplication  ordinaire. 

Si  Ton  combine  ces  équations  de  manière  à  en  déduire  des  relations  cano- 
niques^ ou  relations  du  type 

à  coefficients  entiers,  le  nombre  des  relations  canoniques  distinctes  dépend  de 
celui  des  relations  fondamentales  distinctes,  et  Ton  peut  trouver  les  multipli- 
cations complexes  correspondant  à  chaque  cas. 

Boussinesq,  —  Aperçu  sur  la  théorie  de  la  bicyclette  :  équilibre 
du  cavalier.  (895-899). 

Principales  conséquences  de  l'équation  établie  par  Fauteur  dans  sa  dernière 
Note.  Nous  signalerons  celle-ci  :  quand,  par  suite  d'une  circonstance  acciden- 
telle, le  cycliste  est  brusquement  écarté  de  sa  route,  il  doit,  pour  rétablir  son 
équilibre,  incliner  le  guidon  vers  le  côté  où  il  s'est  Jeté, 

Painlevé.  —  Sur  les  équations  différentielles  du  second  ordre  à 
points  critiques  fixes.  (943-948). 

L*a«teur  rassemble  dans  cette  Note  les  résultats  qu'il  a  obtenus  sur  les  équa- 
tions de  cette  espèce.  Il  donne  le  tableau  des  quinze  types  dans  lesquels  il  les 
a  fait  rentrer  toutes,  avec  l'indication  de  la  façon  dont  leurs  intégrales  dépen- 
dent des  constantes  arbitraires,  et  l'énoncé  de  leurs  singularités.  Certains  de 
CCS  types  sont  les  premiers  exemples  connus  d'équations  difTércntielles  dont  on 
sacbcquc  l'intégrale  est  uniforme,  sans  savoir  les  intégrçr  ni  les  ramener  à  des 
combinaisons  de  quadratures  et  d'équations  difTérentielles  linéaires. 
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Le  Roy.  —  Sur  les  points  singuliers  d'une  fonction  défîoie 
un  dévctoppemcnl  dcTavlor.  (g48-93o). 

On   consiilârp  une  scric  enlicre  dunt  le  rajon   de  convergence  ett  é| 
l'unité     ' 


Si  >.  Mt  une  rnnrlion  Iiolomorphc  <lc  n  dan»  un  angle,  si  petit  qu'il  soft, 
tenant  a  son  intérieur  la  partie  positive  de  l'axe  Ox  et  si  la  série  /(a) 
serve  le  même  cercle  de  convergence  (de  rayon  i)  quand  on  remplace  H 
l'ariiie  d'un  point  situé  dans  l'angle  précédent,  la  uirie  en  qucslîaa  ne  | 
avoir  de  points  singuliers  qne  sur  ta  partie  (-<- 1,  +  on)  de  Ca^e  Ox, 

La  méthode  des  représentations  conformes,  qui  ■  ronduit  l'auteur  1  ce  ri 
tal,  pernipt  d'étudier  la  mérne  fonction  dans  tout  le  plan. 

On  a  aussi  le  lliéorème  suivant  : 

Si  a,  est  une  fonction  périodique  de  n,  développable  en  série  Lrigonomdtri 
absolument  convergente,  ta  série  /(:)  admet  effectivement  son  cercle  de  c 
vergence  comme  coupure,  sauf  dans  deux  cas  particuliers. 

De  ta  f^allée-Pottssin.  —  Sur  la  réduction  des  intégrales  nu 
liplcs.  (gào-gJi). 

Sorel{Em.).  —  Sur  la  recherche  des  singulurités  d'une  fonctii 
définie  par  un  développement  de  Taylor,  (iooi-ioo3). 

E\pre!isi..n  nouvelle  'l'une  fourtion  entière /(  :),  à  l'aide  d'une  inlégr 
dclinic  où  liRure  une  fnnrliiin  ^  |  j)  n'^uliére  fiouT  ^  positif  et  tendant,  ai 
i[HC  sa  ili'i-iM'C,  \-rrt  une  viileilr  diHeniiini'e  lorsque  x  tend  vers  t'inlini  i  l'i 
ti-ricur  d'une  trrlaine  aire  suiijiiiioe  ronlciiir  l'iixc  de»  quantités  réelles.  Ce 
f'irmiile,  susieptil.lc  <ir  r.Miil»rM»es  ii|i|>lii-uli<in!^  fort  générales,  établit  une  re 
tiru>  rtri.il.-  lUlre  T,  Lu.le  .\v  >iu(;ul»i  il,'>  de  /(  ;  )  dans  t.-nt  le  pian  et  l'étii 
du  j...iul  singulier  r-en<i,l  uni.|uo  <le  .^IJ-)- 

lieinlim{J.).  —  Sur  les  ,s\sli'iiits  d'ikjiiiiliods  aux  dérivées  pa 
licllt'si'odiiclihles  aux  éqiiaLiun s  dillVrenticlles ordinaires,  (lotj 

A  [>i'<i|ii>.  A.-  I.i  iiV.'iilc  S'.le  di-  M.  tli.|uii'r  (  roir  ri-dessus),  M.  Ilcudon  n 

pelle  .|u'il  a  lui-uir I..I.I..-,  >.nus  un,-  aulir  forme,  le  vc^ullal  de  M.  Itiqu 

d;ln^  une  Noie  dl'^  Cmiiptct  reiidat  (.'li  J;<uvii'r  iNi)»).  11  énonce  une  propo 


hju. 
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Maillet  {Edfn.).  —  Sur  la  détermination  du  groupe  des  équalîobs 
numériques.  (ioo4-ioo5). 

Gravé  {D,),  —  Sur  les  lignes  composées  de  parties  rectilignes. 
(looS-iooy). 

L'auteur  indique  un  moyen  de  former  une  fonction /(  5)  qui  jouit  de  pro- 
priétés singulières.  Elle  n'a  pas  de  dérivée  pour  une  infinité  de  valeurs  de  x) 
pour  les  autres  valeurs  de  Xy  sa  dérivée  est  nulle.  Dé  plus,  /(^)  est  continue 
et  varie  de  o  à  i  quand  x  parcourt  toutes  les  valeurs  de  rintcrvalle  (o,  i).  Elle 
est  intégrable,  et  il  est  aisé  de  calculer  les  valeurs  de  l'intégrale 

tù{x)~l      /{x)  dx 

pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Ces  valeurs  sont  rationnelles  pour  les  valeurs 
rationnelles  de  x. 
Les  lignes  déterminées  par  Téquation 

y  =  tù{x) 

sont  composées  d'une  infinité  de  parties  rectilignes,  mais  elles  admettent  en 
chaque  point  une  tangente  bien  déterminée  qui  change  de  direction  d'une  façon 
continue  quand  le  point  de  contact  parcourt  la  ligne. 
Les  surfaces  définies  par  l'équation 

jouissent  de  propriétés  analogues  :  composées  de  parties  planes,  elles  ont  un 
plan  tangent  biea  déterminé,  variable  d'un  point  à  l'autre. 

Riquier.  —  Sur  les  systèmes  différentiels  dont  l'intégration  se 
ramène  à  celle  d'équations  différentielles  totales,  (i  ig4-i  >96)* 

Réponse  à  la  Note  récente  de  M.  Beudon  {voir  ci-dessus). 

Cahen  (Arm.).  —  Sur  les  équations  différentielles  du  premier 
ordre,  (i  196-1 199). 

L'auteur  considère  l'équation 
(1)  L^^'^—aMy-f-Nrro, 

où  L,  M,  N  sont  trois  polynômes  de  degré  q  en  y^  dont  les  coefficients  sont 
analytiques  en  Xy  et  se  propose  de  déterminer  toutes  les  équations  de  cette 
forme  dont  l'intégrale  ne  prend  qu'un  nombre  donné  n  de  valeurs  autour  des 
points  critiques  mobiles. 
Quand  il  en  est  ainsi,  l'intégrale  générale  de  (1)  peut  s'écrire 

aC—  2?C  -+- Y  =  o, 
où  X,  ^,  Y  sont  des  polynômes  en  y^  de  degré  n  si  le  genre  ci  de  la  relation 
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entre  les  constantes  întégniles  est  nul,  et  de  degré  m  ai  m  =  •  (le  cat  s^ 
peut  se  prfscnipr  ici). 

M'-LN  =  i«QB,      p'-«Y  =  n'Q'n, 

l'équation  R  =  n  (de  degré  A-)  di'finil  Ie«  intégrales  ainguliArea;  réqs 
Q  =  n  (de  dcgrû /)  le  lieu  ries  points  de  rebruussemeot  dea  intégralci 
fonctions  P  et  tt  sont  des  de);rés  i  et  m  ta  y,  et  l'on  a 


-\  = 


li  +  j+t.         on: 
dérinis.  In  conclus 


a  des  rechcrelies  de  M.   C 


Ces  nombres  l'Lin 
petit  &rc  forniuléi:  ci 

Les  ëquaiinns  clii'rrliéi'H  du  type  (i)  dépendent  algébriquement  de  i 
/onclioni  arbîtrairea  et  de  coiutanles  arbitraii-ei  dont  le  nombre  est  éf 

an  +  jt  —  7  —  3  dans  le  cas  de  rn  =  -i  et  se  réduit  k  k  —  q  lorsque  a  =  i. 

Gttldbeig  {A.).  —  Sur  les  équations  aux  différentielles  loti 
linéaires.  (,  ,99.,  »o,). 

L'uhjet  de  celle  Note  cat  de  combler  une  lacune  <lans  la  théorie  des  équal 
linéaires  aux  dilTéi'Cnlielics  totales,  en  étudiant  le  cas  iiù  une  telle  é<iaa 
n'est  pat  iiilègmble.  KUc  peut  alors  admcUre  des  intégrales  singulières  < 
la  détermination  se  fait  sain  intégration. 

Soit 

V{j:.y,=)dx^<i{x,y.  i)dy A-\\{x. y,  z)di  =  o 

une  pareille  éifuslion. 
Si  une  fonctiiiu  s  ^=/(x,y  )  salinfuit  aui  deux  équations 


m-i^' 


xeuiple.  l'auteur  cite  l'ccguation  non  intégrable 

is ~ xy  -- y)ilj:  -\-  {z-  -  xy:  —  x)dy  -h  di  = 
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Goursat.   —  Sur  les  équations  du  second  ordre  à  n  variables 
analogues  à  Téqualion  de  Monge- Ampère .  (i-34). 

On  sait  qu^une  équation  de  Monge-Ampère 

(1)  A(r/  — 5^)  -+-Br-+-C«-4-D«4-F  =  o, 

où  A,  B,  C,  D,  F  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,  y,  z,  p,  q,  peut  être 
considérée  comme  provenant  de  Télimination  du  rapport  dy  :  da:  entre  deux 
équations  linéaires  et  homogènes  en  dXy  dy,  dp,  dç.  M.  Goursat  s'est  proposé 
de  généraliser  ce  type  d'équations  et  d'étudier  les  équations  auxquelles  on  par- 
vient ainsi. 

Soient  jr,,  â?,,  . . .,  â?„  un  système  de  n  variables  indépendantes,  et  z  une  fonc- 
tion de  ces  variables.  Posant 

on  se  donne  arbitrairement  un  système  de  n  relations  distinctes,  linéaires  et 
homogènes  en  dx,  ...,  dx^,  dp^y  ...,  <//?„,  dont  les  coefficients  sont  des  fonc- 
tions quelconques  de ^,,  x^,  ....  x^y  /?,,  .. .,  /?„.  Si  Ton  remplace  dp^  par 

Pi\  dXy -\-Piidx^-\-.,.-h /?,„ dx^y 

l'élimination  de  dx^y  ...,  dx^  entre  les  n  relations  obtenues  conduit  à  une 
équation  du  second  ordre,  de  forme  particulière,  qui  peut  être  considérée 
comme  l'analogue,  pour  les  fonctions  de  n  variables,  de  l'équation  de  Monge- 
Ampère. 

Pour  former  et  étudier  cette  équation,  l'auteur  part  d'abord  de  n  équations 
résolues  par  rapport  à  dp^y  . . .,  dp^y 

(2)  rf/?,.-t- a,,  rfa:, -+-... -+-a,^da?^=  0        (/ =  i,  3,  .. .,  n). 
Remplaçant  les  dp^^  par  leurs  expressions,  on  est  conduit  à  l'équation 


(3)  H  = 


Pli  -^«11       /^lî-t-^IJ       •••       Pim'^'^Xn 
Pu  -+-  «îl        /?«  -^  «31  •  •       P2n  -+-  *3» 


Pnl-^^ml      Pni-^^m       '"       Pnn-^^ 


Mit 


=    O. 


Le  problème  de  l'intégration  de  cette  équation  revient  à  ceci   :  adjoignant 
aux  équations  (2)  l'équation 

(  4  )  dz  —  Px  dx^  —  P2  dxi  — ...  —  /?„  dx^  =  o, 

et  convenant  d'appeler  multiplicité  caractéristique  toute  suite  simplement  in- 

(*)  Voir  Bulletin,  t.  XXIII,,  p.  ibo. 
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Unie  il'ékiiienls  du  premier  ordre  salisfuisant  aux  équations  (a)  et  (4)i  ira" 
une  muttiplicitè  n /oit. étendue  i^élémerii*  aiàt  du.prtmier  oritrm  letttf 
par  c/tacun  de  ces  éléments  il  passe  une  multiplicité  carœtérittiqae  $iti 
tout  entière  sur  celle  miillip/ieité  à  n  dimensions. 

Le  dL'Lcrminanl  11  ne  changeant  pas  quand  un  permute  a^^  «t  o^j,  l'éqi 
lion  (3}  possède  un  second  système  de  caraclëristiques  dont  oi^  oblicBt 
équations  difTèrcDliHIes  en  permutant  a„  et  x^  dans  les  équations  (i).  ( 
deux  systèmes  de  caracléristiqurs  sont  ea  général  distincts;  pour  qa'ili  soif 
identiques,  il  faut  et  il  suflit  que  l'on  ait  a,i=  >!,• 

Une  équation  du  second  onirc  ne  peut  6tre  mise  «lus  la  forme  (3)  qutdedci 
farjins,  si  la  cliose  est  pussibte  ;  c'est  ce  que  l'auteur  établit  par  deux  métbodi 
dont  la  seconde  fournit  le  moyen  de  mettre  eflectivement  sous  la  forme  ( 
toute  équation  qui  en  usl  suseeplible. 

Il  mllHche  ensuite  les  propriétés  déjà  obtenues  A  une  tliéorïe  plus  général 
Soit 

(B)  \-(x„j:„...,x„z,p„  ■.■,P.,P,„--.,P„)  =  o. 

une  équation  du  second  ordre  de  forme  quelconque;  si  l'on  pose 


=  V^  p., M.. 


nil  l,,  i„  ...  di'^slEnent  n  variables  auxiliaire»,  et  que  M.  Goursat  a  étudié 
sous  le  nom  de  forme  associée  à  l'équation  (  8)  :  il  a  prouvé  notamment  que 
pour  que  l'é<|UHtion  (8)  admette  une   famille  de  rjractérisliquei  linéaires,  i 

faut  ft  il  siiflit  que  ta  f.-nue  assoriOc  foit  df.-riui|iosable  en  nu  produit  do  deu 
faneurs  liiicairraen  \„  ;.,  ...,  ï,.  Si  l'on  applicfiii'  re  tliéon-ioe  A  l'équaliou  (J 

térisliques  de  t'Oqualion  ron-^idérre. 

Si  l'on  pn-nait  pour  (Hiiiit  île  dépari,  non  plus  des  relations  résolues  par  rap 

port  aux  rf/7,,  mais  un  ty^ti^mr  dr  n  ri-lalioiit  linéaires  queirunques  en  d-x,, 

^j:„.dp,  ,...,dp,,\[  surilraiiiri'iiiploMT  lu  iransfiirmation  de  l.ej-endrc  généra 
lisée  pour  arriver  à  un  sj-triiir  d'i-qHiilion»  résntun  par  rapptirt  aux  nouvelle' 
diirérenlii:llcr>  <ll'_.  On  |u'ut  iloiir,  ]>oiir  •'liiblir,  parmi  tes  propriétés  des  équa 
tion'i  1rs  plus  {{''uiTali'o  imalogiues  A  réqualinn  Minime -Ampère,  celles  qui  si 
riinscrvent  par  uor  transforma  lion  de  eonlarl,  se  hrinier  au  cas  i<ù  les  équa 
lions  ilifrércnliulti-s  ll<'^  rarac-lr'risliqucs  sont  résolue»  par  rapport  aux  Jp_. 

Devirnant,  en  (-ousér|uence,  à  l'équation  (  :<  )  et  â  m'>  dcu\  systèmes  de  carac 
lériMiques 
..              \  <i-  -/'i  'IJ-,    -■■■     Pnd-^.^"- 
'  t  ,/,... ■i,,/.r,-...   -i,dj:„-.:        a-,.:: n  ). 
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on  Toit  que  Télude  de  Téqnalion  (3)  est  liée  à  la  recherche  des  combinaisons 
intégrables  de  chacun' de  ces  systèmes  différentiels.  Pour  que  rfV  soit  une  com- 
binaison linéaire  des  équations  (A),  il  faut  et  il  suffit  que  V  satisfasse  aux  n 
équations  simultanées 

/  5v         V  /Tx       ^V  ô\  d\  d\  à\ 

(.3)         X,(V)=^-h/,,^-ot.,— -«,_-...-«..,—  =o 

Pareillement,  pour  que  d\}  soit  une  combinaison  linéaire  des  équations  (B), 
il  faut  et  il  suffit  que  U  satisfasse  aux  n  équations 

(/r  =  I,  2,  .. .,  n). 

On  démontre  aisément  que  si  dH  =  o,  d\  =  o  sont  deux  combinaisons  in- 
tégrables appartenant  à  deux  systèmes  de  caractéristiques  différents,  les^ 
fonctions  U  et  V  sont  toujours  en  involution.  En  particulier,  si  les  deux  sys- 
tèmes de  caractéristiques  sont  confondus,  les  deux  systèmes  (i3)  et  (i4)  n'en 
font  qu'un  et  deux  intégrales  quelconques  de  ce  système  sont  en  involution. 

Pour  que  l'un  des  systèmes  de  caractéristiques  admette  le  nombre  maximum 
(n  +  i)  d'intégrales  distinctes,  il  faut,  mais  il  ne  suffît  pas  que  les  deux  fa- 
milles de  caractéristiques  soient  confondues. 

Ici  se  place  l'étude  du  cas  où  l'un  des  systèmes  (i3)  ou  (t4)  admet  n  inté- 
grales distinctes.  Si  li,,  u^y  ...,  u^  sont  des  intégrales  distinctes  d'un  de  ces 
systèmes,  toutes  les  intégrales  de  l'équation 

(B)  F(M„a3,  ...,M„)  =  o, 

où  F  est  une  fonction  arbitraire,  satisfont,  sauf  peut-être  les  intégrales  singu- 
lières, à  l'équation  du  second  ordre  (3).  Réciproquement,  toute  équation  du 
second  ordre  qui  admet  une  intégrale  intermédiaire  de  la  forme  (i5)  où  F 
désigne  une  fonction  arbitraire  est  nécessairement  de  la  forme  (3).  La  mé- 
thode précédente  fournit  toutes  les  intégrales  intermédiaires  de  l'équation 
considérée. 

Pour  manifester  encore  d'autres  analogies  entre  les  équations  de  Monge- 
Ampère  et  celles  qu'il  étudie,  M.  Goursat  examine  ensuite  les  équations  (  3), 
pour  lesquelles  l'un  des  systèmes  de  caractéristiques  admet  (/i-hi)  combi- 
naisons intégrables  distinctes;  il  montre  que,  dans  ce  cas,  on  peut  toujours 
déduire  l'intégrale  générale  de  l'intégrale  complète,  comme  pour  les  équations 
à  deux  variables  indépendantes. 

Quand  les  deux  systèmes  de  caractéristiques  sont  distincts,  si  les  deux  sys- 
tèmes linéaires  (i3)  et  (i^)  admettent  respectivement  n  intégrales  distinctes 
(u,,  Uj,  . . .,  u^)  et  (v,  Vj, ...,  t'^)  de  telle  façon  qu'il  existe  pour  l'équation 
du  second  ordre  deux  intégrales  intermédiaires  distinctes 

F(a,,  w^,  ...,  uj  =  o,        *t»(t^,,V3,  ...,  V,)  =  Oj 

dépendant  chacune  d'une  fonction  arbitraire  de  (/i  —  i)  variables,  le  problème 
de  l'intégration  revient  à  déterminer  deux  groupes 

II,       {/|,      f/j,      •  • .  «      W„) 

G',     i^p     Vj.     ...,     i^,., 
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compotét  mpBetioement  de  n  fonetùmt  dUtiHCteâ,  Iwl»  qu/a  deux  /oaet 
appartenant  A  deux  groupe*  différents  toùml  tot^joura  en  involution.  L 
leur  purvieol  i  la  ïolulîon  de  ce  problème  eo  s'appajant  sur  les  tnvaai 
Soplius  Lie  relaliTsaux  groupes,  et  obtient  en  tout  (k  —  ■>  /ormteM  caMom\ 
etsenlieltemenl  dUtùicles  pour  les  deux  groupe»  G  et  G'.  A  chacune  de 
formes  canoniques  ourre^pond  une  fornie  canonique  d'équation  du  kc 
ordre,  admettant  dcui  inl^gralea  intermédiaires  diitiactes.  On  peut  obtc 
suui  furmc  explicite,  l'intégrale  générale  de  chacune  de  ces  équations. 

L'énuméraliun  que  fait  M.  Coursai  des  diverses  formes  canoniques  f 
n  =  Z,  i  Cl  b,  met  en  évidence  cette  loi  générale  que,  parmi  les  (n  —  i)  for 
canoniques  d'équation  i  n  variables  indépendantes  figurent  lea  </>  —  a)  for 
canoniques  d'c<|u3lion  à  (n  — i)  variables.  Ainsi,  connaissant  l'intégrale  gc 

raie  d'une  équation  à  (n  —  i)  variables  indépendantes,  x„  x, «"..ii  P 

avoir  celle  de  l'équation  canonique  correspondante  i  n  variables  f ,,  x,,  ..  •> 
il  suflil  d'ajouter  la  variable  x,,  i  titre  de  paramètre,  dans  les  deux  functi' 
arbitraires  qui  figurent  explicitement  dans  l'intégrale  générale  de  l'équal 
â(n  — I)  variables. 

Itevcnant  maintenant  à  un  systiïmc  de  variables  quelconques,  on  peut  ré 
mer  comme  suit  les  résultats  obtenus  :  Soient  X,,  X,,  ...,  X,,  P,,  P,,  .... 
Z  des  fonctions  des  {an  -)-  i)  variable*  x,,x,,  ■.■,x,,  p,,  p„  ,..,  p^,  s  Mi 
/aisani  à  i'identité 

rfZ-P,  i/X,-...—  P,dX,-f>{da-;.,da!,  — ...—/>, <tr.>; 
toute  équation  de  la  forme 

D(u,.«, u,)  _ 

Mx,.!, J-.") 

OÙ  u,,  u,,  ...,  u,  sont  a  quelconques  de*  fonctions  7.,  X,,  P,  admet  det 
intè/fralci  intermédiaires  distinctes.  liéciproquement ,  toute  équation 
second  ordre  qui  Jouit  de  cette  propriété  peut  être  obtenue  de  cette  faç( 

Le  MOnii>ire  se  termine  par  l'éluile  surcincte  des  équations  linéaires 
«ecniid  onlic,  à  plusieurs  variables  indépendantes,  auxquelles  peut  éi 
étendue  la  réièbre  méiluHli-  de  l.!i|il;ice.  Considirons  une  équation  du  seco 
ordre  linéaire,  qui  puisse  s'érrirc 

X[Y(=)]-h«X(;)+/^V(  =  )-T-f:-«. 


Ui-5C 

iden 

lui  ..ppli.|ucr  la   .né 

ité  lie  U  [orme 

es  >eill.-' 
Iiode   de  I 

variable*  indépendant 
aplace,  il  faut  et  il  su 

\| 

■(;)1-V|\{=)1 

a'(;), 
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devant  alors  élre  décomposable  en  deux  facteurs  linéaires 

I  =  (ût,Ç,-f-...-ha,ÇJ(p,Ç,H-...-f-p,Çj. 

De  cette  décomposition  même  résulte  la  connaissance  des  fonctions  a-  et  p-. 
Alors  les  vérifications  subséquentes  n'exigent  plus  que  des  calculs  tout  à  fait 
élémentaires. 

Enfin,  M.  Goursat  démontre  que  toute  équation  du  second  ordre  qui 
satisfait  aux  conditions  précédentes  peut  être  ramenée,  par  un  changement  de 
variables,  à  la  forme  même  de  Laplace  : 

à^z  dz        -    âz  __ 

les  variables  x'^,  ...,  x'n  ne  figurant  que  dans  les  coefficients  a,,  6,,  c,  et  M|. 

Hadamard,  —  Sur  les  conditions  de  décomposition  des  formes. 

(34-47)- 

Bourlel.  —  Étude  théorique  sur  la  bicyclette.  (47-67,  76-96). 

Le  présent  Travail  est  une  reproduction  partielle  d'un  Mémoire  plus  déve- 
loppé que  l'auteur  a  déposé,  en  juin  1897,  pour  le  concours  du  prix  Fourneyron, 
et  que  l'Académie  des  Sciences  a  couronné  en  décembre  1898.  Il  se  compose  de 
deux  parties.  Dans  la  première  est  établie  l'équation  diiïérentielle  du  mouve- 
ment relatif  d'une  machine  dont  le  guidon  est  tenu  à  deux  mains  par  le 
cycliste;  dans  la  seconde,  on  se  sert  de  cette  équation  pour  étudier  les  condi- 
tions d'équilibre. 

Première  Partie.  —  Une  bicyclette  se  compose  de  trois  parties  distinctes  : 
le  cadre,  la  roue  arrière  (ou  roue  motrice),  la  direction  (ensemble  formé  par 
la  roue  d'avant,  ou  roue  directrice,  sa  fourche  et  le  guidon). 

Le  cadre  présente  un  plan  de  symétrie  qui  est  appelé  plan  moyen  de  la 
machine.  Les  deux  roues  sont  considérées  comme  des  cercles  mathématiques 
indéformables;  le  plan  de  la  roue  d'arrière  coïncide  constamment  avec  le  plan 
moyen;  celui  de  la  roue  d'avant  est  variable  par  rapport  au  plan  moyen  et  ne 
coïncide  avec  lui  que  quand  le  guidon  est  droit;  le  sol  est  supposé  plan. 

Dès  que  l'on  tourne  le  guidon,  le  point  de  contact  B  de  la  roue  d'avant  avec 
le  sol  sort  du  plan  moyen.  Mais  en  fait,  dans  toutes  les  machines  actuelles,  ce 
point  de  contact  s'écarte  si  peu  de  la  trace  du  plan  moyen  sur  le  sol  que  l'on 
peut  négliger  cet  écart;  d'ailleurs  on  suppose  que,  le  guidon  étant  droit, 
le  point  B  soit  situé  sur  l'axe  de  rotation  de  la  direction;  il  en  sera  toujours 
très  proche  et  la  longueur  comprise  entre  B  et  le  point  de  contact  A  de  la  roue 
d'arrière,  étant  sensiblement  constante,  pourra  être  appelée  la  longueur  de  la 
machine.  Alors  le  mouvement  relatif  de  la  machine  par  rapport  à  son  plan 
moyen  est  un  mouvement  de  rotation  autour  de  cette  trace,  confondue  avec 
la  droite  AB. 

Pour  l'étudier,  il  faut  déterminer  en  fonction  du  temps  l'angle  p  que  fait 
à  chaque  instant  le  plan  moyen  avec  la  perpendiculaire  au  sol.  On  suppose, 
dans  rétablissement  de  Téquation  diiïérentielle  à  laquelle  satisfait  ^,  que  le 
cycliste  ne  fait  aucun  mouvement  du  torse,  et  l'on  ncglif^c  les  mouvements  des 
jambes,  ce  qui  est  assez  légitime,  vu  leur  faible  amplitude  et  leur  symétrie.  Il 
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faut,  d'après  la  théorie  du  mouvement  relatif,  écrire  qu'il  y  a   éqailibre,  t% 
vertu  des  liaisons,  entre  les  forces  ce n tri fuges,  les  forces  centrifuges  composées, 
les  forces  d'inertie  et  la  pesanteur,  ou  que  la  somme   des    momenls  de  ce$ 
diverses  forces  par  rapport  à  la  droite  AB  est  nulle. 
Le  cycliste  et  sa  machine  forment  un  tout  composé  de  trois  parties  : 

1"  L'ensemble  du  cavalier,  du  cadre  et  de  la  fourche  directrice  qui,  d*aprt< 
les  hypothèses  faites,  a  une  forme  invariable; 
'j"  La  roue  motrice; 
3°  La  roue  directrice. 

M.  Bourlct  calcule  séparément  les  moments  des  quatre  catégories  de  fortes 
précitées,  pour  chacune  de  ces  trois  parties,  et  n'a  plus  qu'à  égaler  leur 
somme  à  zéro.  On  met  ainsi  de  Tordre  dans  un  calcul  qui  est  eztrémemeot 
complexe,  en  niéuie  temps  que  l'on  sépare  dans  l'équation  finale  les  difféieats 
groupes  de  termes,  d'après  leur  signifîcation  et  leur  provenance. 

L'é(|uation  du  second  ordre  à  laquelle  arrive  l'auteur  contient  la  solution  da 
problème  suivant  : 

Le  cyclvite  faisant  décrire  à  sa  machine  un  chemin  connu,  à  une  aiiurr 
donnée,  quel  sera  le  mouvement  en  inclinaison  du  plan  moyen  pçLr  rapport 

au  sol? 

Mais  elle  contient  un  si  grand  nombre  de  termes,  qu'on  ne  peut  remployer 
sans  l'avoir  simplifiée.  On  est  conduit,  tout  d'abord,  ù  ne  conserver  que 
le  premier  de  chacun  des  douze  groupes  de  ternies;  puis  d'autres  simplificatioos 
conduisent,  pour  le  mouvement  sur  un  sol  horizontal,  à  l'équation  approchét 


M  (/=-!- A2)'4^i  ---M/^rsin?  -fM/4-  -  +  11')  -  cosp  -  M/rf  cos?  ^  - 
dt-  \  ''        '   /  P  dt  ^ 

où  les  lettres  ont  les  sigiiilications  suivantes  : 

M  est  la  masse  totale  du  cavalier  et  do  la  machine: 

MA*  le  moment  d'inertie  de  cette  mnsse  totale  par  rapport  à  un  axe   paralléir 

à  AB  et  passant  par  son  rentre  de  Kravilé  (i; 
/  la  distance  de  <i  à  la  base  AB: 
d  une  loll^lle(lr  seiisibleinent  é^ale  à  la  di^^tancc  de  Ti  à  une  perpendiculaire  à 

la  base  AB.  menée  par  A  dans  le  plan  moyen: 
V  est  la  vitesse  du  point  A  sur  sa  irajeeioire,  cl  o  le  rayon  de  courbure  de  cette 

trajectoire. 

I'        1*'/ 
Miilin,  le."»  termes  en  —  et  -  -  proviennent  de  la  rotation  «les  roues. 

;•        /•    ' 

Dans  une  Note  ins«*n'e  an\   Comptes  rendus  de  l* Académie  des  Sciences, 

le  -.îS  nov(Mi)l)re  iS;»s,  M.  Bou>sincs(|  a  établi  une  é<|nation  (fui  ne  diffère  de  la 

précédente  que   par  l'absence  de  ces  deux  termes.  \.v^  liypothè«*es  simpliHca- 

ti\cs  au\qut>|les  il   a   recours  re\ieiinenl,   au   l'oud,  à   ne   pas  tenir  compte  du 

mouvement   de»*  roues  et  de  la   dire<'tiou.   Posées  a  priori^  elles  se  rrouvenl 

justifiées  par  le  rapprocliement    précédent.   Mais  il  y  a  plus  :  on   voit  <|ue,  si 

l'on  tient  ciMopte  de  la  rotation  de^  roues,  réqualion  diirt'rentielle  conserve  la 

même  l'orme  que  eellrs  d»*  M.  Boussinr»!].  I*ar  conséejuent,  b'S  résultats  inle- 

ressauls  «(ue  M.  Boiissnir-iii  a  lires  de   sj>ii   éi|ualioii,  pour    b's   petile>  «r^^eilla- 

lions  du  plan  mo\en  d.ins  la  uiarche  rcclili^ne,  >ubsis|riil  cncoie  lorsque  l'on 

tient  compte  de  la  rotation  de^  roues. 
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L'équation  ci-dessus  se  simplifie  encore  quand  on  suppose  que  le  cycliste 
lourne  le  guidon  assez  lentement  pour  rendre  négligeables  les  variations  de 
rapport  v:p.  On  trouve  alors 

ce  qui  est  Téquation  dont  M.  Bourlet  a  fait  usage  dans  son  JVouveau  Traite 
des  bicycles  et  bicyclettes. 

Deuxième  Partie,  —  Il  y  a  lieu  de  supposer  que  la  vitesse  v  de  la  machine 
est  constante,  parce  que  les  conditions  théoriques  de  variation  de  vitesse  qui 
sufGraient  à  assurer  Téquilibre,  en  vertu  de  l'équation  de  M.  Bourlet,  seraient 
pratiquement  irréalisables.  L'équilibre  d'une  bicyclette  en  marche  se  définit 
ainsi  : 

Une  bicyclette  est  en  équilibre  lorsqu'elle  ne  glisse  pas  latéralement, 
c'est-à-dire  lorsque  l'angle  ^  satisfait  à  la  double  inégalité 

-/<tangp<4-/, 

y  étant  le  coefficient  de  frottement  de  glissement  latéral. 

Deux  cas  peuvent  alors  se  présenter  : 

I*  L'équation  du  mouvement  est  vérifiée  par  une  valeur  constante  de  p;  pour 
l'équilibre,  il  suffit  alors  que  ^  ait  cette  valeur  constante  et  satisfasse  à  l'iné- 
galité ci-dessus;  on  dira  alors  qu'il  y  a  équilibre  parfait. 

a*  S'il  n'existe  pas  d'intégrale  de  l'équation  du  mouvement  qui  se  réduise  à 
une  constante,  le  plan  moyen  oscillera  entre  deux  positions  extrêmes;  on  dit 
alors  que  l'équilibre  est  imparfait. 

Voici  les  principaux  résultats  auxquels  l'auteur  est  conduit  par  l'examen  de 
ces  deux  cas  : 

Il  ne  peut  y  avoir  équilibre  parfait  sur  un  sol  horizontal  que  si  la  trajec- 
toire (T)  du  point  A  est  convenablement  choisie.  En  écrivant  que  l'équation  du 
mouvement,  donnée  plus  haut,  est  vérifiée,  on  obtient  une  équation  du 
premier  ordre  dont  l'intégrale  générale  est 

,   _  l^laiig?  _^  „   -- ^  , 


P  Qv' 

Q  désignant  la  constante 

f    /E 


He    d 


?): 


H  la  constante  d'intégration  et  s  l'arc  de  la  courbe  (T),  que  l'auteur  appelle 
courbe  d'équilibre  parfait. 
De  là,  trois  cas  à  distinguer  : 

I*  H  =0;  alors  -  est  conslant;  (T)  est  un  cercle  ou  une  droite. 

P 
2*  H  9^  o  et  p  yd  o;  la  courbe  (T)  est  une  spirale  dont  l'équation  intrinsèque 

peut  être  écrite 

P         Q*'' 

et  qui  tend  rapidement  vers  un  cercle  asymptote. 
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3»  Il  ^  o  et  p  =  o;  alors  (T)  est  asymptote  à  une  droite. 

Dans  CCS  deux  derniers  cas,  la  détermination  de  (T)  s'achève  par  des  quadra- 
tures. Au  point  de  vue  de  la  forme,  il  n'y  a  que  trois  familles  de  courbes  (T), 
chacune  à  un  paramètre  p,  savoir  les  cercles  (ou  droites)  et  les  deux  famillef 
de  spirales  fournies  par  la  dernière  équation  ci-dessus. 

On  démontre  que,  étant  donnée  dans  le  plan  du  sol  une  courbe  çuei- 
conque  et  un  point  A,  on  peut  toujours  trouver  une  courbe  d'équUibre  par^ 
fait  passant  par  ce  point  A  et  ayant  en  ce  point  un  contctct  du  iroiâiéme 
ordre  avec  la  courbe  donnée. 

A  signaler  la  spirale  d'équilibre  parfait 

qui  présente  un  intérêt  tout  spécial  dans  la  théorie  du  virage.  Un  petit  arc  de 
cette  courbe,  à  partir  de  j  =  o,  se  confond  avec  celui  d'une  courbe  pour 
laquelle  la  courbure  est  proportionnelle  à  Parc  :  or,  une  telle  courbe  est  Tare 
de  raccordement  de  la  droite  au  cercle,  lorsque  le  cycliste  eflertuc  un  virage. 
Il  n'a  qu'à  provoquer,  par  un  mouvement  brusque  du  buste,  l'inclinaison  du 
plan  moyen  :  il  décrit  alors  une  portion  de  spirale  d'équilibre  parfait,  jusqtf'â 
ce  qu'il  ait  atteint  le  rayon  de  courbure  du  virage  circulaire  à  parcourir. 

M.  Bourlet  insiste,  à  cause  de  son  importance  toute  spéciale,  sur  le  cas  do 
cercle  et  démontre  cette  proposition  : 

Le  point  de  contact  de  la  roue  arrière  décrivant^  sur  un  sol  horizontal, 
un  cercle  de  rayon  p,  à  la  vitesse  constante  v,  lY  suffit,  pour  qu'il  y  ait 
équilibre,  que  l'inclinaison  a  du  plan  moyen  sur  le  sol  reste  constante  et 
que  Von  ait  {avec  une  erreur  relative  plus  petite  que  o,o3) 

idUp»  —    ci   ^   fy 

la  nature  de  cet  équilibre  cxt  instable. 

Ce  n'est  donc  (|ue  ^rAce  à  la  mobilité  du  guidon,  et  par  suite  en  modifiant 
Icgèrcmcnl  ù  clia(|ue  instant  sa  trajectoire,  (|uc  le  cycliste  parvient  à  garder 
l'équilibre. 

Théoriquement  le  inainlicii  de  l'équilibre  par  le  guidon  est  possible:  mais 
pratiquement  cela  iic  sufiit  pas;  il  faut,  pour  <]iie  réquilibit;  soit  atteint*  le 
guidon  étant  en  mains,  que  la  iiiachinc  s'c(|uililn'e  d'elle-mcme  dans  une  cer- 
taine mesure  l«»r>  <ln  Idche-mciins. 

pour  Vequilibre  par/dit  sur  un  sol  incliné,  les  résultats  sont  analogues  aui 
prccétlenls,  à  cela  près  toutefois  que  l<s  coutIms  d'équilibre  parfait  dépendent, 
<|uant  à  leur  forme,  non  plus  d'un  seul  paranièlrc,  mais  de  deux.  Ici  encore, 
étant  donnés  dans  le  plan  du  sol  une  courbe  quelconque  et  un  point  A  sur 
cette  courbe,  il  euriste  toujours  une  courbe  d'équilibre  parfait  passant  en  V 
et  ayant,  en  ce  point,  un  contact  du  troisième  ordre  avec  la  courbe  donnée. 

Hclali\cment  à  Véquilibre  imparfuH,  on  pourrait  croire  qu'il  s'agit  Av  faire 
décrire  au  point  de  contact  de  la  roue  motrice  un  chemin  donne  à  ravance. 
<î'e««t  généralement  impossible,  si  l'on  suppose,  ce  qui  a  lieu  dans  la  réalité, 
<|ue  la  vitesse  v  de  la  machine  soit  constante. 

Kn  clFel,  <lès  «ju'on  se  donne  la  Irajectoin;  (T)  «le  la  roue  motrice,  la  vitesse  v 
et  les  condition^  initiales,  l'intégrale  |^  <le  l'équ.ition  <lu  mou\cinent  e«it  parfai- 
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tement  déterminée  et  ne  reste  pas  comprise  entre  deux  limites  9  et  —  9;  on 
peut  d'ailleurs  choisir  la  trajectoire  (T)  de  manière  que  p  soit  telle  fonction 
qu'on  voudra  de  t.  Ainsi  : 

En  marche  uniforme»  un  cycliste  ne  peut  pas,  en  général,  faire  décrire 
exactement  et  indéfiniment  à  la  roue  motrice  un  chemin  arbitraire  donné 
à  ravance.  Cela  n'est  possible  que  dans  un  temps  limité,  au  bout  duquel  la 
chute  est  inévitable,  à  moins  que  le  cycliste  ne  modifie  sa  route. 

II  convient  dès  lors  de  poser  le  problème  autrement  : 

Supposant  toujours  la  vitesse  v  constante^  soit  (C)  une  courbe  tracée  sur 
le  sol.  Portons  sur  les  normales  à  (C),  de  part  et  d'autre  du  pied,  des 
longueurs  égales  à  une  petite  longueur  8  donnée  à  l'avance;  nous  obtien- 
drons ainsi  deux  courbes  parallèles  {C)  et  {C ),  limitant  une  bande,  un 
sentier  de  largeur  2  8,  ayant  la  courbe  (  C  )  pour  ligne  médiane.  Trouver 
une  courbe  d'équilibre  comprise  tout  entière  à  l'intérieur  du  sentier  ainsi 
défini. 

Ainsi  présentée,  la  question  aura  vraisemblablement  une  solution  dans  le  cas 
général;  mais,  au  point  de  vue  pratique,  elle  est  peu  intéressante,  car  tout  cy- 
cliste habile  réalise  l'équilibre  par  de  légers  mouvements  du  buste^  tandis  que 
tous  les  calculs  précédents  reposent  sur  l'hypothèse  où  le  buste  reste  immobile 
par  rapport  au  cadre. 

Nous  citerons  le  théorème  final  : 

Lorsqu'une  bicyclette  est  en  équilibre  imparfait ,  l'angle  ^  est  y  à  chaque 
instant,  très  sensiblement  égala  l'angle  d'équilibre  qui  correspond  à  la 
courbe  d'équilibre  parfait  osculatrice,  au  point  de  contact  de  la  roue  mo- 
trice avec  le  sol,  à  la  trajectoire  de  ce  point. 

Ilumbert  (G.).  —  Sur  une  inlerprélalion  géométrique  de  l'équa- 
lîon  modulaire.  (69-70). 

L'auteur  rappelle  un  théorème  relatif  aux  courbes  unicursales  qu'il  a  établi 
dans  le  Volume  précédent  du  Bulletin  de  la  Société,  en  Tappuyant  sur  la 
théorie  de  la  transformation  des  fonctions  elliptiques,  et  l'applique  aux  poly- 
gones de  Poncelet. 

Il  arrive  ainsi  à  l'énoncé  suivant  : 

Parmi  les  polygones  de  n  côtés  inscrits  à  une  conique  C  et  circonscrits  à 
une  autre  conique  C,  il  en  est  quatre  qui  ont  pour  sommet  ou  pour  côté  un 
point  commun  ou  une  tangente  commune  à  C  et  à  C;  les  centres  des 
moyennes  distances  des  sommets  des  polygones  considérés  sont  sur  une  co- 
nique C*  :  le  rapport  anharmonique,  sur  la  conique  C*,  des  centres  des 
moyennes  distances  correspondant  aux  quatre  polygones  précédents  et  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  d'intersection  de  C  et  de  C,  sur 
la  conique  C,  sont  liés  par  l'équation  modulaire  relative  à  la  transforma- 
tion d'ordre  n. 

Humbert  (G.).  —  Sur  les  polygones  de  Poncelet.  (70-71). 

Le  centre  harmonique  des  sommets  d'un  polygone  quelconque  par  rap- 
port à  une  droite  donnée  est  un  point  fixe,  si  la  droite  coupe  en  deux  som- 
mets doubles  la  conique  circonscrite  C  ; 
ou,  en  langage  non  projectif  : 


SECOMli;  PAIITIR. 
Le  centre  dci  moyennei  dialancfi  dtitommeti  d' 
at  un  point  fixr,  lî  Us  deux  poinli  A  l'infini  it 
tommeli  doubla. 

Btuiel  (£".).  —  Sur  une  propriétt'  des  trajectc 
famille  de  géodtsiques.  {7'^)- 


n  polygone  qaélcon^ur 
-  la  eonitjue  C  tont  dri 


obliques  d'une 


Les  courbes  (o  =  ronsl.  et  f  =  const.)  d'onc 
angle  mostant  el  ont  liruri  tourkurcs  gtïodésiqi 
(OUI  Ici  poioli  de  la  surface,  tonl  d«s  trajerloi 
de  courbes  paralléJes,  el  réciproquemenl.  Si  l'c 
lignes  formés  sur  la  jurrace  par  dem  courbes  C.  el  C,  avec 


irfiice  qui  se  coupent  si 
.  dam  uu  rapport  c 
.  obliques  d'une  même  familts 
considère  les  Irianglea  cur*i> 
lurbes  panl- 


14l«  a^suciies,  les   luogueurs  des  cAtds  porté»  par  C,  el  C^  sont  proportina- 
D«Ues  lui  sinus  des  angles  opposés. 


Andrade,   —    Sur  tguelques  paradoxes  de  Slatiqvie    non    eucli~ 
dienne.  (73-75). 


r  1rs  surl'uces  du  Iro 


Bioche{Ch.).  —  Mém 

admettent  pour  ligne  as^mplotique  ui 
ii3). 


B  ordre  qi 
■  cubique  gauche.  (^^^ 


i 


fnirodurtion.  —  J'ai  msutré  ( Aufl.  Soe.  Math,  de  Franctr,  1B98)  que,*! 
l'oo  appelle  conjugués  par  rapport  d  une  cubique  gauche  des  points  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  citriimîtiis  d'une  eottle  d«  cette  cabiqne, 
toute  surface  du  iroi^iëme  ordre  qui  admet  comme  ligne  asj'mptaiique  uncco- 
biquc  gaucbe  peut  se  délinir  cooinie  le  lieu  des  conjugués  des  points  d'un  pl*n 
par  rapport  à  celle  cubii|ue,  uu  le  lieu  dus  pùln  du  plan  par  rap|K>rl  aai  qua* 
drîques  passant  par  celle  cubique;  j'appelle  une  pareille  surface  conjuguer  da 

En  général,  le  plan  coupe  la  cubique  en  trois  points  distincts;  ces  poinu 
sont  alors  des  points  doubles,  et  la  surface  contienl  les  tangentes  i  la  cubiqae 
en  CCS  poinls:  réciproquement,  loute  surface  du  Iroïsième  ordre  contenant  une 
cubique  gauche,  possédant  sur  celte  cubique  trois  poinls  doubles  et  cuntenapi 
les  tangentes  en  ces  points,  admet  la  cubique  comme  asymplotique. 

J'étudie  dans  te  Mémoire  la  surface  dont  je  viens  de  parler,  et  je  complète 
celte  étude  en  considérant  les  surfaces  correspondant  :  i»au  cas  où  le  plan  coupe 
la  cubique  en  des  poinls  dont  deux  sont  confondus;  1'  au  cas  où  le  plan  est 
osculaieur  â  la  cubique- 


surface  du 


(  propri: 


■»  de  la  lur/ace  générale.  —  Un» 
loubles  peut  être  représentée  par 


deux  des  points  double*; 
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qui  soiil  les  intersections  de  ce  plan  par   les   faees  du    Irlrardre   de   référence 
autres  que  celle  qui  contient  les  points  doubles; 
3»  Six  droites  situées  sur  la  quadrique 

bcyz  -f-  cacx  -h  abj-y  -^  {ax  -r-  by   \-  cz  -h  dt  )  dl  -h  abct-  —  o. 

Si  la  surface  du  lroi«i(Miie  ordre  contient  une  cubique  passant  par  les  points 
doubles  ainsi  que  les  taniçcnles  à  celte  cubique  en  ces  points,  les  tanjjcnles  en 
question  appartiennent  au  dernier  groupe  de  droites.  Kn  exprimant  que  trois 
de  ces  droites  sont  tangentes  à  une  cubicfije  gaurhc  et  excluant  le  cas  où  la 
surface  aurait  quatre  points  doubles  on  réduit  ré(|uation  générale  ^ 

xrz  -h  A  (  X  -1    V  +  z)t-—  o. 

Les  surfaces  représentées  par  crtte  éc|uation  adinelleut  r/ei/j?  cubiques  asynip- 
toiiques  V  et  F',  qui  sont  sur  une  niéjne  quadrique. 

On  peut  caractériser  une  surfare  du  troisième  ordre,  conjuguée  d*un  plan, 
par  les  deux  pnq^riétés  suivantes  : 

1"  La  surface  a  trois  points  doubles,  par  chacun  desquels  passent  deux 
droites  non  situées  dans  le  plan  des  points  doubles: 

•2"  Les  plans  de  ces  couples  de  droites  se  coupent  sur  la  sur/ace. 

Voici  encore  un  én<Micé  plus  simple  : 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  sur/ace  du  troisième 
ordre  à  trois  points  doubles  admette  une  cubique  gauche  comme  asympto- 
tique  est  que  cette  surface  possède  une  section  plane,  composée  de  trois 
droites  concourantes,  ne  passant  pas  par  les  points  doubles. 

Une  surface  de  cette  nature  est  déterminée  quand  on  connaît  les  points 
doubles  et  trois  droites  qui,  passant  rcf^pectivement  f)ar  ces  trois  points,  ne  se 
rencontrent  pas.  On  peut  alors  définir  simplement  les  douze  droites  de  la  sur- 
face et  les  deux  cubi((ucs  asymptoti(|ucs. 

II.  Représentation  sur  le  plan.  —  La  correspondance  qui  existe  entre  les 
points  de  la  surface  er.  ceux  du  plan  dont  elle  est  la  conjuguée  donne  inirpé 
diatement  une  représentation  <le  la  surface  sur  ce  plan.  ISL  Hiocbe  détermine 
surcessivemcnt  les  images  <les  droites  de  la  «surface,  des  douze  coniques  qui 
passent  par  cbacun  de  ses  points,  et  des  ciibiqiies  tracées  sur  la  surface,  en  par- 
ticulier de  ses  deux  ciibiqueiî  a<ymplolique»:  il  iiidi<ine  un  second  mode  de  re- 
présentation pour  les  cubi(|iies. 

III.  Systèmes  de  cubiques  gauches.  —  L'emploi  de  ces  deux"  modes  de  re- 
présentation permet  d'énuméier  les  systèmes  de  rubi(|ucs  tracées  sur  la  surface 
(par  deux  points  qiieironques  de  la  surface  passent  vingt-deux  cubiques),  dV'tii- 
dier  les  propriété»»  de  ces  cubiquO'*  ainsi  que  de  leurs  projections;  d'où  ce  théo- 
rème : 

Im  condition  pour  qu'un  faisceau  de  coniques  circonscrites  à  un  triangle 
soit  constitué  par  les  projections  d'une  cubique  gauche  est  que  le  pâle  d'un 
des  côtés  du  triangle,  par  rapport  à  chaque  conique  du  faisceau,  soit  sur 
une  conique  circonscrite  au  triangle. 

On  reconnaît  en  outre  <|iie  t<»iile   surface  ayant    une   cubi(|iie    as\  mpt<»li(|ue 
liull.  des  Sciences  malhém..  i'  série,  t.  \\I\'.  (Juin  iqoo.)  H. S 


ii4  SKCONDK  PAUTIK. 

(el  par  suite  en  ayant  doux)  est  la  transformée  liomographique  (Func  surface 
(|ui  peut  {^Avc  considérée,  de  deux  façons  différentes,  comme  surface  de  trans- 
lation. 

I\  .  Surfaces  particulières.  —  Dans  cette  dernière  partie,  Tautcur  éludie  les 
deux  cas  particuliers  visés  à  la  fin  de  Tlnlroductioa  : 

i**  Si  un  plan  coupe  une  cubique  en  un  point  et  la  touche  en  un  autre,  la 
surface  conjuguée  du  plan  par  rapport  à  la  cubique  a  deux  points  doubles, 
dont  Tun  doit  être  considéré  comme  résultant  de  la  coïncidence  de  deux  points 
doubles.  Elle  ne  présente  que  quatre  droites  et  n*admet  qixune  leuie  cubique 
usyniptotique. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  surface  particulière  admet  seulement  quatre  en- 
biques  p:auclies  passant  par  deux  points,  la  surface  générale  en  ayant  vingt- 
deux,  et  la  surface  plus  particulière  qui  va  «^Irc  é!udiée  en  admettant  une  double 
infinité. 

a"  La  surface  conjuguée  d'un  plan  osculateur  à  une  cubique  n*est  autre  que 
la  surface  réglée  à  directrices  confondues,  connue  sous  le  nom  de  sur/ace  de 
Cayley,  Toute  surface  de  Cayley  est  susceptible  de  la  déliiiilion  précédente. 

On  a  immédiatement  toutes  les  coniques  ainsi  que  toutes  les  cubiques  de  la 
surface  et  l'on  reconnaît  qu'on  peut  faire  passer  une  cubique  par  ^iia/re  points 
de  la  surface.  Cela  tient  à  ce  qu'un  cAne  du  second  ordre  passant  parla  direc* 
trice  et  une  génératrice  coupe  la  surface  suivant  une  cubique. 

i)p   'Montcheuil.  —  Etude  sur  les  surfaces  rérlles   définies  par 
ré(|iinli()n  5;',„^rz:o.  (11^-129). 

Dans  un  Travail  précédent  {Bull.  Soc.  Math,  de  France,  »8c|8),  Tauteur 
s'était  occupé  des  surfaces  délinics  par  l'équation 


I 


nii  ;  e^l  N"  liTiiii"  indt'pcndant  de  .r.  >'.  c  dans  l'équation  du  plan  l;in<:;enl  eti 
rntirdniintrs  s\  iiK'h  it|ii(*>  //.  //,.  Il  avail  immirr  qnr  l'on  ohlicnt  l.i  roni:iiiciin" 
normale  à  «  es  siirlaec";  en  nieiianl  une  droite  parallélo  à  rinlerserlion  de  den\ 
plaii"*  ronl.inl  *>iir  deux  di-x  elop|iahl<^>  i<olropc<  el  [)as"iant  par  le  inilieii  «lu 
^e:;nieiil  t|iii  joint  |e«^  point  ««  de  contar^l  de  ces  plans  avec  deux  eoui-l»e>  Iraeée- 
r<'>»pertiveiMent  snr  les  développahles  (  sr-^incnl  isotrope  ). 

Le  présent  Mémoire  a  pour  ol»jel  de  con>iilérer  à  part  [e>  surfaces  rcc/iex  «t 
de  (iètiiiiri'  «In  mode  de  ::t''nération  pr«''cédenl  nn  mode  particulier  à  e«dlcs-ei. 
on  n Cnlienl  <|m'  «l»'^  flémenls  rrrls. 

\u  pré.d.ilde.  r.inleiir,  alin  de  préparer  la  ««olnlion  qn'il  a  en  viii»,  pn-MMilr 
s(in>  (l<Mi\  .l'.pi-et*»  iKtinranx  ««a  melliode  ir<'"e/vi/c  de  <on<lrnct  ion,  «nii  ilonn»- 
ans^i    bien  des  Mirlat^^  ima;;inaires  (jne  des  ««nrf.jees  réelles. 

I.  N/  l'on  i/n/>ri/nr  a  un  sys/t'/nc  de  trois  plans  I*.  I*',  V  au.r  ifi/rt'srrtions 
/fnrfill(  lis  I.  r,  I  .  un  nuniK  enwnt  tvl  ijuv  h's  ilruT  premiers  /t/ans  I*.  I*  /Vi//- 
lent  ri'spr(/i\rnirnt  sur  dctt.r  tlr^rloppublcs  isotropes,  te  troisi*^rNe  nltin  V 
passunt  constununml  pur  Ir  se:^'nu'nt  <lc  droite  qui  joint  les  /toiiits  de  mn- 
/ui  t  dt's  plfins  \\  I*  (iKir  ihur  (  ou/l/es  rt'spe»  fixement  tmeces  sitr  elttifpu- 
de\cli>j)puhlc  i.sofropt  .  toute  <lroite  du  pliin  I*  purullèle  tiu.r  tr«ji\  iutef^o - 
(inns.  et  d'tns  un  nippnrt  dt    distames  eonsfunt   UK'ee  les  deit.r  ttroitrs   I.  1. 
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constitue  l'é/ément  le  plus  général  de  la  congruence  normale  aux  sur/aces 
définies  par  l" équation  (i). 

II.  Soit  un  faisceau  de  plans  mobile,  dépendant  de  deux  variables,  tel 
que  deux  de  ses  plans  roulent  sur  deux  developpables  isotropes:  soient 
encore  deux  courbes  tracées  respectivement  sur  ces  développables;  dans  tout 
plan  du  faisceau,  partageant  dans  un  rapport  constant  le  segment  qui 
relie  les  points  de  contact  des  courbes  aux  plans  tangents,  il  existe  une 
droite  parallèle  à  rintersection  du  faisceau  et  normale  à  une  famille  de 
surfaces  définies  par  l'équation  (i);  cette  droite  est  celle  qui  passe  par 
le  point  d'intersection  du  plan  et  du  segment. 

Pour  aborder  le  cas  tics  surfaces  réelles,  il  convient  de  rappeler  que  l'inlé- 
f;rale  générale  de  réquatioM  (i)  est 

Ç  =  A  w, -T-  A ,  1/  -h  n  -h  B,, 

ï»ù  A,  B  sont  des  fonctions  arbitraires  de  m,  cl  A,,  B,  des  fonctions  arbitraires 

(le  (i,  ;  pour  la   réalité  des  surfaces  correspondantes,  il  faut  et  il  suffit  que  les 

quantités 

u.     A,     B;         M,,     Al,     B, 

soient  respeclivenient  conjuguées,  ce  qu'«)n  supposera  dorénavant.  Il  s'agit  de 
rattacher  ces  surfaces  à  un  système  de  plans  mobiles,  analogue  à  celui  qui  a 
été  considéré  dans  le  cas  général,  mais  dont  tous  les  éléments  soient  réels. 

A  cet  elTet,  Tauteur  étudie  le  faisceau  de  plans  dont  Tinlersection  commune 
est  celle  des  deux  plans  isotropes  représentés  par  les  équiitions 

(  I  —  M^  )  .r  -4-  *  (  I  -i-  w=  ) y  -f-  2  «  c  -T-  -.{ (  A  —  //  B  )      —  o, 

(i  —  «5)^  -H  i(i  -+-  i/J  )>'  -h  il/,  s  -4-  •!(  A,—  //,  B,  )  =  o; 

c'est  le  système  des  plans  orthogonaux  de  ce  faisceau  qui  joue,  par  rapport 
aux  surfaces  réelles,  le  rôle  précédemment  dévolu  aux  plans  isotropes  par 
rapport  aux  surfaces  quelconques.  On  a,  en  effet,  ce  théorème  : 

Quand  deux  plans  d'un  faisceau  mobile  roulent  respectivement  sur  deux 
développables  isotropes  conjuguées ^  si  l'on  égale  à  zéro  les  parties  réelles 
et  les  parties  imaginaires  des  premiers  membres  des  équations  de  ces  plans, 
on  obtient  un  système  orthogonal  du  faisceau:  ses  deux  plans  roulent  sur 
deux  surfaces  dont  les  points  de  contact  respectifs  sont  sur  une  ligne 
droite,  bissectrice  de  l'angle  formé  par  une  direction  fixe  et  par  l'inter- 
sec  tion  du  fa  iscea  u . 

Celte  corde  des  contacts  est  appelée  par  Tauleur  segment  orthogonal,  à 
raison  de  son  analogie  avec  la  corde  précédemment  désignée  sous  le  nom  de 
segment  isotrope.  Ces  deux  droites  rencontrent  chaque  développable  sur  la 
même  génératrice  et  forment,  par  suite,  avec  ces  rieux  génératrices  un  quadri- 
latère. 

Après  avoir  établi  l'existence  d'une  droite  parallèle  à  l'intersectirm  du  fais- 
ceau considéré  et  coupant  le  segment  i-^oirope  en  un  point  dont  le  rapport  de 
distances  aux  deux  extrémités  est  constant,  M.  de  Montcheuil  rattache  cette 
droite  A  un  système  d'éléments  géométri(|ues  réelSt  ce  qui  fournit  une  première 
H'dution  du  problème^  puisqu'une  telle  droite  est  (proposition  II)  l'élément 
d'une  congruence  normale  aux  surfaces  définies  par  Téquation  (i). 


faircs  dicl'C  liées. 

Enfin  l'aiileui'  rnscigac  i  dtflermlnrr  un  s^iu^tac  nrliiOEuiial  doni  1«  duni 
plant  c(iU|Kal  Ip.  scgnieol  Isntropc  en  driix  points  ilûnt  1rs  mppiiMs  de  dUlJiou 
nilii  ilii  wgment  (lent  une  valeur  cunstHAln.  SI,  pai-  Ir  [inlni  dr 
nirc  de  vts  pIsiiA  avnc  li-  icgmeal  is»lr<>pr,  un  in^iie  une  pHralIrli^  i  l'in- 
icrwciion  du  fniKi;»»!  coue  drotlr  pHrtagrrii  l«  wgmr'ni  iwi[n>[ir  Aant,  nn  ■«p- 
|i»rt  cunMiiit  1^1  irm,  par  «uitn.  ounitMlr  A  uar  rmiiilk  di'  siirtafcs  réelles,  ci' 
nunvHlIe  »idulitin  du  prubl^mp. 
Lu  (^onsidinillun  da  ces  dvrnkrs  roupie»  de  pl*ns  ortlinitunuui  condaît  * 
di'»  formulM  inti<rvssinlr>  i|ui  wni^ra  lisent  U  Ihiurie  drs  surfari»  asaixititi  ei 
dm  ivriaet*  adjointe*  &  une  «iirfare  minima,  duc  A  OMun  Dunact. 

Lémeray.  —  Sur  les  i'qiiaiit)iis  foticlinnnelirs  i)iii  ciiraclt'rîspnl 
le»  opdra(ioni<  as^ocialne»  ci  les  opéralions  di:itribi)ti\c».  (i3(f 
,3;). 


Ui-iii'nilisnlinn  An  t'énulul»  -UtnaK  p»r  l'-ioiriiv  <l» 

ni  un  Truvriil    ui^rr.-   ,.i 

DulleUa  de  11  S0fti*W  <■«   iH!*H. 

.■l.-,.r.,i.5Ml,-.,-.-t^  .bl,*  r. 

Travail,  s<,n[«,.pnq,,*«i,. «  ,,,1 ..l.-, I.|,i^,, 

.'<|.i.,r>,.>i>  r<>ii.-ti..iin.'llf 

Ainti  IViiiiiiliiin  d'\biil 

{Il                                              ç/(J'.rl  =  ?-r+?.>- 

<Kt  vériliiw  par  W  rtiiiclîDtK  1  >■);<' ri tlipnrs-/,  Los  pui<-«ar 

ii-M./>  Mtisrunl  A  IVqa» 

liim  fundiniinrilc  dp  <;<<rljiiiiu  (uniTliuns  ailninllani  un 

ih«.>r<-iiii-  d'uddiiloa 

(lU)                                        E(»  +  f)=/(î«.£.>). 

M.  I..^mi.'niy  ,lit  .l'u-  hi  ^.»^■•\•..a  '|  o<l  dhirib.ilh-c  {i.ii 

■   i-;i|.|.i.n   ,,   !;•   f,.nc 

cae%L  dislribiitivi!  par  rapport 
Lriijuliïc  par  tapp.irl  à  une 
j  ^  ré<|ualinii  (V).  Pour  igiie 


> 


l^s  roni'tîuns  eMlpIofrâs  pai 
certaines  ('qualions  ruiictionni 
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Dtiport  {/!.).   —   Sur  les   livpolhèses  fondamenlalcs  dt;  la  Géo- 
métrie. (Ki8-i4i). 

Ilcliiiholt/  a  propose  de  prendre  pour  base  de  la  Géométrie  à  n  dimensions 
les  hypothèses  suiviintes  : 

.  I.  Existence  d'une  fonclion  des  coordonnées  des  deux  points  {distance)  con- 
servant sa  \alcur  dans  tout  mouvement. 

II.  Possibilité  de  (ixcr  n  —  i  points  du  système,  le  système  restant  encore 
mobile  (rotation). 

III.  A/onodromie,  ou  retour  du  système  à. sa  position  prjmitive  par  une  ro- 
tation sufiisamment  (U'olongée. 

Fin  partant  de  ces  principes,  llelmholt/  a  prouvé  que  rélément  de  la  distance 
est  la  racine  carrée  d'une  forme  quadratique  par  rapport  aux  différentielles  des 
coordonné:  s.  «  Je  ferai  voir,  dit  M.  Duport,  que  l'hypotlièse  II  est  suffisante 
pour  que  la  question  pn»posée  puisse  trouver  dans  r\nalyse  sa  solution  com- 
plète. » 

Dans  cette  première  Noie,  il  s'en  lient  au  cas  d'un  espace  à  deux  dimen- 
sions, el  cherche  la  relation  qui  doit  exisler  entre  les  distances  J7,  )\  z,  IfU,  v 
de  quatre  points  pris  deux  à  deux.  Il  mel  celle  relation,  de  qtialre  manières 
tlifférentes,  sous  la  forme  d'une  équation  ayant  pour  second  membre  zéro  et 
pour  premier  membre  une  somme  de  trois  fonctions  (inconnues)  de  trois  va- 
riables chacune.  L'élude  de  ce  système  fonctionnel  est  renvoyée  à  un  Travail 
ultérieur. 

De  Polignac.  —  Sur  le  théorème  de  Tait.  (i4'i-i  15). 

Dtiporcq  {E .),  —  Sur  une  généralisation  de  la  transformation  de 
Lie.  {\\t^-\^'j). 

La  transformation  de  Lie  associe  A  lout  point  de  l'espace  une  droite  isotr(»pe, 
de  telle  sorte  qu'aux  points  d'une  drtMle  (|uelcon<|ue  correspondent  les  généra- 
trices «l'une  demi-sphère. 

M.  Duporcq  considère,  au  lieu  du  complexe  des  droites  isotropes,  celui  des 
droites  (jui  louchent  une  même  quadrique  S;  il  montre  ({u'on  peut  associer  à 
tout  point  de  l'espace  une  droite  tangente  à  S,  et  cela  de  telle  sorte  (|u'aux 
points  d'une  droite  ({uelconque  correspondent  les  génératrices  d'une  demi- 
quadrique  circonscrite  a  la  quadrique  fixe  S. 

Dans  cette  transformation,  toute  tangente  à  S  correspond  à  deux  points  de 
l'espace,  tandis  (|ue,  dans  la  transformation  de  Lie,  il  n'existe  qu'i//2  point  au- 
quel corresponde  une  droite  isotrope  déterminée;  tout  élément  de  contact  cor- 
respond à  quatre  éléments  de  contact  différents. 

Si  l'on  suppose  (jue  S  est  une  sphère,  à  toute  dr(»ite  A  on  fait  correspondre 
deux  sphères  dont  chacune  correspond  à  A  par  une  transformation  de  Lie. 

Painlevé,  —  Sur  le  calcul  des  intégrales  d*iin  système  dinereritiel 
par  la  méthode  de  (^auchj-Lijïschilz.  (149-1  •>>.). 

llésumé  d'une  «'lude  comparative   sur   la   méthode  de  Cauchy-Lipschilz,    sur 
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On  peut  raltaciitM'  à  la  proposiliun  I  un  autre  mode  de  construrlîon  dos  sur- 
faces elieiT  liées. 

Kiifin  railleur  rnsei<^nc  à  déterniiner  un  système  f>rtli(»gonuI  dont  les  âvu\ 
plans  coiiponi  le  se;; ment  isotrope  en  deux  points  <lont  les  rapptirls  de  dîst«inrf 
aux  exlrêiiiités  du  serment  aient  une  valeur  constante.  Si,  par  le  |><iiiil  de 
rcnconire  de  ces  )>lans  avec  le  serment  isotrope,  on  mène  une  parallèle  à  l'îii- 
terscction  du  faisceau,  cette  droite  partagera  le  segment  isotrope  dans  un  rap- 
port consluiit  vl  sera,  par  suite*  normale  à  une  famille  de  surfaces  réelles,  ce 
<|ui  fournil  encore  une  nouvelle  sfdulion  du  pnd>lême. 

La  eonsid<''ration  de  ces  derniers  couples  de  plans  orthogonaux  conduit  à 
des  formules  intc'n*essanles  (]ui  u*'"<'ralisent  la  théorie  des  surfaces  associées  et 
d«'s  surfaces  adjointes  j'i  une  surface  minima,  due  à  Ossian  B<»nnel. 

Lrnieray.  —  Sur  les  éciiiallons   foiichonnclh^s  qui  caraclrrisenl 
les  opéralions  associalixcs  (;l  les  0|)éraMons  clislribiuixes.  (iiU>- 

i.V). 

(iéiKTalisalion  des  réMillat*^  ohleniis  par  Tauleur  dans  un  Travail  inséré  au 
liitUelin  de  la  Société  en  189S. 

Les  fonctions  générales  puis»«aiices-P,  puissances-/?,  elc,  c«nisidérées  dans  cv 
Travail,  sont  appli(]iiées  ici  aux  solutions  de  quehpies  é(|uati<»ns  fonctionnelles. 
Ainsi  ré<|iia(ion  d'Ahel 

(I)  •i/(./\  1)  -9.7:-»-  9)' 

cnI  vérili«'"e  par  les  fond  ion»*  logarillimes-/.  Les  puissances-/)  satisfont  à  rét|Uii- 
lioii  fonclioiinellc  de  certaines  fonclioiis  admettant  un  théorème  d'addition 

(III  )  Z(//  -h  V)    -  /{Lu,  ïi')- 

M.  Lémcr;i\  dit  «(uc  la  fomlio;!  -l  ««si  disl  rihuti^'C  par  rapp<»rt  à  la  fonction  /" 
si  Inii  a 

(  V  .)  '>/<•'■..>'•'  "--/('y-'''  V'')- 

Ainsi  la  miilliplicalioii  (!>l  (listril>uli\(*  par  rapport  à  l'addition,  l'élévation 
aii\  pnis*>anccs  l'sl  liislrihulivc  par  rapport  à  la  miillipli<-alion.  Cllirrclicr  l'opé- 
ration '^  disiriltiitive  par  rapport  à  une  opéialion  donnétt  /*.  c'est  résoudre 
par  rapport  à  'y  ré(|iia(ion  (V).  Pour  i(iie  ce  s«»it  po>sil)l<',  il  faut  que  /*  <oii  un 
proiliiil-M  I  on  un  (|noti<*iit-|)  ):  alor<  la  fonction  disti-il)iiti\e  cliercliée  ex>t  uim* 
piii>^an(e-y>. 

Les  l'onrtjons  emplo>ées  par  l'auteur  perineltent  «l'exprimer  le^  solution»;  de 
«riiaines  é(|iiations  fonctionnelles,  mais  n'indiiiiient  pas  les  ealciils  a  faire  ponr 
ohlenir  leiii>  val«'iirs.  Viis^i  rs|-il  nécessaire  de  donner  des  expressions  limites 
peinieltanl  de  1rs  e.ilciiler  :  «''est  re  <|ne  M.  LiMiieiaN  fait  en  rései\ant  !«*>  con- 
ditions de   \.ilidit<'  <les  joriiinles  (|iril  donne. 

Son  Traxail  se  termine  p.ir  iinr  applic<it ion  «'onsistant  dan>  la  ré»ointion  do 
«  ini.ilii»iis  (II.   I  m  )  il   .'  \   I  «i.ins  II-  »'.i«.  où   la  l'uiictioii   f  rsl   de  la   lorme 

K .-  (  ./■   ♦-   r  t  —   '  «  ..ry 
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resterait  à  chercher  pour  quelles  formes  de  la  fonction  f{x)^  et  dans  quelles 
conditions,  la  formule  peut  être  utilisée  en  dehors  des  limites  pour  lesquelles 
elle  est  établie.  » 

Il  indique  ensuite  comment  on  pourrait  former  des  équations  aux  différences 
mêlées  analogues  à  la  précédente,  mais  contenant  plusieurs  fonctions  inconnues 
et  pour  lesquelles  on  pourrait  obtenir  une  inliniié  de  solutions  exponentielles. 

Stôrmer  {Cari).   —  Solulion  complète  en  nombres  entiers  de 

Inéquation 

I  I        ,  r 

m  arc  laiii; h  /i  arc  lang  —  =  A  -  • 

(160-170). 
Le  point  de  départ  de  l'auteur  est  l'identité 

_    1 1  arclaof  — -»-nrc  lanjf  — -f-...4-iirclang — ) 
(a,-+-i6,)(a3-f- £6j)...(rt„-4-«6J=:  Re  \  "'  "«  ""A 

où  K  est  le  module  du  premier  membre.  En  s'appuyant  sur  lu  théorie  des  en- 
tiers complexes  de  Gauss,  il  ramène  la  question  proposée  à  celle-ci  :  <«  Trouver 
toutes  les  solutions  entières  positives  et  >  1  des  équations  indéterminées 

La  première  est  impossible  en  nombres  entiers  si  /i  >  1  (Lebesgue). 

Four  la  seconde,  M.  Stormer  prouve  le  théorème  suivant  : 

Les  valeurs  entières  et  positives  de  n,  pour  lesquelles  l'équation 

€idmet  des  solutions  entières  plus  grandes  que  1,  sont 

/i  =  I,        /»  =  j,        w  —  4- 

Fuur  n  —  r,  il  y  a  une  infinité  de  solutions;  pour  u  =  2  pureillement  (équa- 
tion de  Pell);  pour  /i  ^  4»  Lugrange  a  prouvé  que  Tunique  solution  était 
jc  —  289,  5  =t  i3. 

D'après  cela,  en  écartant  les  solutions  qui  ne  conviennent  pas  au  problème 
considéré,  on  trouve  quatre  solutions  et  (|uatrc  seulement,  savoir 

I*  La  solution  d*Euler 

I  I        7: 

arc  tang  -  -+-  arc  tang  -  =  -; 


2"  La  solution  nouvelle 


I  1        - 

ikwc  tang      —  arc  tang  ^  =  -  ; 


» 


.i"  La  solution  de  Véga 


3  arc  tang  -  -+-  an*  lang  -  —    *  ; 
*  7         I 

1"  La  solution  de  Machin 

,1  1  r 

'iiiir  tang  r  —  arc  lang  ---  —  -.■ 
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FoiUeiut  (G.).  —  Sur  un  syslrme  de  sepl  clefs.  (1^1-180). 

Introduction,  —  Les  expressions  symboliques  à  huit  lermcs,  tin  réel  et  *fpl 
syirilxilicuies,  <|ui  seront  défiiiies  plus  loin  et  que  j'appelle  des  ociants  oui,  en 
^énércil,  une  iiiullipliciilion  non  associative;  si,  malgré  ce  ^rave  <lcfa(it,  je  nie 
décide  à  en  donner  lidée,  «'est  que,  dans  ma  pcns«'e,  sous  une  condilioii  qui 
reste  à  trouver,  1rs  oclunls  <loivent  être  propres  à  représenter  le  iiiouvcnieol 
liélicoïdai  par  Icipirl  on  peut  amen<>r  une  ri{;ure  de  l'espace  d'une  pu^itioll  à 
ut\c  autre.  On  verra  tout  au  moins  qu'ils  conduis<'nt  à  la  forniule  de  llrioselii 
pr)ur  la  décomposition  du  produit  de  deux  suniiiies  de  8  carrés  en  somme  de 
S  cair«'*s,  et  h^  fait  (|u'une  formule  analo<;ue  n'exisie  plus  pour  'j*  cjrr«^  avee 
n  *,  3,  montre  que  les  octants  sont  le  dernier  terme  i\»  {;ronj[»c  quantiiés  corn- 
plcjtes,  qunternions,  octants:  les  //--nions  de  M.  Castan,  <-ompreiiant  1rs  mi- 
nions de  Sylvesler,  sont  l'extension  des  quaternions  dans  une  autre  voir. 

Cotnbchtdc,  —  (Calcul  ch's  lri(|iial(*rnions.  (i8(»-i(^i). 

Lr  calcul  des  (|uaternions  léalisc  une  simpiincalion  sur  la  méthode  carté- 
sienne, en  supprim.int  les  axes  de  coor<lonnées,  sinon  l'oripiue. 

Ia's  méthodes  «le  VAUsdclintingstehiP.  de  (^rassmann  se  passent  de  tout  s\s- 
léme  de  rélV-rence,  mais  ne  constituent  pas  un  système  numérique  complexe, 
ee  qui  rend  leur  application  pi'nihle  et  très  limitée. 

L'iiuteur  se  prop(»sc  d'étaldir  un  système  numérique  complexe  capable  de  re- 
préseiilcr  l(;s  faits  fï«'*om étriqués  sans  système  de  référence. 

(À'Ini  des  l»i<|uaternions  ne  représente  pas  directement  le  point  ni  le  plan. 
Pour  réaliser  un  ralcul  présentant  cet  avantage,  il  suffit  d'introduire  quatre 
nouvelles  nnilés  obtenues  (;n  multipliant  les  quatre  unités  quaterniouieiincs  1, 
I,  y,  k  par  une  antre  ;x,  commulati\e  a\ec  elles  et  formant  avrc  w  et  Tunité 
vnli^iiire  un  s\sleme  numérique   ayant   les  règles  de   multiplication  suivantes  : 

•1"  I.  '■)■       ~    M,  »i>'I     --     ■    -    'XUi     ■—    *.). 

1  '11 

L<"s  ttif/Hfili'fffinn't  ••nnl    les  (|i];iiili|i-«  eoniplexes  rompo><anl  ce  s\stenie. 

Ij'tiit   (  L.  I.    —   Kcpri'scnliiliori    (1rs    loiMlioiis    |).ir  î!t*s    s<!'ri<»>    di» 
jjoIn  noincs.  <  1  ()  j-^oo  1. 

<  >ii  0,111  qn'iiiir-  fniirlioii.  IiuImimoi  plie  dans  iinr  aire  limitée  p.ir  un  eiiiii«Mir 
«••ii\«\r.   |)i-iil    rire  f|('\c|tip|M<*   <liiiis  relie    aire  '«iiiv.iiil    une   vi'i  jr  (|i>   put  \  luiincs. 

dette  pi  Mpi  idi-  a  l'h-  i:eiii"ralis«'«»  reenntneiil  p<ir  M.  Millaiic-Li'iner.  I>e  son 
cMe,  M.   Le. Ml  l.t  i:«'n«r.ili-e  de  la  facMii  suivant''  : 

|'i;:iii  •in<«  nii<- r«ini-iH-  4  !  iovin*  di-  r«i|  i;;iii(>  O  et  .ijl.iiil  a  un  point  queleoiique  \. 
Si  Inii  iiiiilli|i|ie  l'a|ii\«-  lie  I  liaipie  point  de  i!  par  une  eoii^lanle  K,  on  a  une 
iioiiNeile  eoiiiln-  l'oiile'.  ir«.  Iiuiie-.  ainsi  l«»rnie«-s  Constituent  une  famille  lell<* 
(m'il  e\i-lr  une  «  omlir  «.  d«'  erlle  j'.iiiiilie.  el  une  "enje.  .nant  ««on  eMieoiile 
en  lin  point  doniK-  1*  <ln  plan,  ('.«'la  p'i<.i-.  s.nt  une  fonelion  I' (' r  ;  InijiUiiorplir 
d.tns  une  leunoi  :  on  pnnii.i  lornnrirl  dune  inlinilé  de  iiianien-s  .  une  sriir  de 
pid  vno'!!)''*  dont  icN  (  o  tiirinil**  »ont  le<«  produit'»  de  i°eii\  i|e  |-  p.n  des  noiiili|-f'« 
(fiii  //<'  ilr  jtiinh'nl  ijtn-  ih'  hi  ftiniilh'  tit'  mu/ //i'\  ii>n\iJi  rr,'  ;  r\  i  «l.i  de  iiia- 
nnii-    ijii<      /,/    sn  il-   i  fjn  >  >»nfr    |- i  r  i    ♦'//    t'fiil    fmint     V    '///   /*/'///.    /e/   y///*    !a 
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courbe  C  soit  à  une  dislance  de  tout  point  singulier  ayant  un  minimum 
dijférent  de  zéro. 

Kii  particulier,  si  Ton  rlioisil  pour  C  une  droite,  on  obtient  la  région  cloilée 
considérée  par  Miltag-Lefllcr  en  1898. 

Petrovilclt  {i^f')'   —    Intégration  graphique    de    certains    types 
d'équations  dilFérentielles  du  premier  ordre.  (20o-2o5). 

M.  Klerils  a  décrit,  en  1897,  un  appareil  d'une  extrême  simplicité,  qu'il  a 
appelé  tractoriographef  pHTcc  qu'il  peut  servir  à  décrire  d'un  trait  continu  les 
tracloires  d'une  courbe  plane  donnée  {tractoires  d'une  courbe,  courbes  dont 
on  déduit  la  proposée  en  portant  sur  les  tangentes  une  longueur  constante  à 
partir  de  leur  point  de  contact),  et  qui  se  prête,  en  outre,  à  beaucoup  de 
solutions  graphiques. 

M.  Pelrovitcli  ni'>nire  que  cet  appareil,  légèrement  modilié,  pourrait  tracer 
les  courbes  intégrales  de  certains  types  d'équations  différentielles  du  premier 
ordre.  Ainsi,  soit 

F(X,   Y)=:0 

l'équation  de  la  courbe  que  l'on  fait  décrire  au  stylet.  La  roulette  de  l'appareil 
modiné  tracera  une  intégrale  de  l'équation  différentielle  qu'on  déduit  de  l'équa- 
tion précédente  en  y  remplaçant  X  et  Y  respectivement  par 

^i^-^(i^-à^y^~by'  ^  y  [b  +  y/zr^r^/rr^^'-'] 


I 


y  -  i^y 


OÙ  /  et  b  sont  des  constantes.  Le  cas  b  —  o,  qui  est  celui  de  l'appareil  primitif, 
correspond  aux  tracloires  de  F  —  o. 

Mais  on  peut  aussi  faire  varier,  avec  x,  Vy  y,  X,  Y,  la  longueur  6.  Un  cas 
particulièrement  facile  à  réaliser  est  celui  où  6  dépend  de  ^''suivant  la  formule 


b  —  lf<'mx- ; (a  — const.). 

On  a  alors,  en  déplaçant  le  stylet  suivant  la  courbe  F  —  o,  une  intégrale  de 
Féqualion  différentielle 

.,  /  ,  cosa  —  y'sina  ,sina  —  >''cosa\ 

I'  Ix  -\-  l ^ I     V  -+-  / •        —  )  =  o. 

En  supposant  léalisé  un  appareil  où  b  varie  d'après  une  loi  donnée  en  fonc- 
tion tie  x^y,  y\  \,  Y,  on  peut  recotmallre  si  une  équation  différentielle  donnée 

f{j^j  y^  y')  =  <» 

est  <»u  n'est  pas  intégruble  au  moyen  de  cet  appareil. 

fÂndelof  [hJ .),  —  Sur  la  ei^oissanee  des  intégrales  d(;s  équalions 
ditrérenlielles  algébri(|ues  du  premier  ordre.  ('^oj-'-iiT)). 

C'est  une  importante  proposition  de  M.    Horcl,  sur  ce  sujet,  (|ui  donne    lieu 
au    présent  Travail.    L'auteur  en   donne    une    nouvelle  démonstration,  qui    lui 


^^^^^T^^l^r^^^ 

SECONOK  PARTIlt. 

■ 

m 

;r  cl  (le  nompMler,  sur  mHj 

In.  poi.. 

lc<  n'MilUL*  <b  ^M 

^^1                  Soit  iinc  C[t<i"<''>"  'litr'^i'cntHlE 

fl 

K,^.,>-,y,  =  .. 

H 

^^H              Blg<>br>qurf        x,  y  tl 
^^H              qa'na  >Lt  quelque  g» 

.y,  el  soit  tlx)  une  fonelici 
nil  que  sr)it  l'enlier  po.îli/  n. 

y,„,  1^  =  n. 

n  piniliïi 

e   rroissinle.  lellr 

^^1 

Mc  intégrait  reellf  de  l'équation  V  - 

=  o,,«(«,«™-         1 

\}-(x)\<J  ■'.'"■"■"' 

1 

^^H              a  partir  li'uiie  certa 

une  valtur  de  i. 

■ 

^^^                  Pour  vUï^s*. 

est  le  lh<Vori*nie  de  M.  Dorci. 

■ 

^^H                  Quelques  remarque 

:s  »ui»ciil,  qui  perni«Uent  de  p 

reciscr  I.C 

aucoiip  ce  preiait^^ 

^^H              raïukat;  it'où       n«u 

«et  ùnontsi  : 

^^H                  ^Irrnf  donnêt  unt  ilijuatian  difféitntieltc  algébrù/m  du  pr«mitr  ordrt 

^^H               celle  éguatlon  admet  une  intégrale  yix),  qui  reste  continue  pour  lot  vaieurt 
^^H               de  X  depiuiant  une  mrtaine  limite,  on  aura,  li  partir  dune  certaine  xtf 

^^H               leur  de 

\ylj-)l<eC--': 

C  désignant  une  cvn 

.tante  poeiti^  .u/fi,amment 

grande. 

Diiix  une  Noie  addilionnc^llc.  >l  fsl   fait   éi»t  cl' 

une  ub«F 
el  qui  pc 

rvtitiun   iaftérèr  i 

M.  BurelparbComi 

TiunicaiLon  du  présent  Anic le, 

rmcld  M.I.<nddC( 

Les  intégrales  j-(x)  de  l'équation  F  =  i>,  qui  restent  continues  lorsque  j 
tend  vers  l'infini,  ou  bien  appartiennent  au  type  exponentiel  de  M.  Barel. 
ou  bien  satisfont  constamment,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  à  l'ine- 


quelque  petit  que  I 


'I  le  nombre  positif  t. 


h'och{//.von).   -  Siii 
infinité  d'ériiiultous  s 


les  l'onctioiis  iinplicilcs  iléfînii 
milunées.  (2i5-.i»{). 

ipriéLOs    lies    il^lcriiiiniiiils  d'urdrc  iiili 
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les  premiers  membres  de  ces  équations  étant  des  fonctions  analytiques,  nulles 
et  holomorphes  pour 

/  =  o,         j;,  =:  o,         J?j  =  o,  .... 

Comme  exemple,  M.  von  Koch  prend  Téquation  difTérenliclie 

^  +  Pr  -f-  /  (  Q„  -4-  Q,r  -+-.  •  .-^  Qn,r"  )  -  «» 

où  /  est  un  paramètre  et  où  les  fonctions  Pet  Q.sont  des  fonctions  périodiques 
dej7,  de  période  ai:,  holomorphes  dans  une  bande  parallèle  à  Taxe  réel  et  com- 
prenant cet  axe.  Il  démontre  qu'il  existe  une  fonction  périodique  de  x^  de  pé- 
riode 3r,  qui  satisfait  à  cette  équation  dilTérenlielle,  et  qui,  pour  les  petites 
valeurs  de  ty  peut  être  développée  suivant  les  puissances  positives  de  ce  para- 
mètre. Ce  résultat  se  rattache  aux  récents  travaux  de  M.  Poincaré  sur  la  Mé- 
canique céleste. 

Fonteiié.  —  Sur  la  dégénérescence  des  63  sjslèmes  de  coniques 
qnadruplement  tangentes  à  une  quartique.  (239-336). 

Énoncé  d'un  théorème  inductif,  où  8  et  x  désignent  respectivement  les 
nombres  de  points  nodaux  et  de  points  cuspidaux  de  la  quartique  : 

Les  systèmes  de  coniques  qui  passent  par  c'  points  nodaux  donnés  d'une 
quartique  et  qui,  de  plus,  ont  avec  la  quartique  c  contacts  véritables  et  passent 
par  c'  points  cuspidaux  donnés,  sous  la  condition  c'+c-f-c'=4>  sont  en 
nombre 

a*-*-^*-*'  —  (  1  -H  Ô  )  pour  c'  =  o,  c  =  4»  c*  =  0  ; 

26-«-2x-e'_  ,  pour  c'  =  o,  c  =  3,  c"=  r; 

chacun  de  ces  systèmes  compte  pour  2*'3*'  systèmes. 

Des  théorèmes  généraux,  donnés  par  M.  Humbert  en  1866  dans  le  Journal 
de  Lio avilie,  confirment  partiellement  (c''=o)  cet  énoncé  auquel  Tauteur 
avait  été  conduit  par  d'autres  considérations  avant  de  connattrc  les  travaux 
de  M.  Humbert.  L'exposé  de  ces  considérations  fait  l'objet  de  l'Article  de 
M.  Fontcné. 

Le  Houx  (y.).  —  Extension  de  la  méthode  de  Laplace  aux  équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur  au 
second.  (23^-262). 

La  méthode  de  Laplace  constitue,  pour  les  équations  linéaires  du  second 
ordre,  une  méthode  générale  d'intégration,  eu  ce  sens  qu'elle  permet  de  déter- 
miner toutes  les  intégrales  explicites  dépendant  d*uno  fonction  arbitraire.  Si 

l'équation 

ô'^z  ()z        ,  dz 

- — -. — 1-  a  --—  -\-  o \-  cz  —  o 

nx  uy  ôx  ôy 

admet  une  intégrale  particulière  de  la  forme  d'Eulcr 

z  -  «oX  "M-  „|X  '-'  -h...-^  M^X, 
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linéaire  cl  Iioino^cnc   |>ar  rapport  à  une  fonction  arbitraire  de  jt  et  à  sc^  ili^- 
rivées,  on  sait  que  u^  satisfait  à  Péqualion 


d 


,  -  -haut=  o. 


Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  eiïcclue  la  première  transformation  lîc  L«i|»larc  «rn 
posant 

7)y 


Zy  —-  -r-  -î-  az, 


la  fonction  s,  a  une  expression  de  même  forme  que  s.  mais  ne  ronicnaiit  pj> 
lf*s  dérivées  \'^"K  Ainsi,  la  transformation  de  Laplace  a  pour  eflfet  de  faire  dis- 
paraître le  premier  ternie  dans  les  inté};rales  de  la  forme  d'Kulcr.  CVst  à  ce 
point  de  vue  que  M.  Le  Houx  se  place  pour  retendre  aux  équations  linéairv« 
d'ordre  supéri<>ur,  sr>ii  apfdication  réitérée  devant  conduire  à  une  êqualii>n 
admettant  une  intégrale  à  un  seul  terme,  qui  se  calculera  par  une  équation  du 
premier  ordre. 

Ktant   donnée    une   équation   d'ordre  /i,    pour  laquelle  x  soit  une   variable 
carartérisliquc 

JL  a!  y  In       »-?)"!  '^«•^  Ox- fiy>  '  "' 

pour  qu'elle  admette  une  intégrale  de  la  forme  d'Kuler 

il  faut  que  les  fonctions  //,  satisfassent  à  des  relations  de  récurrence  que  Tan- 
teur  a  établies  antérieurement  et  qui  ne  déterminent  ti^  qu'à  un  facteur  prê$» 
qui  est  une  fon<'tion  arbitraire  de  x. 

Quand  x  est  une  caractrristi(]uc  simple,  c'est-à-dire  q.uand  le  plus  haut  indice 
df  <icriviiti(>n  p;ir  riipport  à  x,  dans  l'équation  proposée,  est  n  —  i,  on  est  con- 
duit à  la  Iraiisfonuatioii  dsymplotùfuc 


~    ■'"  "  ^,1  -1.0 -• 


Si   l'on   po^c 

T..    ■ -  ^"  f  j»rt_i,o''.»'   -  ^» 


"« 


r<M|iia(ion  en  i'  *>(>ra  t\c  inrinr  forme   (|ue   réquatioii   dt*   départ,  mais  \v  c«»rfli- 


'    I  <• 


rient  de  -  (-tant  nul.  I<i  lransf<irniation  asvmptolique  s'obtiendra  on  |»ns;int 

sinipli'inriit 


h' 


I>'iiprë>  cela,  dans  réipiation  (*n  c,  isolons  les  toi'uies  qui  no  ootitionncnl  au- 
cun indice  de  (l(''i-i\  al  ion  par  rapport  à   r 


J'  c        .     f)r    '  K- 


A.,  -  A,  :   .  .  .  -t-  A    i'     -  A  ('  i',). 

Les  i-ocfiiriciiis    A    (i>  pi'iiilciii   <|r   la  f'oncijoii  arbitraire  île  x   par    la<]Uollr   **\\ 
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i>.5 


peut  iiiuiliplicr  l'une  dt^s  déleriiiinations  de  u^  (  Tordre  p^  au  |>ius  égal  à  /{  —  a, 
en  csl  indôpcndanl).  Mais  on  peut,  avec  ces  fondions,  former  des  expressions 
qui  ne  contiennent  plus  aucune  indéterminée  et,  par  suite,  sont  de  véritables 
invariants  :  ce  sont  les  déterminants 


A  = 


\ 

\       ■ 

..        \ 

,)y 

dy 

dy 

•     •      • 

»     •                        •      •      ■ 

()y'       ây^ 


dy 


au  nombre  de  /?  -hr,  y  compris  7*^=  X„,  (|ui  constituent  une  généralisation  des 
invariants  de  M.  Darboux. 

En  exprimant  (|ue  les  deux  équations 


f)l'V 


i)i 


*— I 


dxr 


-,-+■^«,7;:;-.  +.-.-+- \»'=A(i;,), 


Oxi 


(h- 


=  iV 


sont  compatibles,  on  reconnaît  que  v  doit  satisfaire  : 

i"  A  une  é(|uation  d'ordre  j//  — i  en  général,  ayant  les  mêmes  caractéris- 
tiques (|ue  ré(|ualion  en  z  (Tordre  de  multiplicité  de  la  caractéristique  x  est 
augmenté  <Ie  n  —  i);  c'est  la  transformée  principaie: 

A"  A  un  système  auxiliaire  composé  en  général  de  n  — i  é(|uations  linéaires, 
de  forme  remarquable  :  les  premiers  membres  ne  contiennent  (|ue  des  dérivées 
prises  par  rapport  à  j?  et  les  coeflicients  dépendent  de  x  seulement,  de  sorte 
que  leur  compatibilité  rentre  dans  le  cadre  de  la  théorie  des  équations  diiïé- 
rentielles  à  une  seule  variable. 

Une  propriété  presque  évidente  des  fonctions  \  est  la  suivante  :  pour  que 
l'équation  proposée  admette  une  intégrale  à  un  seul  terme  z  —  i/^X,  il  faut  et 
il  suflit  <|ue  tous  les  X  soient  nuls. 

M.  Le  Houx  s'occupe  ensuite  de  délinir  la  transformation  de  Laplace  dans  le 
ca>  riu  X  est  une  variable  caractéristique  multiple.  L'étude  déjà  faite  de  la  trans- 
formation i\{i  premier  ordre  dans  le  cas  des  caractéristiques  simples  s'applique 
sans  tnodilication  essentielle  aux  caractéristiques  multiples. 

Uevenant  aux  caractéristiques  simples,  l'auteur  fait  voir  que  la  considération 
ties  sy>tèmes  transformés  successifs^  «pii  iraient  en  se  compliquant  rapidement, 
n'est  pas  nécessaire  pour  délinir  la  suite  des  transformations  :  il  introduit  à 
cette  fM'casion  de  nouveaux  invariants  A',  à  Taide  desquels  on  peut  former  les 
équations  successives  qui  admettent  pour  solutions  les  diverses  valeurs  des 
coefficients  u-.  Il  existe  une  grande  analogie  entre  les  formules  auxtiuelles  on 
arrive  ainsi  et  celles  que  M.  Darboux  a  données  pour  le  second  ordre.  On  y 
voit  figun'r  de  nouveaux  invariants  /,,  formés  avec  les  invariants  A\,  et  qui 
s'annulent  tous,  à  partir  d'un  certain  rang,  lorsqu'il  existe  une  intégrale  parti- 
culière de  la  forme  d'Kuler  et  aussi  dans  certains  cas  <|ue  Tauteur  indique  en 
terminant. 

iuloniu*  (L.).  —  Sur  les  variélés  iiinciirsale.s  à  plusietirs  diineu- 
sions.  ('>J)3-'iî5  m). 
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('.Iirishiiïcl,  (iuiis  un  Article  des  Maihematiêche  Annaien  (t.  \I\  ),  a  abi^nlr 
r(  rt^Aolii  ulKÔbriqiiomcnl  les  deux  problèmes  suivants  : 

1**  Klahlir  l'existence  des  invariants  absolus  (rationnels)  projectifs,  afférraK 
A  une  forme  d'ordre  n  à  p  variables; 

.1"  C.berebcr  dans  (|uels  cas  l'égalité  des  invariants  absolus  corresponctaaU 
ussurt'!  rê<|uivalenee  de  deux  formes. 

M.  .Vutonne,  en  généralisant  un  peu  les  vues  de  Cbristoflel  et  en  l«siatrrprv- 
t«nt  géométriquement,  a  obtenu  les  résultats  que  nous  allons  résamer. 

Soient  /.,  les  coordonnées  rectilignes  d'un  pnint  Z  dans  un  espace  E...  a 
m  4-  /)  dimensions;  soient  /^  celles  d'un  point  T  dans  un  espace  E^  à  m  dimea- 
sions.  Ktant  donnés  m -h /<  polynômes  P,(a,;  <j),  de  degré  =  M  par  rapport 
«u\  variables  ty  dont  les  c<»efiieients  sont  les  a.,  on  définit  on  point  Z  de  Te»- 
paee  â  m   •-  n  dimensions  par  les  relations 

I.e  lieu  do  ee  point  Z,  quand  le  point  T  parcoort  Tespacc  E..  est  une  irariéte 
iudét^Muposuble  K  à  m  dimensionSi  comptée  ane  ou  plusieurs  f«iis,  unicursalr 
|Kir  delînilion. 

On  suppose  ensuite  que  les  t  coefllcients  a  ««tient  des  ptklyntttnes  â  cv>«*fiî- 
«  ient>  numériques  par  r«ipport  aux  coordonnées  \,  d'un  |HHnt  \  de  l'e^paoe  a 
m  '  M  dimensions.  I.rs  équations  (ot  délinis<ent  alors  une  variété  E\  de  même 
iMturf  que  K. 

nu^ieur<  points  \«  \\  X",  ...  peu\enl  fournir  la  même  variété  Ev,  mais 
on  ;(  d,tns  «^  c^<  un  tvrt.iin  noniltre  de  relations,  telles  que 

o,>  Ion  K  >><^nt  do''^  tonetion>  rationnelles  des  m  -^  m  lettre^:  ce  «ont  par  detoni- 
ii^vn  Icn  ;*î*\>*î.îs;*  .}MCj«:t  de  la  ^Jinelé  K\. 
\oU  »^.*v.\   \jk  \*Xk.w  ï\  A\\\  ii  —  r  —  1   ,r.  r^»^^-  invariant*  absolus  R.X' 

,xi  .,•  :.,»,;  ,',x  ;v'     i^  ,  ^* ?.,,'.;.;  r .'.«  -  jo  pi«Mr.l  d.>nar  X  quelc*>nque. 

r^^  .X  ::'x.;:  i    >  ji,:^.'  .;^  K.  .  n  iT.  jv'.::  ,:*i^i>3r '».  (eU  que  t««a<  les  a  ut  rx"» 

N,-  ,•    ;  ,\.    ..•.'.  :^  ,^x  ^  ^,  ;...;.  .■  ■.'.,•.*:  ;  ."^  :.  r;:.;-ss  .î;  ■  ;>  ^-U    i-^^fLinis  jou-ia- 

.. ,  F .  :  .  ,        \^;-    ,-,•.    .s  .. .   V .  x>.   .r.   ^r    1    -    -.    *-f  •<:-•.■  i./.î'W^tn/.aM-r .    tels    que 

,     ...;..'     .-^j-    ,-.   ,  ;  .X    ...  X     ;    .-\.:.     ;:    f   r*:     rrr .  Vrr-f  r:  **  v  ;e<  >--:îii-f..ndj- 

.(    \    ,;..-  V  <..  ..    .  •    x;  V  -'    ,'.•,*'.;';.;     r.  .•>■:  rit^.'va»*!^»^^:  f  \priin;ki*}e 

» ,-'.     ,•  X  >.  -    j.     ..-.;.  \   :  \  .  ■.  '  .*  ; .  "V 

\      ,       .X  -N     .  X   j         .••.,■:■'■■,':  j   <•..    ; .  ,■      ja:'iT   . 

>     .X  .•      i     !•     ..     ■  .    X    ;  i.i  f  .•  ■\  "x;-    i-a    r:i ■^lr*'»   an 

xv.  ^  «    .     f  ■    1        X   l  X.     .     I 


\ 


:      X 


v>     V  \  .■■■\x.        i-i.'ï:  *^. 
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Il  s'agit  du  problème  de  Babbagc  : 

Déterminer  des  fonctions  ^{z)  telles  que  l'on  ait  identiquement 

en  posant 

M.  Leau  a  démontré  (Bull.  Soc.  Math.,  1898)  que  les  solutions  uni/ormes 
?(s)  sont  nécessairement  des  /onctions  rationnelles. 

M.  Lémeray  montre  qu'il  existe  des  fonctions  algébriques  irrationnelles, 
répondant  à  la  question.  A  cet  efret,  il  considère  la  fonction  elliptique  sn6  de 
périodes  4^1  et  aûj,  et  un  argument  C  égal  à  la  /i'*"*  partie  de  la  période  '|Û,. 
Faisant  varier  0,  il  pose 

sne=^,        sn^  =  a,        sn(0 -+- O  =  ?(5), 
et  démontre  aisément  que  l'on  a 

?,.(s)  =  sn:eH-wî;); 

par  suite  cette  /i'*™*  itérative  est  égale  à  snO,  c'est-à-dire  à  z. 

Il  est  ainsi  établi  que  la  fonction  9(2)  est  une  solution  du  problème  de  Bab- 
bage;  elle  est  d^ail leurs  irrationnelle,  ayant  pour  expression 

a v/(i  — c')  {i  —  k'Z')  -f-  z )/ii  —  â^T{t  —  k'a^ j 
^^^^  =  i^k^^z^ ' 

où    k   est    le   module   de   la   fonction  elliptique  snO.  Aussi  M.  Lémeray  pré- 

cise-t-il  la  détermination  du  radical  ^{i—  z-)  {i  —  k^z"^)  dans  lequel  se  fait  la 
substitution. 

Il  signale  ensuite  une  généralisation  immédiate  du  résultat  précédent.  Soit 
F(6)  une  fonction  doublement  périodique  et  ^  la  /i'*""*  partie  d'une  de  ses  pé- 
riodes; si  l'on  pose 

F(e)  =  s,        F(;)  =  a, 

et  si  le  théorème  d'addition  de  la  fonction  F  est  exprimé  par  l'équation 

?[F(e),F(!:)]  =  F(8-4-;), 

la  fonction  ^{z,a)  est  une  intégrale  de  l'équation  fonctionnelle 

On  obtient,  en  particulier,  des  intégrales  rationnelles  en  prenant  pour  fonc- 
tion F  la  tangente  trigonométrique  ou  la  tangente  hyperbolique  de  0,  dont  les 
ôquations 

9(2, a)  =  -— ^ 


az 


expriment  respectivement  les  théorèmes  d'addition. 

l^erber.   —  Sur  un  symbole  uiinloi^uc  aux  dêlcrminanls.   (î«8j- 
t>.88). 
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Lt*cornu  [^L.),  —  Sur  T^quilibn?  relalif  d'mi  solide  sollicili'  par  la 
force  cenlrifii*;e.  (';>8c)-29(i). 

i*"  Ktiide  générale  des  posilions  d'équilibre  d*iin  corps  solide  susceptible  di* 
i«»iiriier  autour  d'un  axe  qui  est  lié  à  un  axe  fixe  d'entralnciiienl  et  qui  est  jininié 
d'une  n)lution  uniforme  auluur  de  cet  axe  :  les  positions  d'équilibre  stable  et 
d'éqnilibre  instable  sont  en  même  nombre;  il  y  en  a  une  ou  deux,  suivant 
les  cas. 

a*>  Lorsqu'un  corps  solide  est  mobile  autour  d*ua  point  entraîné  dans  un  nino* 
vement  tle  rotation  uniforme  autour  d'un  axe  fixe,  il  y  a  huit  positions  d*équî- 
libre.  réelles  (tu  imaginaires.  Leur  nM'Iierclie  revient  à  déteruiiucr,  parmi  les 
complexes  de  Paiu\in  associés  à  une  famille  de  quadriques  homofocales,  ceux 
pour  lesquels  il  existe  un  nombn*  fini  de  cônes  du  complexe  tan^sents  à  une 
sphère  donnée  et  a\ant  leurs  sommets  sur  cette  sphère. 

[Mmlau  {^fi.),  —  Sur  la  série  des  in\erses  des  nombres  de  Fibo- 

S«Mnuiation  de  la  >érir 

I  I  I 

"■        '  ■     ■  •  «     f       "    ~         *     •  •  •  • 

M,  M.  M, 

où  l\*n  a  pose 

L'auteur  exprime  cette  somme  p.ir  un  pnnluit  «le  deux  fonctions  tliéta. 
s.niMr 


\ 


ri  »  -t      ^       i      J 


/*iftnir\t'  v^**^-        S»irLi  ri*|irt"'>enlalioii  des  fonclions  elli|>ti(|iies. 

loinr  t«M)«'li.>o  oliipli>pie  ,  .:i'.  il.'idiv    n.  i^^l   repre<enlable  par  U*  quotient 
dr  ilru\  *'\pr»'>«»u»M>  de   la   I.MU»e 


.1    V    ;.         :  .;    1 


î     I'       •:     .-    'j 


tt^  y  "   •  \  Il  -^  fi  K 


\  ,\  .oM>l,Hiie  ;  )».  iii  ix^  exoi  ■:  \..leu!'»  diilerente*.  l  ne  lois  /#  eli(M<«i.  h»v 
»»'.lh»uiu>  .;  »ln  mon.»,»:-»!  *•;  '••'»■  »'.-olii.N«  ni"  V  du  démuuiualeur  soûl  ilétci- 
iiMiu  N  ,Mi  m.  lu.^  !..%  i»'ut  ..Mi>i.»:r  ;»; ,  V  {[  ,'\  "»^io  «I-'U»  n-  n^pre^enLilions  di>lincte< 
\\^    \,\   l«»n    U-«n  ..  ■    v.-i'x   \  \   i    X  :■{  ■   .    •M>.i;.  I  ■  ." 

«  ,-  lit.  .-1 ,  m,  .i.MHi.  il»  l'.t*.  :  ,i.  .:  ".«  «  ,11 1 -euîtlion  i  l,4<».ique  tle-»  eoor»lMiim"«»x 
)«    m     ..   »,  ..;..,    -..:  ■     X  .'       _.     ;  .'    ■    .!     -.x  .;.»  e^;»,,,-    jnelroiiq ue. 
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SITZUNGSBERICIITE  der  Koniglicii  preussischbn  Akademie  der  Wissen- 

SCHAFTEN  ZU  BeRLIN  (*). 

i"  semestre  1898. 

Kœnigsberger.   —    Sur    une    généralisation    de    l'équation   de 
Lajîlace  AV  =  o.  (5-i8). 

Supposons  que  les  composantes  X,  Y,  Z  d'une  force  appliquée  en  un  point  A 
de  coordonnées  j?,  y^  z  dépendent  de  x^  y  y  z  et  des  dérivées  a?,,  ^„  z,  ;  j:^, 
^3,  z^\  . . .;  j?j^,  jKj^,  -Zj^  d'ordres  i,  a,  . . .,  3v,  de  j:,  y^  s,  prises  par  rapport  au 
temps  <;  V  est  un  entier  positif  quelconque. 

Lorsque  X,  Y,  Z  peuvent  être  mises  sous  la  forme 

^       (>VV        d   ÔW        d^-   d\V  ,       ,,  d^   d\S 


âz        dt   ôz,  "^  ~dÔ   ôz^      •••■^^      '^'  €//^    ()s/ 


où  W  désigne  une  fonction  de  x,  y,  z,  a:,,  ^'j,  z,,  a:j,  y^,  ^j,  ...,  ar^,  >\,  z^, 
M.  Kœnigsberger  propose  de  dire  que  la  force  envisagée  admet  la  fonction  de 
forces  \V. 

Si  O  est  un  centre  fixe,  attirant  (ou  repoussant)  le  point  A,  suivant  la 
loi  /(/*,  Tp  Tj,  ...,  Tj^),  où  r  désigne  la  dislance  actuelle  de  A  à  O  et  r,, 
''j»  •••>  ''jv  ^®s  dérivées  d'ordres  1,  2,  ...,  2v  de  r,  prises  par  rapport  à  /,  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  force  d'attraction  (ou  de  répul- 
sion) émanant  de  O  admette  une  fonction  de  forces  W,  au  sens  général  donné 
à  ce  mot  par  M.  Kœnigsberger,  est  que  la  fonction  /(r,  r„  r,,  ...,  r,^)  puisse 
être  mise  sous  la  forme 

Supposons  que  W  soit  un  polynôme  en  r,,  r,,  ...,  r^  dont  les  coeriicients 
dépendent  de  r  d'une  façon  arbitraire.  Soient  alors  a^  l'exposant  le  plus  élevé 
auquel  figure  r^  dans  ce  polynôme  ;  a^.,  l'exposant  le  plus  élevé  auquel  figure  r^, 
dans  le  coefficient  de  r**;  a^_j  l'exposant  le  plus  élevé  auquel  figure  r^j  dans 

Je  coefficient  de  r^^.^  ''?"»  •••!  nous  conviendrons  de  dirc»quc  le  terme 

9(/-)r7'r?*.../-«iY''?'» 

où  9(r)  désigne  une  fonction  de  r  seulement,  est  le  terme  le  plus  élevé  de  W. 
Soient  aussi  A\  le  quotient,  e^  le  reste  de  la  division  de  «^  par  2;  Ar^_,  le  quo- 
tient, 1^,  le  reste  de  la  division  de  a^_,  —  t^  par  2  ;  Ar^,  le  quotient,  e^j  le  reste 
de  la  division  de  a^_j—  e^_,  par  2;  ...;  enfin  A-,  le  quotient,  c,  le  reste  de  la 

(  »  )  Voir  le  Bulletin,  XXIVj,  p.  5. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  7"  série,  t.  XXIV.  (Juillet  1900.)  R.f) 


i3o  SECONDE  PARTIE. 

division  de  a,—  t^  par  3.  Lorsque  t,  est  nul  et  que, dans  le  terme  le  plus  élevé 

de  W,  la  fonction  9(r)  est  de  la  forme  9(r)  =  -  +C|,  où  c  et  c,  détigoeat 

des  constantes,  ou  encore  lorsque  t,  est  égal  à  i  et  que,  dans  le  terme  le  plas 

élevé  de  W,  la  fonction  9(r)  est  de  la   forme  7(r)=  -î+Cir  +  c,,  où  c, 

C|,  C)  désignent  des  constantes,  M.  Kœnigsberger  propose  de  dire  que  la  fonc- 
tion des  forces  W  de  la  force  centrale  envisagée  est  le  potentiel  W  de  cette 
force  centrale. 

Il  est  clair  que  Ton  peut  généraliser  de  diverses  manières  les  notioiis  de 
fonction  des  forces  et  de  potentiel  données  en  Mécanique  rationnelle.  Parai 
toutes  ces  généralisations,  celle  de  M.  Kœnigsberger  puise  sa  raison  d'être  en 
ce  qu'elle  permet,  entre  autres,  d'établir  pour  la  force  de  W.  Weber  émanant 
d'un  centre  fixe  et  appliquée  en  un  point  matériel,  des  propositions  analogues 
i  celles  qui  concernent  le  potentiel  de  la  force  de  Newton  émanant  d'un  centre 
fixe  et  appliquée  en  un  point  matériel. 
Voici  les  énoncés  des  théorèmes  démontrés  par  M.  Kœnigsberger  : 
Désignons  par  le  symbole  \  „  où  jx  et  v  peuvent  être  des  entiers  éganz  on 
inégaux,  l'opération 

o"  0'  tP 

•*•*      Ox.tix^       Oy.ô\\       OZ..ÔZ. 

effectuée  sur  une  fonction  de  x  =  jt..  v  =  v„  s  =  ^«  et  de  ses  dérivées  de  divers 
ordres  x,.  \\^  c,.  j*.,  v.^  z,^  . . .,  prises  par  rapport  à  la  variable  indépendante  t\ 
le  A,  f  d'une  fonctit>n  do  x^^  \\,  ^,  est  al«>r5le  paramètre  différentiel  do  second 
or\ire  de  cette  fonction.  Le  prvnluit  de  plusieurs  symboles  égaux  ou  inégaux  A 
\oudrji  dire  que  Ton  doit  effectuer  successivement,  en  commençant  par  la  droite, 
les  op.'rutions  tn.liquces  par  ces  symboles. 

M.  Ka^nijcsberçer  denu^ntre  que  l'on  a.  quelle  que  soit  la  fonction  des  forces 
centrales  en^ivuoo  W,  \a  relation  fv^niiamentale 

.    A        A-       A'       A-'     A'       ..     A-     .        ,A*   -■      .  A"*      .A''\V 

vl  ^  .     _     .  .....^  .i-«:ç,  r)"l 

J  ai       a  .  j  .  —  £. ^ 3  -—7-^4 —  I  • 

i\î:v"  r.  ,.;..:î     l     -.cw;   iirc  e:.>  sa.:ie  c::'.r.î?  une  cènèralisation  de  la  rela- 

t 


V  \  V  V         1    'V 


r.      : ..  y--,'  \  '  .ic^  ;.•■:.■*     *_  sfis  .rdiaaire  da  mol) 

\         I    ■    -      :- 

.^.-                                  .•  ,v    .T^  ;  i.  .     •  .  .  :  ;r   .-  r*.  ît  silène!  \  de  coor- 
\x   .     .     .         .. \i    •..•,'     -  .-V.. .  i    •■   -  .    -m  r  zt^it^t  la  distance 

».  ^     ■.  '  .   -"  \   f<  .■;  r-  :fBi»*l  oevrto- 

.  -     .    .  :    :  ;^    *     r*  îx  .  'S  i->rte  que  V 

,     j.     \  ->v;;-  W   fs;  sa  p  teoliel. 

-     -    .      .  ..V     V.-..   ^^.:i;:    .    i'-:  isc  i?   voir  qoe 
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le  second  membre  de  la  relation  fondamentale  (I)  se  réduit  à  zéro.  L'équation 

'''"     1,0     1,1  «^1,1  •  ..  Av.v 

que  Térifie  tout  potentiel  W  au  sens  généralisé  par  M.  Kœnigsberger,  pourvu 
que  r  ne  soit  pas  nul,  est  donc  une  généralisation  de  Téquation  de  Laplace 

Ao.oV  =  G. 

Lorsque  Tattraction  centrale  a  lieu  suivant  la  loi  de  William  Wcber 

..  .        mm.  r  r\       a/r,"! 

/(r,r„r,)=-p^[-.+  ^--^'J, 

OÙ  r  désigne  la  distance  du  point  matériel  envisagé  A  au  centre  d'attraction  O, 

dr  d^  r 

m  et  m,  les  masses  de  A  et  de  O,  c  une  constante  et  où  r,  =  -j-»  r«=  -.-i  » 
*  ^      dt      '       dr 

il  existe  une  fonction  des  forces  W,  au  sens  général  donné  à  ce  mot  par  M.  Kœ- 

nigsbcrger;  c'est  la  fonction 

Le  terme  le  plus  élevé  de  cette  fonction  est  le  terme  —  ^  *  -  rj,  en  sorte  que, 
pour  la  loi  de  William  Wcbcr,  on  a 


,    ^       mmt   I 

©(/•)  =  — — 1  -. 


On  voit  donc  que  v  =  x,  a,  =  2  d'où  Ar,  =  o,  e,  =  o;  la  fonction  9(r)  est  donc 
bien  de  la  forme  voulue  pour  que  la  fonction  des  forces  W  de  William  Wcbcr 
soit  un  potentiel  dans  le  sens  général  donné  à  ce  mot  par  M.  Kœnigsbcrgcr.  Ht 
l'équation  de  Laplace  généralisée  est,  pour  le  potentiel  W  de  William  Wcbcr, 
l'équation 

Ao,aA,,,W=o, 

équation  que  l'on  peut  écrire,  en  effectuant  successivement  les  deux  opérations 
indiquées  par  les  symboles  A, 

d'W  d*\\_  d'W  d^W 

Ox^ôx]        âx^ôy]       dx^àz]       ày^dx] 

j)*W  Ô'W  ô'\\_  d'W  à'W    _ 

■*■  ây^ây]  "^  ây^âz]  "^  âz^àx]  "^  dz^ây]  "^  Oz^ôz]  ~  ®* 

On  étend  immédiatement  les  résultats  précédents  au  cas  où,  au  lieu  d'un 
centre  (ixe  O,  on  a  soit  un  nombre  fini  de  centres  fixes,  soit  un  corps  continu 
dont  les  divers  points  attirent  (ou  repoussent),  suivant  la  loi  envisagée,  un  point 
matériel  qui  reste  à  distance  finie,  différente  de  zéro,  de  ces  divers  points. 

Jeudis  (L.).  —  Œuvres  de  Lejeune-Dirichlel.  (78-79). 

M.  Fuclis  annonce  à  l'Académie  que  le  second  et  dernier  volume  des  Œuvres 
de  Lejeunc-Diriclilct  a  paru  en  septembre  i^5y7.  Le  premier  volume  avait  été 
publié  sous  la  dircciion  de  Kronccker  qui  a  aussi  préparé  Tinipn'ssion  dfs 
i5  prcMiiers  feuillets  du  second  voliime. 
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Kœnigsberger  (L,),  —  Sur  une  généralisa  lion  de  Féquation  de 
Laplace  AV  =  o  (second  article).  (gS-ioi). 

dr  nPr 

Lorsque  la  force  centrale  envisagée  ne  dépend  que  de  r,  r,  =  -j-»  r,  =  ->-tj» 

et  qu'elle  admet  un  polentiel  W,  au  sens  général  donné  à  ce  mot  par  M.  Kœnigt- 
berger,  ce  potenliel  est  nécessairement  de  la  forme 

\V  =  ?.(r)-i-r,o,(r)H-r;!?j(r)H-...-*-r}ox(r), 

c  c 

où  9j^(r)  est  delà  forme     -h  c,  ou  de  la  forme  -5  -hc^r-^c^^  suivant  que  X  est 

pair  ou  impair,  c,  c^c,,  désignant  des  constantes,  tandis  que  9«(r),  7i(r),  ..., 
?x-i  (^)  peuvent  être  des  fonctions  quelconques  de  r.  Suivant  que  X  est  pair  ou 
impair,  le  potentiel  W  vérifie  Téquation  de  Laplace  généralisée 

h 


ou  réquaiion  de  Laplace  généralisée 


?(X-n 


con 


A,. A,  «A?,,       W=o. 

Lorsqu'il  y  a  plusieurs  centres  d'attraction,  le  potentiel  est  la  somme  des  poten> 
ticis  correspondant  à  chacun  de  ces  centres  d'attraction.  Lorsque  c'est  une  figure 

tinue  qui  attire  le  point  matériel  envisagé,  le  potentiel  est  égal  à  /  Wdm, 

où  \\  désigne  le  potentiel  correspondant  à  l'attraction  de  l'élément  de  masse  dm 
de  la  figure  continue,  réduit  à  l'unité  de  masse,  et  où  l'intégrale  est  étendue 
à  tous  les  éléments  dm  de  la  figure  ronlinue. 

Si  rclte  figure  continue  est  une  splicrc  creuse  ou  pleine,  homogène  ou  formée 
de  couches  concentriques  et  homom'ncs,  et  si  l'on  prend  l'origine  des  coordon- 
nées O  au  ccnlrc  de  ta  sphère,  l'axe  OZ  suivant  la  droite  joignant  O  à  la  posi- 
tion actuelle  du  point  attire  A  et  le  plan  OZY  dans  le  plan  de  la  vitesse  actuelle 
du  point  A  suppose  soit  à  l'cxicrieur  de  la  sphcre,  soit  dans  son  creux,  le  poten> 
tie!  de  la  sphère  creuse  sur  le  point  A  sera  donné  par  l'expression 


j 


---\ 


(II)       III       </.w/0<:/';  7.0- sine  >"   V  .      f         f.       /(cs'-^'pcosO— ypsinBcosÇ. 

dans  laquelle  o,  o,  z  désignent  les  coordonnées  du  point  A  ;  o,  y  _-  ■;5>  '  ^'  ~  -3> 

les  composantes  de  sa  vitesse  actuelle  suivant  les  axes  coordonnés;  a  la  densité 
de  l'éléinenl  dm  dont  les  coordonnées  polaires  sont  p,  6,  <};,  en  prenant  O  comme 
pôle,  OZ  comme  axe  polaire  à  partir  duquel  on  compte  les  angles  6,  et  le  plan 
OZY  comme  plan  polaire  à  partir  duquel  on  compte  les  angles  <{;;  enfin  R,  et  R, 
les  rayons  des  doux  surlaces  sphériques  limitant  la  sphère  creuse. 

Plaçons-nous  en  particulier  dans  le  cas  où  a  loi  d'attraction  est  celle  de 
William  Webcr.  Le  pi)tcntiel  de  la  sphère  creuse  sur  un  point  A  extérieur  à 
celte  sphère,  vu  >ilué  dan<  son  creux,  est  alors  donné  par  une  expression  de  la 
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forme 


(III)  fa„[L^p.j 


OÙ  k  est  une  constante,  r  désigne  la  distance  de  Télément  de  masse  dm  de  la 

dr 
sphère  au  point  A,  r^  =  -;7t>  et  où  l'intégrale  est  étendue  à  tous  les  éléments  dm 

de  la  sphère  creuse.  Il  est  d'abord  aisé  de  voir  que  cette  intégrale  est  dans  tout 
l'espace  une  fonction  finie  et  continue  des  coordonnées  du  point  A  et  de  leurs 
dérivées  par  rapport  à  t^  pourvu  que  r^  reste  finie. 

Pour  évaluer  ce  potentiel,  supposons  en  premier  lieu  que  le  point  A  soit  exté- 
rieur à  la  sphère  creuse.  Il  suffira  alors  de  remplacer  dans  l'expression  géné- 
rale (II)  du  potentiel,  obtenue  plus  haut,  X  par  a  et  ^^{r),  9i(/'),  ^^{r)  par  -»  o, 

vy-.  et  d'eflfectuer  les  calculs  sous  l'hypothèse  z  >  K,.  On  obtient  ainsi  pour  le 

A    / 

potentiel  W,  de  la  sphère  creuse  au  point  extérieur  A,  l'expression 

où  v'  =  ^'*-h  5'*  est  le  carré  de  la  vitesse  actuelle  du  point  A,  et  où  M  désigne 
la  masse  /      ^T:ap^dp  de  la  sphère  creuse.  On  voit  que  ce  potentiel  ne  dépend 


que  de  la  distance  z  du  point  attiré  au  centre  de  la  sphère,  de  la  vitesse  du 
point  attiré  et  de  l'angle  que  fait  cette  vitesse  avec  la  droite  joignant  le  point 

attiré  au  centre  de  la  sphère.  Le  premier  terme  M    — h  tjz  \  représente  d'ailleurs 

le  potentiel  de  la  masse  M  de  la  sphère  creuse  concentrée  en  son  centre  O,  au 
point  attiré  extérieur  A,  pour  la  loi  d'attraction  envisagée.  Ainsi  le  potentiel 
de  la  sphère  creuse  en  un  point  extérieur  A,  est  égal  au  potentiel  de  la  masse 
de  la  sphère  creuse  concentrée  en  son  centre,  quand  le  cosinus  de  l'angle  que 

fait  la  vitesse  avec  la  droite  joignant  A  au  centre  O  de  la  sphère  est  égal  à  — =• 

V3 
Il  est  aisé  de  vérifier  à  nouveau,  sur  l'expression  obtenue  pour  W^,  que  l'équa- 
tion de  Laplace  généralisée,  qui  se  réduit  ici  à  A^gA,  jW^=o,  est  satisfaite. 
Enfin,  à  cause  de  la  continuité  de  l'expression  (III),  il  est  clair  que  l'expression 
obtenue  pour  W^  convient  encore  au  cas  où  le  point  attiré  A  est  situé  sur  la 
surface  limitant  extérieurement  la  sphère  creuse. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  attiré  A  soit  situé  dans  le  creux  de 
la  sphère  creuse.  Si,  dans  ce  cas,  l'on  remplace  encore  dans  l'expression  géné- 
rale (II)  du  potentiel  cherché,  X  par  2,  çp,(r)  par  ->  9,(r)  par  o,  9j(r)  par  jy- 

r  K  r 

et  que  l'on  effectue  les  calculs  sous  l'hypothèse  z  <  R^,  on  obtient  aisément 
pour  le  potentiel  W^  d'une  sphère  creuse,  en  un  point  A  situé  dans  son  creux, 
Qoe  expression  de  la  forme 

les  valeurs  de  a  et  de  6  sont  d'ailleurs  données  par  les  formules 

a  =  fir.  I       aorfp,        ^  =  3  /l  /       '?  ^P- 
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Ainsi  le  potentiel  \V^  ne  dépend  ni  de  la  position  occupée  par  le  point  attiré, 
dans  le  creux  de  la  sphère  creuse,  ni  de  la  direction  de  sa  vitesse,  mais  seule- 
ment de  l'intensité  de  sa  vitesse.  Ici  encore  il  est  aisé  de  véri6er  à  nou- 
veau, sur  Tcxpression  obtenue  pour  W^,  que  Téquation  de  Laplace  généra- 
lisée AooAt  ,W^=  G  est  satisfaite.  A  cause  de  la  continuité  de  Texprcssion  (III) 
Texpression  précédente  de  W^  convient  encore  au  cas  où  le  point  attiré  A  est 
situé  sur  la  surface  limitant  intérieurement  la  sphère  creuse. 

Si  enfin  le  point  attiré  A  est  placé  dans  la  masse  de  la  sphère  creuse,  on  fera 
passer  par  A  une  sphère  (S)  concentrique  aux  deux  surfaces  limites  de  la 
sphère  creuse  et  l'on  évaluera  le  potentiel  W,  de  la  sphère  creuse  sur  le  point  A 
en  ajoutant  le  potentiel  W^,  sur  A,  de  la  sphère  creuse  partielle  limitée  exté- 
rieurement par  (S)  au  potentiel  W^,  sur  A,  de  la  sphère  creuse  partielle  limitée 
intérieurement  par  (S).  On  obtient  ainsi  pour  W,  l'expression 

Pour  une  sphère  pleine  et  homogène  de  rayon  R,  de  densité  <j,  on  a  en  par- 
ticulier pour  le  potentiel  W  de  cette  sphère  en  un  point  A  quelconque  de 
l'espace,  suivant  que  le  point  A  est  extérieur  ou  intérieur  à  la  sphère,  Tune  ou 
l'autre  des  deux  expressions 


a  TTff  z"*  v^ 


bk 


•2 


quand  A  est  sur  la  surface  de  la  sphère,  ces  deux  expressions  coïncident. 
Il  est  maintenant  aisé  d'établir  l'équation  qui,  quand  la  loi  d'attraction  est 

colle  de  William  Webcr,  joue  le  rôle  que  joue  l'équation  de  Poisson  (juand  la 
lui  d'attraction  est  celle  de  Newton.  Il  suffit,  pour  cela,  de  déiluirc  de  l'expres- 
sion que  Ton  vient  d'obtenir  ]»our  \\\,  dans  le  cas  où  le  point  attiré  \  est  inté- 
rieur à  une  spiure  pleine  homogène,  l'expression  de  la  fonction  A„^A,,\V  qui, 
quand  li*  point  A  est  extérieur  à  celle  sphère,  est  nulle  d'après  Téqualion  d«- 
La])lace  ;,'énéralisée.  Or  on  déduit  d'abord  de  l'expression  que  l'on  vient  d'obtenir 
pour  \V,,  dans  le  cas  «l'une  sphère  pleine  el  bomoj;ène,  la  formule 

.11'    W  '*"*  «  ■\  •^•'  '« 

comme  on  a  manifestement 


K> 


f  — - 


r.zW 


SA- 


A 


l'équation  clierchèe,  analogue  à  celle  de  Poisson,  el  convenant  à  la  loi  d'atlrac 
lion  de  William  Weber,  est  l'équation 


A" 


Sr/nvarz  (  //.).  —  Sur  l'idc-c  (ondainenlalo  qui  sert  de  ioiuleinont  à 
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une  nouvelle  démonstration  d^un  théorème  de  Weierstrass. 
(iSq).  [Communication  verbale  non  insérée  dans  les  S itzangs- 
be  rie  h  te.] 

Il  s'agit  d'une  nouvelle  démonstration  du  théorème  de  Weierstrass  d'après 
lequel,  lorsqu'une  intégrale  particulière  x=  9  (m)  d'une  équation  diiïérentielle 
algébrique  du  premier  ordre,  dans  laquelle  la  variable  indépendante  u  ne  figure 
pas  explicitement,  est  une  fonction  plurivoque  de  u  ne  prenant  qu'un  nombre 
fini  de  valeurs  pour  une  même  valeur  de  (/,  les  trois  quantités  â?p  x^t  x^  définies 
par  les  trois  relations 

où  U|  et  i/j  désignent  deux  variables  indépendantes,  sont  liées  par  une  relation 
algébrique 

G[?(Mi),  ÇCWj),   ?(M,-hU2)]  =0, 

OU  les  coefficients  ne  dépendent  pas  de  u,,  u^, 

Kœnigsberger  (L,).  —  Sur  une  généralisation  du  principe  de  Ja 
conservation  des  aires  et  sur  son  application  à  l'intégration  des 
équations  dilTérentielles  du  mouvement  de  systèmes  admettant 
un  potentiel  cinétique  du  premier  ordre,  (i 48-1 58). 

Soient  x[*\  ^["^  z['^;  x['\  j^['\  zi'^;  ...;  x^^'\  rl,'\  zi'^  les  coordonnées  de  n 

points  et  x[''\  y['^\  5Î«^  ;  a:i»\  ^i«\  zi"^;  ...;  xl^\  >'!«\  sL"^  (  pour  a  =  i,2,...,v) 
les  dérivées  d'ordre  a  de  ces  coordonnées  prises  par  rapport  au  temps  t.  Dési- 
gnons  par  R^,,  R^3,   ...   (pour  a  =  o,  i,  3,    ...,  v)  des   fonctions  continues 

de  x[^\  y['-\  z\*\  xi*\  . . . ,  zl^\  et  par  RLV,  RiV,  ...  (pour  a  =  o,  1 ,  2,  . . . ,  v  ) 
les  dérivées  d'ordre  K  de  ces  fonctions  prises  par  rapport  à  t;  supposons  que 
ces  fonctions  vérifient  les  relations 

i— I  *  '  1=1  '  * 


pour  p=i)  3,  ....  Supposons  enfin  que  le  potentiel  cinétique  II  du  système 
de  n  points  envisagé  soit  une  fonction  de  t^  des  3/t  coordonnées  de  ces  n  points 
et  de  leurs  dérivées  d'ordre  i,  3,  ...,  v  prises  par  rapport  à  t,  qui  puisse  être 
mis  sous  la  forme 

Ii^y[*i   Kpii   "02»    •••»     Roi»  R02  »    •••»     Roî  »  R«5 1    •••»      •••»      l«oi  »        Rm  »        •.•» 

K,„  R,„  ...,    Ri\\  rW.  ...;   RÎV,  rSî\  ...;    .•■;   Rir'\  RÎr'\  .••; 
• 

«P        a2'    •••»       '^al  »    ■»B.2  >    •••>       ■»oil  i    »«a2  »     •••»       •••»       »*«l        »    '«ai        »    •••§ 
•••••• • » 

R  II  r(>^       n^>\  - 

■*v-l,l»    ''v— 1,2»     •••»       ««>->, 1»     "y -1,2»     •••♦ 
■'•',1»    **v,2»     •  •  •  J" 
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Si,  pour  {  =  1,  2,  ...,  /},  P-,  Q,.,  ...f  sont  les  composantes  des  forces  exté- 
rîiei/rex  appliquées  au  point  de  coordonnées  a?[*\  ^'!*\  z\*^\  ^^ /m  An  •••>/...î 

9iiy  ?3t*  •••>  ?mif  •••  ^^^^  les  fonctions  dites  de  liaison,  et  X,,  \^  ...,  X^  les 
paramètres  de  liaison,  les  équations  diiïércntielles  du  mouvement  du  système 
de  n  points  envisagés  sont  les  équations  différentielles  suivantes,  d'ordre  av, 

-  P.  +  \/u'^  >^A-+-.  •  •-♦-  K/mi=^f 


Supposons  que  les  composantes  des  forces  extérieures  et  les  fonctions  dites 
de  liaison  vérifient  les  relations 

1=1  1=1 

i  =  /i  i  =  n 


f>ll 

ôx, 

d    ÔU                ,       ,^  d-     âU 

dt  dx\  '•••'(    '>  di"  àx\y> 

ou 

d  ÔU            ,     ,^  d^    tni 

dt  ôy\    '•••'   ^     '^  dt^  oyy^ 

1=1  <=1 


Sous  ces  conditions,  M.  Kœnigsberger  démontre  que  l'équation  différentielle 
d'ordre  av  —  i, 

0.-1,1....  1  =  1  a=l  X  =  o  ' 

on. 


où  c  désigne  une  constante  arbitraire,  et  où,  pour  chaque  indice  x  et  chaque 
indice  p,  K^^    désigne  Tcxpression 

^m d      f>ll  d'    ^1 ^^~«       dll 

""-^ " -  o\\,^      lu  ,>n;j"  "^  dr^  o\\^;     '"'^^    '^^    dr~-  .y^ -•< ' 

est  une  intégrale  preniièrc  des  é(]uations  diiïcrcntielles  du  mouvement. 

Ce  tliéurèmc  de  M.  Kœnigsberger  est  une  généralisation  du  Ihéorcnie  de  la 
conservation  des  aires.  Lorsqu'on  renonce,  comme  on  vient  de  le  faire,  dans 
toute  sa  généralité,  il  semble  assez  diflirilo  d'en  démêler  la  portée;  mais  il  suffit 
de  rappliquer  à  des  cas  particuliers  simples  pour  se  rendre  compte  de  s(m  im- 
portance. Supposons,  par  exemple,  que  l'on  envisage  le  mouvement  d'un  seul 
point  A  et  que  le  potentiel  cinétique  donné  11  soit  de  la  forme 

ll(r,  /•',  i-), 

dr 

où  r  désigne  la  distance  actuelle  du  point  A  à  un  centre  lixc  O,  r'  la  (lcri\ée  -.-♦ 
**  '  dl 

et  v^-  le  carré  <lc  la  vilose  actuelle  de  A.  Les  conditions  sous  lesquelles  le  théo- 
rème de  M.  Kirnigsberger  a  lieu  sont  alors  vcrifices,  et  ce  théorème  nous  apprend 
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que  l'intégration  des  équations  difTérentieUes  du  mouvement  du  point  A  se 
ramène  nécessairement  à  des  quadratures  seulement. 

Envisageons,  par  exemple,  un  point  A  de  masse  1  attiré  par  une  sphère 
creuse  formée  de  couches  concentriques  et  homogènes,  la  loi  d'attraction  étant 
celle  de  William  Webcr.  Si  le  point  A  est  extérieur  à  la  sphère,  son  potentiel 
cinétique  est  égal  à 

\\  =  -~-  v*-W„ 

où  W. désigne  le  potentiel  (au  sens  général  donné  à  ce  mot  par  M.  Kœnigsberger) 

dr 
de  la  sphère  creuse  au  point  A  ;  H  ne  dépend  donc  que  de  r,  -z-i  et  v*  comme  on 

s'en  assure  immédiatement  en  remplaçant  \V^  par  sa  valeur  établie  dans  une 
Communication  précédente  de  M.  Kœnigsbergef  à  TAcadémie  {Sitzungsbe- 
richte^  p.  93-101;  1898).  Mais  alors,  d'après  ce  que  l'on  vient  de  voir,  l'inté- 
gration des  équations  diiïérentielles  du  mouvement  du  point  A  se  ramène  à 
des  quadratures.  Ces  quadratures  sont  d'ailleurs  mises  en  évidence;  ce  sont 
des  intégrales  hyperelliptiques. 

Si  le  point  A  est  situé  dans  le  creux  de  la  sphère  creuse,  on  ramène  de  même, 
au  moyen  de  l'expression  du  potentiel  W^  de  la  sphère  creuse  au  point  A, 
l'intégration  des  équations  diiïérentielles  du  mouvement  du  point  A  à  des  qua- 
dratures. Mais  ici  ces  quadratures  peuvent  être  immédiatement  effectuées,  et 
Ton  voit  que  le  point  A,  attiré  par  la  sphère  creuse  suivant  la  loi  de  William 
Weber,  se  meut  toujours,  dans  le  creux  de  la  sphère,  d'un  mouvement  rectiligne 
et  uniforme. 

Boltzmann  (L.).  —  Sur  des  phéDomènes  de  rayonnement  supposés 
irréversibles  (troisième  article)  (182-187). 

M.  Boltzmann  a  démontré  que,  dans  un  espace  vide  ou  dans  un  milieu 
quelconque  parfaitement  diélectrique,  contenant  des  résonateurs  sans  résis- 
tance d'Ohm  et  étant  limité  par  des  parois  supposées  parfaitement  réfléchis- 
santes, tout  phénomène  électromagnétique  est  réversible. 

Dans  un  Mémoire  présenté  à  V Académie  (SiUungsberichtef  1897, 3* semestre), 
M.  Planck  a  étudié  des  phénomènes  qui  rentrent  manifestement,  comme  cas  par- 
ticulier, dans  Tordre  de  recherches  de  M.  Boltzmann.  Il  a  intégré  complètement, 
dans  le  cas  particulier  envisagé,  les  équations  de  Maxwell  en  suivant  une  marche 
fort  intéressante;  mais  il  a  aussi  conclu  des  formules  qu'il  a  obtenues  que  le 
phénomène  envisagé  est  irréversible,  et  M.  Boltzmann  s'élève  contre  cette  con- 
clusion qui  est  en  contradiction  absolue  avec  ses  propres  recherches.  Dans  son 
Mémoire,  M.  Boltzmann  cherche  à  mettre  en  évidence  la  cause  de  l'erreur 
commise  par  M.  Planck. 

Fuchs{L,),  —  Surla  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles 
linéaires  simultanées.  (221-223). 

Dans  plusieurs  Communications  faites  à  l'Académie  à  partir  de  1888,  M.  Fuchs 
a  montré  comment  on  peut  exprimer  la  dérivée,  prise  par  rapport  à  un  para- 
mètre f,  des  solutions j^  =  e(j:)  d'une  équation  différentielle  linéaire  quelconque 
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donnée,  sans  second  membre, 

t 

dont  les  coefficients  /^p  ...>/'„  sont  des  fonctions  de  x  et  du  paramétre  /,  en 

fonction  linéaire  et  homogène  de  y  et  des  dérivées  de^  prises  par  rapport  i  x. 

Il  a  en  particulier  étudié  la  façon  dont  y  dépend  de  t^  dans  le  cas  où  les  coef- 

cients  /?,,   ...,  /?„  de   Féqualion  diiïérentielle  linéaire  et  les   coefficients  de 

ày 
l'expression  de  -Jj  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  t, 

M.  Fuchs  est  parvenu  actuellement  à  se  débarrasser  de  ces  hypothèses  restric- 
tives sur  la  nature  des  coefficients;  il  nous  apprend  comment  on  peut  étudier, 
quels  que  soient  les  coefficients  de  l'équation  diiïérentielle  donnée,  la  façoa 
dont  y  dépend  du  paramètre  ty  sans  rien  préjuger  sur  le  caractère  analytique 

ày 
des  coefficients  dans  l'expression  de  la  dérivée  -^  en  fonction  de  y  et  des  déri- 
vées de  y  prises  par  rapport  à  x.  Il  retrouve  ainsi  les  résultats  déjà  obtenus  et 
croit  pouvoir  en  annoncer  de  nouveaux. 

Gundeljinger  {S.).  —  Sur  la  découverte  de  la  double  périodicité 
et  sur  la  part  que  Jacobî  a  prise  à  celte  découverte.  (342-345). 

M.  Gundelfmger  croit  pouvoir  affirmer,  contrairement  à  l'opinion  émise  par 
M.  Bjcrkiies,  que  Jacobi  a  eu  certainement,  indépendamment  d'Abel,  une  no- 
tion très  nette  de  l'inversion  des  intégrales  elliptiques  de  première  espèce,  et 
qu'en  outre,  il  s'est  servi,  indépendamment  d'Abel,  du  principe  de  la  double 
périodicité,  au  moins  comme  d'un  principe  directeur,  lorsqu'il  a  établi  son  théo- 
rème de  la  transformation.  Il  concède  seulement  à  M.  Bjerknes  que  Jacobi  a 
été  sans  doute  loin  de  songer  à  développer  la  théorie  des  fonctions  inverses  des 
intégrales  elliptiques  de  première  espèce,  à  l'époque  où  Abel  développait  celle 
théorie  clans  se*>  liecherches.  Jacobi   semble  avoir  été  arrêté   par  le  parncioxe 
qu'entraîne  en  apparence  la  notion  de  double  [lériodicité,  tant  que  l'on  se  borne 
à  intégrer  le  long  de  Taxe  des  quantités  réelles.  Il  est  d'ailleurs  presque  certain 
qu'Abel    n'a    |)u   résoudre   complètement  ce   paradoxe  que   sous   rinllucnce  de 
Caucliy,  et  il  semble  à  M.  Gundelfinger  plus  que  probable  que  Caucby  lui-inème 
a  été  amené  à  ses  belles  reclicrclics  sur  les  intéf^rales  curvili*;nes  par  l'élude 
de  la  troisième  démonstration  de  Gauss  sur  rexislence  des  racines  des  équa- 
tions algébricjues. 

Sch/csingcr  (L.).  —  Sur  la  théorie  de  Gauss  de  la  moyenne  aiitli- 
inélico-^n''oniélrif[ue  el  sur  les  relations  qu'il  y  a  enlre  celle 
théorie  et  eelie  des  fonctions  modulaires.  (34()-3()o). 

On  peut  établir  les  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des  fonctions  modu- 
laires en  |)renant  comme  ])oint  de  départ  les  recherches  de  Gauss  sur  la  théorie 
de  la  moyenne  arilhmélico-fiéométri(|ue  publiées  dans  le  Tome  III  des  Œuvres 
complètes  du  célèbre  Géoujètre  {Œuvres  posthumes)  par  les  soins  de  M.  Sche- 
ring.  Cette  méthode  a  l'avantage  de  permettre  d'étudier  les  fonctions  modu- 
laires indépendamment  des  fonctions  doublement  périodiques. 
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Après  avoir  rappelé  les  propriétés  de  la  moyenne  aritbmético-géomélrique 
M  (a,  6)  de  deux  nombres  positifs  a,  6  où  a  >  6,  et  défini  q  par  la  formule 

où  c  désigne  la  racine  carrée  positive  de  a}—  b^y  M.  Schlesinger  établit,  en  sui- 
-vant  autant  que  possible  la  marcbe  même  de  Gauss,  que  les  trois  fonctions 
de  qy  définies  par  les  relations 

peuvent  être  développées  suivant  les  puissances  de  q  et  que  Ton  a 

n=:-+-«o  n=r-f-«  nr=-f-«    ^        |  v  j 

I  P(7)f  Q(9)»  ^iç)  coïncident  donc  avec  les  fonctions  que  Ton  désigne  dans 

le  même  ordre  par  2r,(o|T),  &4(o|t),  2r3(olT),  où  t  =  i      :^' — |    . 
Il  en  déduit  que  Ton  peut  représenter  le  quotient 

a 
qui  figure  dans  l'intégrale  complète  de  première  espèce 


7C 


t/9 


^1  —  A'*  sin^9 
par  la  formule 

P'(7)' 

Si  Ton  se  reporte  au  point  de  départ  de  la  théorie  des  fonctions  modulaires 
telle  qu'elle  a  été  établie  par  M.  Hermite  dans  son  Mémoire  de  iSSg  {Sur  les 
équations  modulaires),  on  voit  qu'il  ne  reste  plus  à  M^  Schlesinger  pour  avoir 
rattaché  cette  théorie  à  celle  de  Gauss,  sans  faire  usage  de  la  théorie  des  fonc- 
tions doublement  périodiques,  qu'à  montrer  que  pour  chaque  nombre  fini,  réel 
ou  imaginaire  A:%  diiïérant  des  deux  nombres  o  et  i,  le  coefficient  de  i  dans 
l'expression  de  t  est  positif;  cette  démonstration  n'offre  d'ailleurs  pas  de  diffi- 
culté. 

Gerhardt  (C-J.).  —  Sur  les  quatre  lettres  de  Leibniz  que 
Samuel  Kœnig  a  publiées  en  1763,  dans  son  appel  au  public. 
(419-427). 

Des  quatre  lettres  de  Leibnitz  publiées  par  Kœnig,  à  Leyde,  en  1753,  la  prc* 
miére  est  sans  doute  perdue.  Cette  première  lettre,  qui  était  datée  de  Hanovre, 
le  t6  octobre  1707,  était  la  plus  importante  des  quatre;  c'est  elle  qui  contenait.. 


r  M  faites  au  pnacipc  ilc  1i 
mire  aclioii.  On  sait  que  Mnuperluis  crojait  avoir  ifconytri  ce  priacipeCi 
atlachail  ia  plui  graiidc  importance  A  sa  tlifconvcrlr:  on  la'u.  aussi  qu'il  n'adi 
pas  l'autlifnlicili*  d«  la  lettre  île  Lcibnîx  et  que  l'Acadiimic  des  Sciencet  de 
ttertin  arrirmi,  après  enquête,  que  mie  kttr«  adressa,  d'après  Kccni;.  pir 
Leibniï  1  lliiriiiunn  con^ililua  <in  faïu.  Ce  fut  l'urigine  de  polimiqaes  r.èlèbrs 
t.  duquf;lle5  Vutlaire  se   montra   l'adversdire  irrécunciliaMc  île  Mia- 

dc  nombreoïcs  n 

lou  i  Hrrni*»!. 
irrespuDdaii 
rojaie  de  Hanovre,  tr 
Il  l'aulhenlicit*  de  la  lellte  de  Leibnia  et  i  confirmer  l'ojiiniaB'c 
l'aprta  laquelle  celU!  lettre  a  été  adressée  k  Varigoon. 

Prix  de  5ooo  mares  (6a30  francs)  à  décerner  en  igoa. 

Soienl  /,(;).  /,(«),  ..-,  /.(s)  u"  système  rnnd^nieatal  d'ialésnlml'n» 
équation  diiTérentJclIr  linéaire  homoE^ne  fl  cuefficiculB  alBébriquei. 

On  demande  d'dudier  la  fonctîati  >  des  vatiablvs  — <  -^t  •■• 


On  demande 

dans  te  cas  où  elle 

données  des  variable 

parti  eu  libres  s  pcuvi 

tietles  linéaires  du  n""  ordre, 

Les  maDuscrili  peuvent  être  écrîl»  en  allemand,  latin,  françai 
Italien.  Ils  doivent  ftrc  adressé»  avant  tu  fin  de  l'année  1901,  au  bu 
demie,  6,  rue  de  l'Universilê,  à  Berlin. 


e  prend  qu'un  nombre  Uni  de  valcu 
On  Techerchem  aussi  dans  quelle  ' 
it  tire  utilisées  dans  l'iiit^gralian  des  équaii 


des  talfurt 

dilTéim- 


Second  semestre  1898. 


Planck  (Max).  —  Stir  des  phénomènes  de  rayonnement  qtii  si 
irréversibles.  Qualrième  article.  (449-47^)- 
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Pour  décomposer  l'intensité  de  rayonnement  d'une  onde,  pendant  le  temps!. 
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en  intensi lés  de  rayonnements  partiels  correspondant  chacun,  pendant  le  même 
temps  ^  i  une  couleur  déterminée,  donc  à  un  nombre  de  vibrations  déterminé, 
on  fera  agir  toute  Tonde  rayonnante  sur  des  résonateurs  convenablement 
choisis  et  Ton  déterminera,  pour  chaque  résonateur  Ténergie  absorbée  par  ce 
résonateur. 

Si  l'on  définit  ainsi  Tintensilé  de  rayonnement  correspondant,  pendant  un 
temps  f,  à  une  couleur  déterminée,  la  mesure  de  cette  intensité  ne  saurait 
fournir  la  détermination  précise  de  l'amplitude  et  de  la  phase  des  oscillations 
donnant  naissance  à  cette  couleur;  car  le  résonateur  envisagé  réagit  non 
seulement  sur  la  couleur  correspondant  à  une  période  vibratoire  égale  k  celle 
de  ce  résonateur,  il  réagit  aussi  sur  des  couleurs  correspondant  à  des  vibra- 
tions voisines,  donc  sur  un  grand  nombre  de  vibrations  qui,  par  des  interfé- 
rences réciproques,  sont  cause  d'oscillations  dans  Tintensité  du  rayonnement. 

Il  reste  donc  quelque  chose  d'arbitraire  dans  la  façon  dont  ces  diverses 
vibrations  contribuent  chacune  i  déterminer  l'intensité  de  la  couleur  envi- 
sagée. C'est  de  cet  arbitraire  que  M.  Planck  profite  pour  distinguer  entre  tous 
les  rayonnements  ceux  qu'il  appelle  les  rayonnements  naturels. 

Dès  que  l'on  se  borne  à  envisager  ces  rayonnements  naturels,  les  phénomènes 
de  rayonnement  sont  tous  irréversibles,  sans  exception  aucune.  L'intensité  de 
rayonnement  des  ondes  qui  quittent  le  résonateur  est  soumise  i  de  plus 
petites  oscillations  que  les  petites  oscillations  de  l'intensité  du  rayonnement 
des  ondes  qui  excitent  le  résonateur.  M.  Planck  donne  le  nom  d^entropie  k 
une  fonction  déterminée  qui  varie  toujours  dans  le  même  sens  dans  la  suite 
des  temps  et  dont  l'existence  suffit  pour  démontrer  l'irréversibilité  de  tout 
phénomène  de  rayonnement  naturel. 

M.  Planck  examine  enfin  sous  quelles  conditions  on  peut  admettre  que  les 
phénomènes  irréversibles  ayant  constamment  lieu  dans  la  nature  vérifient  les 
conditions  sous  lesquelles  un  rayonnement  a  été  défini  comme  étant  un  rayon- 
nement naturel. 

Fuchs[L,).  —  Sur  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  (447-486). 

Les  modules  de  périodicité  y  d*unc  intégrale  liyperelliplique  de  première 
espèce,  envisagés  comme  des  fonctions  d'un  point  de  ramification  x,  vérifient 
une  équation  différentielle  connue  que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par  (  E). 

Soient  yx^Xi'*  *  *  *  >  y\m  ^^  système  fondamental  de  solution  de  l'équation  (  E  )  ; 

désignons  par  y\y  y'ty  ...,  y'7f  les  dérivées  de  ^'j,  y,,  ...,  y<2  prises  par  rap- 
port à  X  ei  formons  les  fonctions  de  x, 

pour  toutes  les  combinaisons  d'indices  A:  et  /  choisis  parmi  les  nombres  i, 
a,  ...,  ip.  Toutes  ces  fonctions  de  x  sont  des  solutions  d'une  équation  diffé- 
rentielle d'ordre p{^p  —  i)  que  l'on  appelle  Téqualion  associée  d'ordre  {ip  —  a ) 
de  l'équation  (K),  et  que  nous  désignerons  pour  abréger  par  (A). 

Cette  équation  (A)  est  nécessairement  réductible;  elle  admet  une  solution 
nUionnelie  que  M.  Richard  Fuchs  a  donnée  explicitement  dans  sa  thèse  inau- 
gurale (').  La  réduclibilité  de  Téquation  (A)  fournit  d'ailleurs  les  relations 

(»)  Journal  de  Crclle,  t.  111». 
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connues  dues  à  Weiersirass  qui  lient  les  modules  de  périodicité  des  intégrales 
hyperclliptiques  de  première  et  de  deuxième  espèce. 

Ces  propositions  sont  établies  en  faisant  usage  du  groupe  de  substitutions  de 
l'équation  (E),  groupe  qui  a  été  formé  par  M.  Fucbs  pour  toute  équation  (E) 
correspondant  aux  modules  de  périodicité  d'une  intégrale  byperelliptiqoe  quel- 
conque de  première  espèce  (*),  mais  n'a  pu  encore  être  formé  pour  les  équa- 
tions du  même  type  correspondant  aux  modules  de  périodicité  des  intégrales 
abélienocs  non  réductibles  aux  intégrales  hyperclliptiques.  La  métbode  précé- 
dente ne  peut  donc  être  étendue  à  des  intégrales  abéliennes  quelconques. 

Maift-M.  Fuchs  a  montré  (^)  comment  on  peut  déterminer  les  coefficients  de 
réquatîoa  diiéreniielle  du  type  (E)  qui  correspond  à  une  intégrale  abélienne 
quelconque.  En  s'appuyant  sur  les  éqMiioBft  qui  fournissent  cette  détermina- 
tion des  coefficients  de  l'équation  du  type  (K)»  M.  Fmdu  démontre,  dans  le 
Mémoire  actuel,  que  l'équation  associée  d'ordre  (2j9  —  9)dt  réqnation  envi- 
sagée du  type  (E),  admet  nécessairement  une  solution  appartenant  9m 
domaine  de  rationalité  que  les  coefficients  de  l'équation  du  type  (E); 
alors  cette  équation  associée  d'ordre  (ip  —  3 )  est  réductible,  comme  dans  le 
cas  des  intégrales  bypcrclliptiques. 

M.  Fuchs  montre  enfin  comment  les  relations  qui  mettent  cette  réduction  en 
évidence  permettent  d'établir  les  relations  connues  dues  à  Riemann  qui  ont 
lieu  entre  les  modules  de  périodicité  des  intégrales  abéliennes  de  première  et 
de  deuxième  espèce. 

Kœniffsberger  (L.).  —  Sur  la  réduction  que  l'on  peut  faire  subir 
au  nombre  de  paramètres  indépendants  dont  dépend  le  mouve- 
ment d'un  système,  en  élevant  Tordre  du  potentiel  cinétique  de 
ce  système.  (491-496). 

Le  potentiel  cinétique  H  d'un  système  de  points  matériels  est  défini   par  la 

relation 

H  -^  -T-U, 

où  T  est  l'énergie  cinétique  du  système  et  —  U  son  énergie  potentielle.  Si  la 
posilion  du  syslèiiie  dépend  de  |x  paramètres  </,,  <7;,  ...,  </  ,  l'énergie  ciné- 
tique T  esi,  <lans  un  grand  nr>nibrc  de  problèmes,  une  fonction  homogène quB- 
drutique  de  //', ,  7!,,  ...,  r/' ,  dont  les  coefficients  dépendent  de  ^,,  Çj^  ...,  ç  , 
tandis  i\uc  V  est  une  fonction  de  </,,  g^^  ...,  q^. 
M.  Kœnigsl)erger  appelle  potentiel  cinétique  d'un  système  quelconque  une 

function  li  d'un  certain  nombre  de  paramètres  indépendants  7,,  q^^    ,  ç, 

caractérisant  ce  «yslènie,  et  de  leurs  dérivées  d'ordres  1,  2,  ...,  v,  où  v  est  un 
entier  ({ueiconque,  choisie  de  façon  que  le  système  varie  conformément  aux 
équations  analogues  à  celles  de  Lagrangc 

^'^    TJ^i^   -  :U    Oq\   ■'-   dô    l)îl  -••-^  (-')^  cû'    -ôq-^^    "-  ^'^  ^'  =  '^   ' ^>' 


(')  Journal  île  C relie,  t.  7î. 

(-)  Sitzunf^'sberichte  cler  Berliner  Akademie:  \^\rr 
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où  Pp  P,,  ...,  P^  désignent  des  fonctions  données  de  q^y  q^j  ...,  7^.  Si,  dans 
la  fonction  H,  figurent  des  dérivées  d'ordre  k  sans  qu'il  en  figure  d'ordre  supé- 
rieur, M.  Kœnigsberger  dit  que  le  potentiel  cinétique  H  est  d*ordre  k.  Élever 
l'ordre  du  potentiel  cinétique  H  d'un  système  en  diminuant  le  nombre  de  ses 
paramètres  indépendants,  c'est  donc  remplacer  ce  potentiel  cinétique  H  par  un 
autre  H|  contenant  moins  de  paramètres,  mais  contenant  par  contre  des  dérivées 
d'ordres  plus  élevés  des  paramètres  restants  que  n'en  contenait  H,  sans  que 
rien  soit  changé  à  la  façon  dont  varie  le  système,  soit  qu'on  l'envisage  comme 
ayant  lieu  conformément  aux  équations  (t),  soit  qu'on  l'envisage  comme  ayant 
lieu  conformément  aux  équations  analogues  aux  équations  (i)  qui  corres- 
pondent au  potentiel  cinétique  Hp 

M.  Kœnigsberger  cherche  à  établir  des  conditions  nécessaires  et  suffisantes 
pour  que  l'on  puisse  ainsi  remplacer  le  potentiel  cinétique  d'un  système  par 
un  nouveau  potentiel  cinétique  Hj. 

Envisageons,  en  particulier,  un  système  de  points  matériels  en  mouvement, 
sollicités  par  des  forces  données;  la  position  de  ce  système  dépend  d'un  nombre 
déterminé  de  paramètres  indépendants.  En  appliquant  le  critérium  de  M.  Kœnigs- 
berger, on  pourra  dire  sous  quelles  conditions  le  même  mouvement  peut  être 
décrit  au  moyen  d'équations  différentielles  analogues  à  celles  de  Lagrange  [du 
type  des  équations  précédentes  (i),  pour  v  =  3],  en  supposant,  d'une  part,  la 
position  des  points  malériels  envisagés  comme  dépendant  d'un  nombre  moindre 
de  paramétres  indépendants  et,  d'autre  part,  le  potentiel  cinétique  — T  —  U 
remplacé  par  un  nouveau  potentiel  cinétique  H^  convenablement  choisi,  dépen- 
dant non  seulement  de  ces  paramètres,  en  nombre  moindre,  et  de  leurs  dérivées 
premières,  mais  aussi  de  leurs  dérivées  secondes,  prises  par  rapport  à  t. 

M.  Kœnigsberger  détermine  la  forme  que  prend  nécessairement  dans  tous 
les  cas  ce  nouveau  potentiel  H,.  Dès  lors,  quand  un  phénomène  a  lieu  confor- 
mément à  des  équations  du  type  (i),  analogues  à  celles  de  Lagrange,  on  sait 
quand  ce  même  phénomène  peut  aussi  être  conçu  comme  ayant  lieu  conformé- 
ment à  d'autres  équations  du  même  type  dans  lesquelles  le  potentiel  cinétique 
est  d'un  ordre  plus  petit  que  celui  du  potentiel  cinétique  donné,  mais  où,  par 
contre,  le  nombre  de  paramètres  indépendants  est  plus  grand.  C'est  le  problème 
inverse  du  problème  d'abord  résolu. 

Si  l'on  veut  traduire  par  une  image  cette  augmentation  du  nombre  de  para- 
métres, on  peut  se  figurer  avec  Helmholtz  et  Hertz  qu'elle  correspond  à  l'in- 
troduction de  mouvements  cachés,  ou  plus  généralement  de  phénomènes  cachés. 

Frohcniiis  (G,),  —  Sur  des  relations  entre  les  caractères  d'un 
groupe  et  ceux  de  ses  mineurs,  (p.  5oi-5i5). 

La  méthode  générale  donnée  par  M.  Frobenius  (*)  pour  évaluer  les  carac- 
TÈREsd'un  groupe  donné,  n'est  pas  toujours  d'une  application  facile;  dans  cer- 
tains cas  particuliers,  on  parvient  bien  plus  rapidement  à  l'évaluation  de  ces 
caractères  et,  par  suite,  à  leur  représentation  primitive  par  des  substitutions 
linéaires,  en  s'appuyant  sur  certaines  relations  qui  les  lient  aux  caractères  des 
mineurs  du  groupe  donné. 

M.  Frobenius  établit  ces  relations  de  deux  façons  diiïérentes.  Dans  la  pre- 


(*)  Voir  le  Compte  rendu  des  Sitzungsberichte  de  i8y6,  Bulletin,  t.  XXIIL, 
p.  i5i. 
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mière,  il  pari  des  facteurs  premiers  du  déterminant  du  groupe  donné  et  montre 
comment  on  peut  alors  obtenir  les  facteurs  premiers  du  déterminant  de  Tun 
quelconque  des  mineurs  contenus  dans  ce  groupe.  Dans  la  seconde,  il  sait  la 
marche  inverse  et  construit,  en  s'élevant  en  quelque  sorte  du  composant  an 
composé,  les  facteurs  premiers  du  déterminant  du  groupe  donné  au  moyen  des 
facteurs  premiers  du  déterminant  du  mineur  envisagé. 

Les  résultats  obtenus  sont  particulièrement  simples,  lorsque  le  mineur  envi- 
sagé du  groupe  donné  est  un  sous-groupe  invariant  de  ce  groupe  donné. 

Les  formules  obtenues  sont  intimement  liées  à  la  décomposition  du  groupe 
donné  en  complexes  d'éléments,  équivalents  suivant  le  système  de  modales 
formé  par  deux  mineurs  du  groupe  donné.  L*étude  du  cas  particulier  où  ces 
deux  mineurs  sont  identiques  permet  de  déterminer  immédiatement  an  carac- 
tère de  chaque  groupe  de  permutation  qui  est  doublement  transitif. 

Liideling  (G,).  —  Sur  Ja  variation  diurne  du  magnétisme  ter- 
restre, observée  à  des  stations  de  la  zone  polaire.  (5'j4~33o). 

Schivars  (//.).  —  Sur  la  résolution  d'un  problème  particulier  de 
la  théorie  des  fonctions,  en  relation  avec  la  théorie  des  séries 
h jpergéomé triques.  (^Sy). 

Cette  Communication  de  M.  Schwarz  à  l'Académie  ne  sera  publiée  qu'ulté- 
rieurement. 

J/.  Koser  présente  à  l'Académie  le  tome  LXXII  des  Publications 
tirées  des  Archives  prussiennes. 

Ce  tome  contient  la  correspondance  du  roi  Frédéric  II  et  de  Âfauptriuis, 
président  de  l'Acadcmie. 

Vogrl  {/f.-C),  —  Sur  le  spectre  d'Alaïr  et  sur  la  composante, 
suivant  le  ravon  visuel,  du  mouvement  de  cette  étoile  dans 
respace. 

Le»;  rairs  nirtalliqucs  des  spi^rlres  des  cloUcî  de  la  prcniirro  classe  sper- 
tralc  l^  sont  toutes  très  nettement  limitées:  seules  les  raies  de  rh\drop«'ne  sont 
plu**  ou  moins  fon<lues.  Cependant  \taïr,  quoi(|iie  faisant  partie  de  cette  pre- 
mière classe  spectrale  1^,  fait  exception  à  cette  rèj:le;  son  sp«*rtre  contient,  en 
circt,  comme  Ta  ob-iervé  Siheiner.  de  faibles  bandes  quelque  peu  fimdue^^.  di(Té- 
rentes  des  larges  li<;nes  de  l'hydrogène.  M.  Vo;;el  montre  que  ce  fait,  très 
anormal  iltin-^  une  étoile  tlu  type  I^.  peut  être  expliqué  par  la  rotation  de 
l'étoile.  Il  cnI  toutefois  nèce«aire  d'admettre  t|ue  celle  rotation  e«»t  aSM*7  rapide 
puisqu'un  point  <le  rèijuateur  d'VtaVr  aurait  une  xilcs>e  «le  3'^"  par  seconde, 
<|onc  i3  fois  plus  ::rande  que  celle  de  réquateur  d'un  point  de  notre  Soleil; 
toutefois  cette  vitr<NO  n'e>l  que  le  double  de  celle  d'un  point  de  l'èqualeur  de 
Jupiter  dans  le  mouvement  de  rotati'»n  «le  cette  planète:  elle  n'a  di»nc  rien 
d'invrjiNcmblabie. 

Le»  fib'»er\atn»ns  ^pectr''S'  "piqueN  faites  a  Pois.|a»n  dan>  le-»  dernières  année* 
f>ct  riit  tteiit  «Je  <ix«.T  H    >»!•■,  I  .  ■  •'",7  la  \ile>sc.  c^linue  >ui%anl  le  rw\on  %iNuel, 
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avec  laquelle  AtaTr  s'éloigne  de  nous  en  une  seconde.  Ce  résultat  n'est  pas  con- 
forme à  celui  qui  a  été  énoncé  par  M.  l)e»lan(lres  (  Comptes  rendus^  iS(p,  p.  <j?(j) 
et  d*aprcs  lequel  Ataîr  serait  au  moins  une  étoile  triple. 

Kœniffsberper  {L,),  —  Sur  la  forme  du  développemenl  de  fonc- 
lions  algébriques  et  sur  rirréduclibililé  de  certaines  équations 
algébriques.  (-SS-j.iï)- 

En  s'appu^ant  sur  des  recherches  récentes,  contenues  dans  un  Mémoire 
publié  dans  le  tome  113  du  Journal  de  Crelte,  sur  la  généralisation  d*un 
théorème  d'Kisenstein  et  Fii-rédurtibilité  de  certaines  équations  al;;ébri({ueSy 
M.  Kœnigsberger  établit  la  forme  des  coefficients  de  Téquation  algébrique 

(i)  r"  +  /.(J:)r""»-t-/:(j:)^-»  +  ...-4-/^,(j:)j^-+-/.(a:)  =  o, 

dont  on  sait  :  i*  que  si  :r  =  a  est  un  zéro  de  f^{x),  IVquation  admetf 
pour  J?  =  3|  un  mtnibre  donné  v  de  solutions  confondues  y  =  o;  3*  que  les 
V  ftmctions  de  y  qui  représentent  ces  v  solutions  aux  environs  de  x  ~~  OLt  s>e 
grou|>ent  en  cycles  de  {i,,  {i,,  ...,  (i;  éléments,  et  que  les  degrés  du  premier 
terme  du  développement  sont  respectivement 
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jip  jju.  ...,  \Li,  pp  p2,  •••«  Pt  étant  des  nombres  entiers  positifs  donnés.  Si  9 
et  ^,  aiïectés  d'indices  quelconques,  désignent  des  fonctions  entières  de  x,  si 

Ton  p«>se  S  =  p,-h  p,-+-. ..-+- pj  et  que  Ton  représente  par  ol'^,  pour  chaque 
indice  et  chatine  ac«:cnt,  soit  le  plus  grand  entier  contenu  dans  Texpression 

(2)  (i*.-r.)  ^'  -<-p.>»-+- P.-4.1 -+-•••+ Pli 

soit  ce  plus  grand  entier  augmenté  d'une  unité,  suivant  que  l'expression  (1) 
est  elle-même  un  nombre  entier  ou  non,  l'équation  algébrique  envisagée  est 
nécessairement  de  la  forme 

-+- 

où  les  fonctions  entières  ?„  9,.^^,  o,.^^,  ...,  ri-i,vn_,  ^t  <}/,  de  la  variable  x,  ne 
s'annulent  pas  pour  x  =  a. 

M.  K«rniusberger  recherche  ensuite  des  conditions  qui  soient  suffisantes  pour 
cpie  l'on  puisse  énoni'cr  la  réciproque  de  ce  thé«irème. 

//«//.  iles  Sciences  matficm.,    r  .sérir.  I.  WIV.  (Juillet  nyt**.)  It.n» 
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lùi  a))|»li(|uaiit  les  résultais  obtenus  à  des  cas  très  particuliers,  il  parvient 
aux  trois  propositions  que  voiri  : 

I.  Supposons  que  tous  les  cocflicicnls  de  l'équation  (i),  sauf  le  premier,  «irnl 
un  facteur  linéaire  coniiiiun;  si  le  premier  inenibre  de  Téquatiou  (i)  est  divi- 
sible par  un  polynôme  du  même  type  dont  tous  les  coeflicienls  aient  donr 
aussi,  sauf  le  premier,  le  même  facteur  coniniun,  et  si  ce  facteur  roniiiiiin 
(igure  dans  le  dernier  coefficient  du  polynouie  diviseur  à  uno  puissance  iiifo- 
rieure  d'une  unité  à  celle  à  la(|uelle  il  ligure  dans  le  dernier  coefficient /"^(x) 
du  premier  membre  de  l'équation  (i),  on  peut  affirmer  que  le  quotient  de  ce 
premier  membre  de  IVquation  (i)  parle  polynôme  diviseur  envisage  est  néces- 
sairement irréductible. 

On  en  conclut,  entre  autres,  l'irréductibilité  de  réquatioo  de  la  division  du 
cercle  appartenant  à  une  puissance  d'un  nombre  premier  et  supposée  débarrassée 
des  racines  non  primitives  de  Tunité. 

II.  Soient 

.^*i»      Xz^        •••.      y'in^  ""«l»       ^«î»        ••••       T,^ 

les  «iidutions  des  deux  équations  algébriques 


•m    3  __ 

•     •     « 


r.  -t-(x-  i)S5,(.r).v--'  --   {X-  3)^9,(x)v---^... 

où  /,  (x>.  /ji  x) /,,  (  x);  r,  ^x^.  Ç;(x  f r,'-''  '  désignent  des  fonctions 

entières  de  x,  telles  que  f^y  x  ^  et  ç..  i  a  )  soient  ditlërenis  de  zéro,  ou  r  dé-si^-ne 

un  entier  premier  relatif  à  m.  o  un  entier  premier  relatif  à  /i.  où  enfin  r,  désijçne 

ir 
pour  cli.iiiue   indice  i.  le  idu"^  cr.iiid  entier  ciniiïm   dtin*  --»  aiismentt-  d'une 

unité,  et  i   le  plus  crand  entier  conii.'uu  <l.in'«       .  au:;m'-nlé  d'un*»  unit»-. 

Supposons  qiii*  la  premirre  drs  deux  i 'jii,ili"ii->  .lî.'lifi'jue-i  fiivi^ajf'f'-*  n"ail  pas 
lie  point  de  r.niiillc.ili"n  eux  —  _;.  et  que  i.i  sce.-inir  n'^ii  p^^  de  jt.inl  de  r.«mi- 
lîc.iti'-n  en  x  -     a.  cl  en\  i".»».  oii>  dl■•^^  uu«-  i-f|Udlion  de  dciie  m/i  de   la  f«.»rni** 

>     '—1       X  :\     '    '   -    r.     r    \   ••  .  .—  I     ,    X 

ou  F     X   .  F. ,  X I\,    X     ii'-*i.ToMil   •!' >  f-«ît;l-"n'*  ^'iilttrij  IcUcs  que  le> 

/•i»i  r.KJU'^'i  ,lo  lelte  'qu,iii-«n  >.M*nl  lic'.  ^.•n■::^•I.<  1  .i.ni  Jîr''• 
.:■    t     -    —  -      .r    •»     -    ,     j-    -  „    X 

•ic<  s--luîi«'ns  }'}'■_ 1.-'  .  T -  ^  .:  "i   :;•.:!  •  :jtî:"^r,*  rr-;'-*'e*.   a 

.'■  eî-i    :'■:.:>  -      :•   .    *     -T      -.    x   .   -    x     I'-:i-..    '  <  •••;:;.    -•<  lî  *  x.  >»  m*\  n  s^nl 
;  rcT::  «:*   ;»..i:  '^.    '.'    j...-'!    :i   e:.\  ■»   .  -      :       :   ;.:      •.-    ^.  r  ■    r:    ■:*•%»  :erv.'*:.l  i'"r#  - 

«     «       «  • 
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III.  Envisageons  l'équution 

-h  {X  —  0Ly2n..xh\^.  ^{x)y  n-  {X  —  zyV.,^{x)  =  o, 

où  F, (x).  F^(x),  ...,  I^uC^)  tlêsignrnl  des  fonctions  entières  de  Xy  telles 
que  Fj, (a)  soil  diiïérenl  de  zéro,  où  /•  est  un  nombre  impair,  premier  relatif 

à  /i,  où  e,  représcnie,  pour  chaque  indice  /,  le  plus  grand  entier  contenu  dans  —  « 

augmenté  d'une  unité.  Cette  érjuation  est  toujours  irréductible  par  adjonction 
de  fonctions  rationnelles  quelconques;  si  ^  désigne  un  nombre  quelconque  dif- 
férent de  a,  elle  est  encore  irréductible  par  adjonction  de  \/x —  ji;  sous  certaines 
conditions  qu'il  faut  chaque  fois  déterminer,  elle  peut  être  réductible  par  adjonc- 
tion de  \^x  —  a. 

On  en  conclut  que  Téqualion  de  la  division  du  cercle  correspondant  à  un 
nombre  premier   p    qui,   comme   on    sait,    est   réductible    par   adjonction   de 

V( —  i)  *  />,  reste  au  contraire  irréductible  par  adjonction  de  V  ( — i)  t  q^  quel 
que  soit  le  nombre  premier  q  différent  de />  que  Ion  envisage. 

Si,  dans  le  plan  des  imaginaires,  on  envisage  toutes  les  droites  passant  par 
Torigine  des  coordonnées  et  faisant  avec  Taxe  des  quantités  réelles  un  angle 
dont  la  mesure  soil  conimensurable  à  't,  aucune  de  ces  droites,  sauf  les  bi  scc- 
Irices  des  axes  des  quantités  réelles  et  purement  imaginaires,  ne  contient  l'aflixe 

d'un  nombre  premier  complexe  de  la  forme  ^ p,  où  p  désigne  un  nombre  pre- 
mier réel  quelconque  de  la  forme  l\n  —  i. 

Hartmann  (./.).  —  Sur  réchcllc  du  speclre  solaire  de  KirclilioH'. 
(742-75()). 

On  trouve  dans  cet  article  l'historique  des  recherches  que  l'on  a  faites  pour 
transformer  en  longueurs  d'ondes  les  nombres  fournis  par  la  division  du  spectre 
adoptée  par  Kirchhoff.  On  y  démontre  que  le  spectre  de  Kirchhoff  est  formé  «le 
cinq  parties  de  dispersions  différentes.  EnHn,  on  y  établit  des  formules  permet- 
tant d'effectuer  avec  une  grande  approximation  la  transformation  cherchée. 

Lunimer  (O.)  et  Pringslicini  (^.).  —  Recheiches  sur  la  répar- 
lilion  de  l'énergie  dans  le  spectre  d'un  corps  noir.  (785). 

A  Hivers,  —  Sur  de  nouvelles  recherches  destinées  à  délernnncr 
la  trajecloirc  de  Procjon.  (84»*)).  Cette  Communication  faite  ù 
l'Académie  ne  sera  pas  publiée. 

La  trajectoire  elliptique  à  grande  excentricité  donnée  par  M.  Séc  permet,  il 
est  vrai,  de  déterminer  approximativement  la  position  du  compagnon  Procyon, 
récemment  découvert,  mais  elle  ne  permet  pas  de  rendre  compte  des  observa- 
lions  méridiennes  faites  sur  Procyon  lui-même,  depuis  i'|8  ans,  ni  des  obser- 
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valions  Irôs  précises  de  sa  déclinaison  faites  par  O.  Slru%'C«  de  i85i  à  1890.  En 
utilisant  toutes  ces  observations  on  trouverait  plutAt  une  ellipse  de  petite  excen- 
tricité; mais  cette  ellipse  ne  permettrait  pas  de  représenter  approximativement 
le  mouvement  réel  du  compagnon  l*roc\on.  I«a  question  reste  donc  ouverte. 

J.  M. 


VERSL\G    VAN    DE    GEWONE    VER(i\nKRINGKN    DKR    WlS-    K\    N.%Tl*lHKrNDI<iE 
ApDKKMNG  1>KR  KoMNkLlJKE  AkADKIIIE  VAN  WkTENSCIIAPPEN  TB  AMSTERDAM. 

Tome  VI;  mai  1897-avril  i8y8. 

Kortcivcs:^  {^D. -./,),  —  Sur  certaines  vibi^lions  d'ordre  supérieur 
d*inlonsilô  anormale  (vibrations  de  relation)  dans  les  méca- 
nismes à  pliisieiii^s  degi^és  do  liberté.  (3-6). 

Compte   rendu   d*une   étude   qui   va   paraître  dans  les  Verhandetingen  de 
r\oadèuiio. 

Lorenlz  (//.-. (.^.  —  Sur  la  résistance  qu'éprouve  un  couranl  de 
liipiide  dans  un  tiivau  cvlindri(|ue.  ^-iS-oi^. 

Vu<si  l.tnctemps  quo  la  vite^^e  m«»\enne  d'un  courant  slationnaire  de  liquide 
no  ^tir|M^NO   p^N   une   limite  depouxi.ait   du  diamcln*  du  tuxjiu  et   du  caractère 

du     Ii.|()i  ic.    U>    {  .4:  i.rii!jrtlt>  ihi    ti.ouxoniont   m*   di.-\iui>ent   des  t-qu«itions  de 
uu>u\<-ui<n:   t'-niiuc^.  I.c>  j«.4!lirulo<  ^e  inouvent  d^ns  la  direcli»»n  de  l'ave  et 
lu  «.inU:vnvC  »if   j  it'»;»-!i  »1o  iJoiix   >^t.-n>.  U-   i;li>>emeul   le  l«^ni  de  la  pan»! 
rî.Mit  îuu  '^^.i-ii*.  i>:  i  t^V  ■  rîi'mu'îic  ^n  o-iir^'u-iit  de  fr^-lleiueiit  intérieur  et  à 
lu  i»:v:i.ii.'  i  .:  <^<hvv- xiv*  1.1  \  ;;o^m' im    \  iMîno  :  di*  i<lu*.  dans  le  oa>  de  tu\«iu\  cir- 
i".;!.i.rtx.  ,   .V  x-  ,i,  iv-.iui;:»  vi  *;'n'>    .*  i-u  de  ri»:>ï'uii!i-.  Au  i'"»nlraire.  *i  l«i  vitesse 
in,-\.i.'o  ^..:..^^*-  Ov-;:.'  i.-.n,;.-     •.  ..v.<>:'  c'",:i  ;uf  .îe  M.  «.•>tV'rne  l5»\nMlds>.  les 
*,  .:.■■  .'•     .'.^   V  .•.:  i  ..  .1  ...  \i.  ;.;x.  l.j.  .^îT^:  L'v.,0  xU  yrc'-^  kx»,  ruve^s^ire  jv«»ur  la 
,•  -1  i.'u:^;.     \  lia  V-.  .'.^'.;.  1*.  v:    :..•  :  ■•■    v  ^-..f  îs^vj^  \i  rt->;^lanve  e\«  rcce  par  le 
:.»^,.;.      ..\   .i*     ;:■;;■.  .'    ..    \ii.\      vv:>^.-..rc     ïl*is    cV\<^    de    la    %ilessf 

V.   >.    ;.■    l.    ,......>    ;.;.."...:  ^    .:-^.;x.,;  >  :>    ;.  r.  j-  r*,;  -nDrlIts   a    L".    «suivant 

M.  Un         .X   .    l      .  <  »    .^    ..  *.  r^  X.,,.         .  ..  ^^;-  -^•.,»^'   ;  :  •■.■■•r:  ^  or.iîlc  à  uue  i»uis- 

^^..  .   .î.   .A  \   . .  "-     '■     V       ''  •  •' •     •  ^        ^■'  *i-*  •••••  >  î^^i -i-^r.  qu.'î^ae  les  l»elle* 

,.t.,\.-  ^;      r.    \  -      .-     ,,      ;     :*,<.    \.    .    vl.\\l\.   p.   o'?-:    s^'^.^  »  aient 

:vX \ v-     ..    ;;   '.     .\.     . ..;   .  ^:;      ;    \.;:^?>f.  0:r  îu-^'U^eiuenl  se 

.'..        .    ^ .^.     ,    ;    . -:^     *    ."..:,  .f   i  *\e     nouviuteut   pno- 

.  ;    :  -    ;    ,.  -     !   * -.    i.:.>  ;*     :    v*:  ;..;iir  et    0  inpîrte   les 

;. ..  \ , .  \  .  .   ^î^!     :..»..      ^  .  ;  :»  .  x^     v'x^^     /  »,,,    ."-,:»/.  ^  ..  l'LWWI.  p.  1 -'3, 


\\ 
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iSg.'),  et  Mémoires  des  Savants  étrangers^  t.  XXIII,  n"  1,  1877)  sur  le  mou- 
vement principal,  étudie  les  tourbillons  accessoires.  Ses  résultats  importants 
démontrent  que  l'accroissement  de  la  résistance  des  mouvements  à  grande 
vitesse  est  en  rapport  intime  avec  l'observation  bien  connue  qu'en  procédant 
de  Taxe  vers  la  paroi  la  vitesse  diminue  d*abord  insensiblement  et  ensuite  de 
plus  en  plus  considérablement,  que  le  travail  nécessaire  à  surmonter  le  frotte- 
ment du  mouvement  principul, abstraction  faite  du  travail  exigé  à  surmonter 
le  frottement  des  tourbillons,  est  plus  grand  que  dans  le  cas  où  ces  tourbillons 
ne  se  présentent  pas. 

Kapteyn  {J,-C.),  —  Sur  la  dislribiilion  des  vitesses  cosiiiiqties. 
(5i-6o). 

Complément  d'une  communication  antérieure  {Vers/aff,  t.  IV,  p.  4-^8). 
Dans  la  communicution  précédente  l'auteur  avait  fait  voir  comment  la  loi  de 
la  distribution  des  vitesses  cosmi(|ues  peut  être  déduite  de  la  manière  sous 
laquelle  les  angles  p  (entre  les  mouvements  propres  totaux  et  le  mouvement 
purement  parallactique)  sont  distribués  sur  les  180°.  Ici,  il  démontre  que,  de 
même  le  montant  du  mouvement  propre  peut  mener  au  même  but  et  qu'ainsi 
Texactilude  des  résultats  est  augmentée  considérablement.  A  l'aide  d'une  cer- 
taine courbe  plane /(p,  9  )  =r  o,  dont  les  rayons  vecteurs  p  représentent  les 
mouvements  propres  moyens  (|ui  correspondent  aux  valeurs  9,  il  trouve  que  la 
distribution  des  angles  p  sur  les  180**,  et  de  même  celle  des  valeurs  moyennes  p. 
du  mouvement  propre  correspondant  aux  valeurs  diiïérentes  de  /?,  est  indé- 
pendante des  distances  et  ne  dépend  donc  que  de  la  loi  des  vitesses.  Ainsi,  en 
acceptant  l'iiypotlièse  b  de  la  communication  précédente,  il  faut  qu'on  puisse 
trouver  celte  loi  des  vitesses.  A  l'aide  des  observations  de  Bradiey  sur  2355  étoiles 
divisées  en  17  groupes  l'auteur  calcule  Tasymétrie 

0  =  log(nr-r-  n'Ao')  -  log(^ir'*-+-  nlS") 

dans  la  distribution  des  />,  oit  n^  indique  le  nombre  des  étoiles  pour  lesquelles  p 
est  compris  entre  a  et  b.  Il  trouve  que  6  varie  très  sensiblement  avec  la  position. 
Celle  variation  est  sensiblement  proportionnelle  à  sin/  ou  plutôt  à  sin/ coso, 
où  /  représente  l'angle  entre  les  grands  cercles  qui  joignent  le  rentre  de  clia- 
cuoe  des  17  régions  au  pôle  et  à  l'antiapex,  tandis  que  5  indi()ue  la  déclinaison. 
Donc  l'auteur  croit  devoir  accepter  une  cause  générale  de  cette  variation.  Ces 
causes  peuvent  être  :  i**  un  mouvement  systématique  dans  la  direction  du  pôle 
austral  de  toutes  les  étoiles  à  mouvement  propre  considérable;  s**  une  correc- 
tion négati>e  de  la  déclinaison  de  l'apex;  3**  une  correction  négative  de  tous 
les  mouvements  propres  en  déclinaison  et  bien  une  correction  constante  ^  ou 
une  correction  ^coso  proportionnelle  à  coso,  à  mesure  qu'on  pose  la  variation 
proportionnelle  à  sin/  ou  à  sin/ cos§.  De  ces  trois  causes  l'auteur  élimine  la 
première  et  la  seconde,  tandis  qu'il  croit  la  troisième  très  plausible. 

Wind  (C-/y.).  —  Sur  la  dispersion  de  la  rotation  magnélique  du 
plan  de  polarisation.  (9îi-9l). 

M.  Poincaré  croit  pouvoir  déduire  de  la  théorie  de  M.  lî.-A.  Lorentz  une 
formule  pour  la  dispersion  susdite  qui  serait  eu  contradiction  évidente  avec  les 
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expériences  (voir  LÉclairage  électrique,  l.  XI,  p.  488;  1897).  Au  ronlraire, 
M.  Wind,  loin  cl'élrc  convaincu  par  le  raisonnement  de  M.  Poincaré,  làclie  «le 
faire  voir  comment  la  théorie  de  M.  Lorenlz,  d'après  l'exposé  que  l'auteur  lai- 
méme  en  a  domé  (oui  réreiiiiiienl,  mène  à  une  formule  de  dispersion  tout 
à  fait  d'arc<»rd  avec  l'expérience. 

Lorenlz{IL-A,).  —  Heniarqucssiirlucoinintmicalion  de  M.  Wiiid. 

Dans  ce  travail  M.  Lorenlx  indique  Terreur  qui  s'est  glissée  daos  les  consi- 
dérations de  M.  Foincaré  et  développe  une  formule  de  dispersion  plas  générale 
dont  celle  de  .M.  Wind  forme  un  cas  particulier;  de  plus,  il  fait  ressortir  que 
celte  formule  est  d'accj)rd  avec  les  résultats  des  expériences  de  M.  Verdcl. 

Lorenlz   {H.-A,).    —    Sur    la    polarisation    partielle    de    la    lu- 
mière émise  par  une  flamme  placée  dans  un  cliamp  magnéli(|iic. 

(i()3-'jto8). 

Si  l'on  place  une  flamme  de  sodium  entre  les  pôles  d'un  électro-aimant  et 
(pran  moyen  d'un  polariscope  de  Savart  on  examine  la  lumière  émise  dans 
une  direction  perpendiculaire  aux  li;;nesde  force,  on  constate  une  polarisation 
piirlielie,  les  viliralious  électri<]ues  parallèles  aux  lignes  de  force  ayant  une 
moindre  inleiisilé  que  relies  qui  leur  sont  perpendiculaires.  L'auteur  fait  voir 
que  ce  pliènomène,  dont  lu  dèrouxerle  est  due  à  MM.  Egoroff  et  Georgie^\sky 
{  Comptes  rendus,  b  avril,  3  mai,  ô  juillet  »Hi^7),  peut  être  attribué  à  l'absorp- 
tion que  les  rayons  ptovenant  de  la  partie  postérieure  «le  la  (laiMmc  éprouvent 
diiMs  la  partie  ant«*t'ieure.  D'après  une  loi  bien  connue,  une  (elle  absorption 
alh'int  *<<*n  niaxiiiiiini  s'il  \  a  «'ualitè  <le  périodes  entre  le*^  parlirnbrs  luulinen^es 
cl  le-  pailiriilcs  ab<«»rl»anh'««  :  ce  ras  st*  [>ri->»cnle  dans  r«ilis«*nr«'  iruiu;  forée 
uia^iK-tiqur  ex Icrieure.  toutes  les  partirnjes  \ii)i'ant<'s  axant  alors  la  même 
période  T.  ApirN  Texeltalion  <iu  rliatnp  Mia;;nètique  les  os<-illations  parallèleN 
aux  liuiic-i  «le  torre  ronM'rxriit  relli*  période;  mais,  comme  M.  /eeman  l'a  «lé- 
inonliè.  I«'s  \ibratioiis  p4-r|icn(ii<  iilair<*s  à  «ts  Hunes  prè>entenl  deux  nouvellt*s 
pt-rjod»'-  T  -  /  cl  T  -•-  /.  Il  en  ro>»ulle  «pu'  l'absorption  est  déterminée  en  ce  qui 
regarde  bs  viltratioiiN  dr  la  seconde  «'««iière  et  que,  dans  la  lumière  émise,  ces 
xibr. liions  auront  une  plii<  grande  inlensiié  «pK'  relies  de  la  première  espèce. 
I.e  M(in<»ire  de  M.  LorenI/  eonlient  toute  une  théorie  matlièmati(|ue  de  ces 
ab-oi  pilous,  ba-èe  sur  la  eon^^iii/iatioii  du  niôuveinent  des  ions  dans  le  rbanq» 
inaunetique.  e(  l.i  deseriptinn  de  !*e\|M-riene(*  suivante  qui  eonlirme  l'expliralion 
pioposec*  :  Si  la  llaninr*  L,.  <|ont  il  a  elè  qiieviion  dans  ee  qui  précèile,  est  tra- 
versée p.ir  le<  raxons  iliin»'  se«Mii,lo  tlaninie  «le  sodium  L,.  placé»*  elb'-mème 
iioi>.  du  eii.iiiip  ma;^neti<|ue,  b'S  xibralions  de  ee»  rayons,  en  tanl  qu'elles  sont 
peipeiiiliiMibiins  ;mi\  lii:ne>  k\c  loreo.  doixeni  èpiouxer  une  moindre  absorption, 
dès  i|U(*  le  rliaiiip  iua;:ni-t  iqiie  a  d<-lruil  r«-::a!ite  de  périodes  que  ces  vibrations 
piioeuleiii  d.ius  b-s  deux  t1.iiiinie>.  Il  en  d<>ii  r«>iilt<-r  pour  la  liimièie  de  L^. 
api'es  viiii  pa>-aue  a  lr,i\ei>  I...  niu'  poiai  is,iii<iii  analogue  à  celle  <)ui  existe 
dans  l.i  luiiiiere  «l.-  L  .  i'."e>l  ee  qu  <>ii  t.b^rivi'  eu  el|r|,eii  op«>rant  sous  jIcs  eir- 
eousl.iiK  rs  fax  oi  able'.. 
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V\in  der  ITaals  (J,-D.).  • —  Sur  la  représentation  grapliitjue  des 
équilibres  à  l'aide  de  la  fonction  Ç.  (209-218). 

Pour  un  mélange  de  deux  matières  les  condilions  des  pliénomèncs  d'équi- 
libre à  une  température  donnée  s'expriment  d'une  manière  naturelle  à  l'aide 
des  propriétés  de  la  fonction  ^.  Si  la  valeur  de  ^  est  considérée  comme  dépen- 
dant du  volume  et  de  la  composition  du  mélange,  ()/  est  une  fonction  caraclé- 
ristiqiie,  de  manière  que  toutes  les  quantités  thermodynamiques  se  déduisent 
des  dérivées  partielles  de  ^  et  de  quelques  combinaisons  connues  de  ces  déri- 
vées. Parce  que  la  fonction  ^  est  uniforme,  la  représentation  géométrique 
n'exige  qu'une  nappe  unique  de  surface.  Aussi  la  fonction  Ç  =  4'  +/^^'t  exprimée 
en  température,  pression  et  composition,  est  une  fonction  caractéristique; 
seulement  la  surface  qui  en  donne  la  représentation  admet  trois  feuilles,  de 
manière  qu'à  une  phase  homogène  quelconque  il  correspond  en  général  trois 
valeurs  de  ^.  L'auteur  étudie  cette  représentation  dans  le  cas  d'un  mélange  de 
trois  matières,  la  température  et  la  pression  étant  données.  Le  théorème  général 
«  une  matière  se  range  sous  une  pression  et  une  température  données  de  ma- 
nière que  la  somme  des  valeurs  de  \  soit  minimum  »  le  conduit  à  des  propriétés 
de  la  surface  ^  et  à  dos  constructions  qui  s'y  rapportent. 

Kapteyn  {J,'C,)  —  Vitesse  du  système  solaire  à  travers  Tespace 
et    parallaxe    moyenne   des   étoiles   de   grandeurs   difierentes. 

(238-9.44). 

Lorenlz  [IL-A,).  —  L'éllier  prend-il  part  au  mouvement  annuel 
de  la  Terre?  Remarques  à  propos  d'un  Mémoire  récent  de 
M.  A.-A.  Michelson.  (266-274)' 

Dans  V American  Journal  of  Science,  série  4»  t.  IIL  p.  47>'>i  ^^^1j  ^L  Michelson 
a  décrit  une  expérience  d'interférence  par  laquelle  on  aurait  peut-être  pu 
découvrir  une  dilFérence  de  vitesse  entre  deux  couches  horizontales  de  l'éther. 
Le  résultat  négatif  de  cette  tentative  est  en  accord  avec  l'hypothèse  que  le  mou- 
vement de  l'élher,  si  toutefois  il  existe,  est  irrotational,  c'est-à-dire  que  les  com- 
posantes de  la  vitesse  sont  égales  aux  dérivées  partielles  d'une  certaine  fonction 
des  coordonnées.  C'est  une  des  hypothèses  sur  lesquelles  M.  Lorentz  a  fondé  sa 
théorie  de  l'aberration,  hypothèses  qu'on  peut  résumer  de  la  maniéce  suivante  : 

A.  Les  corps  transparents  contiennent  de  l'éthor  qui  peut  se  mouvoir  libre- 
ment à  travers  la  matière  pondérable.  A  la  surface  de  séparation  de  deux 
milieux  transparents  il  y  a  continuité  des  composantes  de  la  vitesse  de  l'éther. 

B.  Le  mouvement  de  l'éther  est  irrotational. 

C.  L'entraînement  des  ondes  lumineuses  par  les  corps  transparents  est  iso- 
trope et  déterminé  par  le  coefficient  bien  connu  de  Fresnel. 

Dans  les  Archives  néerlandaises,  t.  \XI,  p.  io3,  1887,  l'auteur  a  démonirc 
que  ce*  hypothèses  suffisent  à  rexplicali«>n  de  l'aberration  et  de  plusieurs  phé- 
nomènes qui  s'y  rattachent;  il  y  parvint  aussi  à  une  théorie  qui  peut  être 
regardée  comme  une  modification  de  celle  qui  avait  été  proposée  par  M.  Stokes. 
Ce  savant  avait  admis  en  elfet  l'hypothcsc  t{,  mais  de  plus  il  supposait  qu'à  la 


surface  tic  lu  Tcrr«  la  vilesK  de  l'étlier  Mt  fgitlc  i  c«1lc  de  U  planclc  Or  ccilt 
licralHù  li/pnlh**e  6lstnl  en  ccinlrmliwiuii  «vec  B,  il  finit  iiÉre«Mirc  de  I'rIuii- 
donner  et  de  juiadre  A  fi  les  iij(iutli«!ins  A  tL  C.  Selon  l'iuleur  on  n'a  i  rhoitlt 
:  ta  tliéorie,  ainsi  ini>ililîé«.  de  M.  Stok»  et  celle  de  Kreiinel  (abnenct 
de  tout  mouvement  de  l'éUier)  qui,  du  re«le,  y  m  comprise  comme  un  cit 
partinuller.  Diini  chacune  de  v««  dvui  théuries  il  faut  encore  introduire  oie 
nouvi^lle  hfpolbè'te,  si  l'un  vvut  rendra  roniple  ilu  risulut  nigaiif  de  l'cip^- 
rienre  r|iic  M.  Nichcisnn  u  ei^Eulée  en  i8Si  (  AmtrleaH  Jeuruat  ùf  Seknc*. 
sérif^a,  t.  XXn,  p.  nojBlqu'il  K  rép*l**  en  ift*;  «»ei;  le  r/incour»  de  M.  Morlcf 
{Amertean  Jùurital  of  Scitnee.  série  3,  1.  XXXIV,  p.  333).  C^wt  hypoUi™» 
aussi  énoncée  par  M.  Fîtx-Oeriild,  peut  tire  etprinife  lUn»  U  rurme  sul*uK: 
Snlrnl  J,  et  /j  deoii  dimensions  perperidiciilnires  enim  elle»  du  cirps  »uliile 
(laiton  ou  pierre)  qui,  dans  ces  e«p<!i'i«ni'e;,  «  tcrvi  de  wppurl  A  l'uppMvil 
inierférenlicl,  CI  suppasop»  que  ev*  lignes  alenl  la  ui^nie  lungueur,  *i  le  i.'i»pi 
CM  en  r«pi>s  pire  ripport  i  l'iilher  eni'imnniinl.  Alors,  si  le  eurpi  nient  àK 
dtpiscer  A  traviTS  ce  milieu   uvec  une  viieise  p  dans  U  direction  de  l,,  <t 


nipporc  'Ici  longue 


I  l,  dctiendra 


P'  , 


vilVMC  dv  l> 


Van  der  ttanh  (J.-D.).  —  U<^gle  iipproximalivc  pour  la  form» 
de  la  courbe  Je  plissemeni  d'un  m«lnngc.  (-j-y-!io3). 

Lu  [iirmc  ili>  lii  eoiirbe  de  piisscnic-nt  d'un  nK'JHnge  de  dent  substances  n' 
l'Iudiée  Cipi:riiiienta1eiiii!nt  iju'cn  deux  Cas  psrliculicrs,  par  M.  J.-P.  KoEocn. 
ilans  ces  deut  cas  la  forme  de  la  cnurlie  de  plissement  est  tris  dlIT^rentc.DaM   , 
le  premier  cas  (de  CU'  cl  CD'CI)  la  courbe /(x.  y)  =  o  pnssMe  nn  pnini  ok>  i 
la  pression  j-  est  maximum,  dans  le  wcond  c«s  (de  Ai'O  et  CH*}  «Ile  •>' 
nn   point  o(i    la    teoipératnre  X  est  tninintum.  Ces  deux   cai  préaenunt  d 
r<.'snUata  divcrgenis,  Il  est  probable  c|u«  dant  d'autres  eu  oa  ln>uT«t 
bien  d'jiitrcs  rurmes.  Donc,  ta  rcrlieri-lic  de  inuti^s  les  roniies  po^sïbW  *  !4 

et  prennent  bcnucuup  de  temps.  |)onc  il  est  désirable  d'cssajrr  si  la  tbùurie 
n'est  pas  à  im-itie  de  léM^ler  luiues  les  fi.rmes  possibles  de  la  courbe.  I>c  plus, 
la  lliOnric  seule  peut  décider  iiurbjucs  di^taits  plirs  drlîcals.  .\insi  l'autenr  i 
retracé  cette  théorie  m8lbéinalii[Uï;  en  voiii  les  rOsiihats  principal  iix  :  Kn  iiidi- 
i|uant  par  i  —  :c  et  ;r  les  proporlinns  des  deux  substances  iiiOlangiîcs  et  en 
posant  pour  abréger 

on  Irouïu  I'é<|uatiuu  de  la  combe  de  plissenitiit  par  réliminalion   de  x  cnln 
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où  A,  B,  C,  D  représentent  des  constantes  qui  dépendent  des  cinq  paramètres  a,, 
a,  2,  a,,  ^,,^2.  Donc  la  courbe  de  plissement  elle-même  est  une  cubique  ration- 
nelle dont  l'origine  est  le  point  double.  Dans  le  premier  des  deux  cas  men- 
tionnés onaA  =  —  i,B=:  -»  G  = pour  D  =  i;  alors  l'origine  est  un  point 

double  à  branches  réelles  (nœud);  dans  le  second  cas  onaA  =  4>B= » 

C=  -  pour  D  =  1  et  l'origine  est  un  point  double  à  branches  imaginaires 
(point  isolé). 

Kapteyn  (^f^).  —  Sur  quelques  intégrales  définies.  (32y-335). 
Applications  de  la  formule  : 

où  /(s)  représente  une  fonction,  uniforme  à  l'intérieur  d'une  circonférence 
décrite  avec  un  rayon  égal  à  l'unité  autour  de  l'origine  de  In  variable  com- 
plexe z  —  X  -\-  iy  comme  centre,  n'admettant  dans  ce  domaine  d'autres  points 
singuliers  que  des  pôles,  tandis  que  le  chemin  d'intégration  forme  le  contour 
du  domaine  indiqué  après  qu'on  l'a  diminué  des  points  c  =  =^  i  à  Taide  de 
deux  demi  circonférences  décrites  avec  un  rayon  minimum  de  ces  points  z  =  it  i 

comme  centres.  Kn  rrmplaçant/(  5)  successivement  par  i,  ■;jt^^^ — t  5'*'*'',  (j-t- i)", 

Z'  — r"  l 

l'auteur  trouve 

r*(logtange)"c/0  =(^y'^'s,. 


Ç^  (log  tango )=*-'e/0 


=  o, 


..'0 


,^     (»<>gtang0)^^3-^ 


^1 
rdogtangO)-.^  ^^^.. 


•-  0 


/     cos4ÂOI<)g  langOrfO  —  o, 

*  0 

I      cosj  (lîA-  —  i)0  log  tangO  </0  = ; , 

Jo  a(jA-  — I) 

'^  •  n  =  k 

/      cos*0  cosAO  log  langO  t/O        =  —  ;-j[^  >  —  » 


«  =  1 


où  les  S;  stint  les  cocnicienls  du  développement  connu 

I  -r  >,       ,   -r  >3   >7   -f-  .  .  . , 

4  • 


5CCX  ~ 
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tandis  que  lu  relalion 

T,= --. ^B^ 

lie  les  eoeriicienls  1\  aux  nombres  de  Bcrnoulli. 

Jan  (le  Sande  Bakhuvzen  (//.-C).  —  Ucmarqiies  sur  la  dislrl- 
billion  des  étoiles  dans  l'espace.  (3()î-4<>4)- 

Tn  des  moyens  rares  de  reclierclie  sur  la  distribulion  des  élodes  dans  res|Nirf* 
consiste  dans  Télude  des  données  statistiques  Aur  les  nombres  d'étoiles  qui 
semblent  faire  partie  d'un  même  groupe,  ou  par  leur  clarté  rommunCf  ou  par 
leur  spectre,  ou  par  leur  degré  de  mouvement  propre.  Ces  données,  misrs  en 
rapport  avec  des  hypoiliéses  quelconques  sur  la  distribution  des  étoiles,  mènent 
dt»nc  à  une  appréciation  du  degré  de  probabilité  de  ces  bypotbêses.  De  cette  ma- 
nière OH  a  obtenu  des  résultats  bien  importants.  Seulement  les  résultats  dtMuits 
de  IViude  de  la  stati<«tique  des  mouvemeits  propres  ont  sou%'ent  une  valeur 
scientilique  plus  petite,  parce  qu'on  ne  >e  rend  pas  toujours  compte  de  l'influence 
de  Tbypotbése  en  question  sur  le  nombre  des  étoiles  à  un  mouvement  propre 
donné.  C-elte  influence  a  été  évaluée  d'une  manière  rigoureuse  par  M.  J.-C. 
Kapteyn  (  '  ).  qui  a  cberché  la  relation  entre  le  nombre  des  étoiks  dont  le  mou- 
xeuient  pn>pre  fait  un  angle  donné  avec  la  direction  île  l'apex  et  cet  angle.  Au 
contraire,  l'auteur  désire  connaître  la  relation  entre  le  nombre  des  étoiles  et 
lu  grandeur  du  mouvement  propre.  V  cet  elFet  il  suppo<e  que  toutes  les  étoiles 
|Mi>MSlciit  des  viie>>es  linéaires  égales  de  toutes  les  directions  possibles  et  que 
le  >y sterne  >o|.iire  e>t  animé  d'une  \ite><e  différente.  VIors  l'évaluation  du 
nombre  tle<  étoiles  dont  le  mouvement  apparent,  vu  ilu  S'tleil.  admet  une  valeur 
angulaii'e  déterminée,  mène  an  problème  «le  la  coniplanali<»n  de  la  partie  de  la 
>urfaee  d'une  splière  située  à  l'intérieur  d'un  r\lindre  dn^it  excentrique.  I/in- 
tf^i\il»*  ellipliqu*'  -jui  \  entre  \\**\i  èire  iiil''Sice  Mii\aiit  le  rjyt»n  du  c\lindi«> 
et  la  di'il^in.e  de  r.ixe  ,lii  cxiindie  dU  icntrc  >Ie  la  "ph- le.  île  manière  que  b* 
iv^iii:jl  ne  ^.'  pi''Mînt»'  pas  dan*  une  r^rnir*  at>"r>{ai>!e.  I»»nc,  «'u  »  sanl  à  la  dil- 
ti  Miîîv  -in  c«i.\  ul.  laulcur  civi:  que  !a  l"  «rniuîe  Xtk>  "iinpî*"  oiiienue  par  M.  G. 
Jj;«-'i  S;.'rr4.'r_:>'-^- ;VA.'r" -î"  \  tiMin*-.  l.  t^lll.  p.  i\'-  i«"e*l  pj«>  an-.le»u<  de  tout 
.:  ::  ■  I  \\:\-  î:r  ^'.  .-.  i;i  ,  -  u^uit-  k\*\  \\  «l'I' me  Mii«[l.i.r  "U  l'-'n  n'iulrinJuit  pas 
\t  \.  .  ;.'•  •(»'..  •. ',*  .iii  lu  .ix.  :f'ii:  pt-  ::•.  rn.».^  ^*  ::;'.l».-n  -»ur  le  ::rand  cercle 
— •   ;    r  -.  \  V-.   :  ^t  V\  .    :  ••.  ■:e  n«  -:ii-  r-.'  a  -.    1  -;  p  r  j  I  iiilluenee  du   niou- 

\-.   ..     ■'':'■    ;  :      .  .  *\'':.    :     "^      «  .;  :  ;  ;  à  »  .[   -«    •;.  .;.•.   ';       -:•.  ■!  ^'ities  b\jH»iheM:s. 

>•■'*.  •:.:.•     l*.'ll.  ,      -   >•.:••  !<■'•  t-Hjîi's  p\ui'.'>  t'i  !t'K  Mirîiuos   f«i- 

I     ■    .       :       .  :      ■    ^  ^    •    >         :  ^   ^  -  ■        ^    •       .     ^    :    j.      ^      ;    ■•    „  :  L-   -»   j  !  j  :;  C'»  a    n  n 
;     .■«■  .       "^    ■x."'»  «M   •  •  <  ■;    *    ' .  ■■ .;     ».     -  .^   ~      4U\    '^uif^r*-^ 


.  ^  "  é       .  ^     * 


*  .    .■f    '  "^       ■»,  «'V.  ^*\,  •  »Z.  *  *1" 
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située  dans  l'espace  ti  idimcnsional  0(X,  Y,  Z)  dont  le  [)Ian  0(\,  Y)  est  plan 
de  syniélrie,  admet  une  surface  focale  S'  située  dans  l'espace  tridimensional 
0(X,  Y,  T)  dont  le  plan  0(X,  Y)  est  plan  de  symétrie  tout  de  même.  La  rela- 
tion réciproque  entre  ces  deux  surfaces  est  donnée  par  le  système  rcnvcrsible 
de  formules  de  transformation 


Ainsi   l'ellipsoïde  —.-+-*-  -h  ^  =  i   admet   pour   surfaces  focales  les   deux 

a-        b^        c* 

hyperboloïdes  — ;  -^  — =  i   et  — r-  —  ~ —  —  ==  i   et  la 

surface  cubique  3az^  = 'i{x^-\- y*)  admet  pour  surface  focale  la  surface  du 
huitième  ordre 

Dans  le  cas  particulier  où  S  est  de  révolution  autour  de  l'axe  OZ.  S'  est  de 
révolution  autour  de  l'axe  OT,  et  alors  les  formules  de  transfornuition  entre  les 
courbes  méridiennes  de  ces  deux  surfaces  prennent  la  forme  très  «impie  in<liquée 
dans  la  Note  citée. 

De  Vf  l'es  (y.).  —  Sur  quelques  groupes  de  cercles.  (/\i8'i'2i). 

Dans  V Intermédiaire  des  Mathématiciens  on  trouve  (t.  IV,  p.  122)  la  ques- 
tion suivante  :  n  droites  d'un  plan  peuvenl-elles  être  choisies  de  façon  que 
les  i  /i(/i  —  i)  (/i  —  j  )  cercles  circonscrits  aux  triangles  qu'elles  forment,  prises 
trois  à  trois^  passent  par  un  même  point?  Au  sujet  de  celte  question  qui  est 
résolue  par/i  tangentes  quetcon(|ues  d'une  même  parabole,  le  point  de  concours 
des  cercles  étant  le  foyer  de  la  courbe,  l'auteur  rappelle  la  ligure  du  quadri- 
latère complet  avec  ses  (|uatre  cercles;  par  une  inversion  dont  le  centre  ne  se 
trouve  pas  dans  le  plan  de  la  figure,  il  la  transforme  en  une  configuration  de 
huit  points  et  de  huit  cercles  sur  la  sphère;  de  quatre  manières  différentes  ces 
huit  points  forment  les  sommets  de  deux  tétraèdres  de  Moebius  à  la  fois  inscrits 
et  circonscrits  l'un  à  l'autre;  les  sommets  d'un  cube  en  forment  l'exemple  le 
plus  simple.  Ensuite  il  passe  au  quintilalère  complet  et  démontre,  encore  à 
l'aide  d'une  inversion  de  la  figure  plane  en  une  figure  sphérique,  le  théorème 
de  Miqiiel,  d'après  lequel  h's  cinq  foyers  des  paraboles  qui  touchent  quatre  des 
cinq  côtés  du  quintilatére  donné  se  trouvent  sur  une  même  circonférence. 

Alnyvef'(J,'C.).  —  Sur  le  développcmeul  du  biuomc.  (4'Ai-43'i). 

Si  un  des  <lcux  événements  contraires  P,  Q  est  le  ré>ultat  nécessaire  d'une 
expérience  déterminée  et  si  p^  q  représentent  les  pr<)babilités  de  ces  évént?- 
iiients,  où  /;  --  ^  =  I  ^X  p^;^  q^  clia(]ue  terme  n^p^^q^  du  binôme  {p  -^  qY  fait 
connaître  la  probabilité  d'un  certain  résultat  de  a  f<»is  I*  et  p  fois  Q  dans  le 
ras  de  «  —  (3t-^  3)  expériences  prises  l'un»'  après  l'autre,  et  le  résultat  le  plus 
probable  correspond  au  plus  grand  terme.  Ici  l'auteur  se  demande  si  la  somme 
des  déxiations  dans  l'une  des  deux  dire<ti<uis  équivaut  à  la  s«>mme  des  dévia- 
tions dans    l'autre.    r'e>t-à dire   si    le-»   deux    s«)mmes,  d'abord   du    gr«»upc  des 
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Iri-S  «ntUrainant',  t^iiiclî-t  que  l^i  ri.niiiilc  originale  île  M.  Simmuns  c«t  en  cm*! 
i|UBUl  au  signe  lie  \  —  n  en  truîs  des  igiiali'c  eus  rilés. 

Ijïs  rf^iIlHls  de  rrtle  reelicrchc  8'*p|jliiinPiit  i] i l'ectcincn t  au  pr'iblfrne  s«'- 
vant  :  Dans  un  certiiin  jeu,  on  a  ta  pi-nbaliiliti}  p  de  gngncr  q  et  ta  probahi- 
lilc  <7  du  (icrdrc  p,  oit  p  <  q;  on  deinanile  tii(|uelte  des  deiti  pruliabilitr* 0  ctP 
dr  gagner  nu  de  penlvË  après  n  cxpérienres  réïlcriîcs  csl  la  plus  grande. 

L'auleni-   truiive  c|uc  les  deux  pri)babilitûs  G  cl  P,  quoique  lant  soil  peu 

iioiir  ci'rlaines  liileurs  de  n  et  C.  <  I*  ponr  d'aulrcs.  Cependant,  si  n  rHe 
iudéleriiiini',  la  pi'obiibilili!  du  cas  G  >  P  ïurpiis'C  relie  du  cascoutrjircii  <P' 

De  Vrics  [G.).  —  Le  tourbillon  cvclonal.  (433-448). 

l'uns  <~e[|e  l'Iiidu,  iiïdigéc  en  fi'ançais.  l'auteur  s'occupe  d'un  tourbillon  de 


(,  t.  11,  p.  Si);  ses  riisulL 
11  et  I)..uglas  Arcliibald. 
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Schoute  (P,-II.).  —  Franciscus  Johannes  Van  den  Bcrg.  (436). 

La  biographie  de  F.-J,  Van  den  Bcrg,  de  1864  à  i8H/|  professeur  de  Malhé- 
matiques  et  de  Mécanique  appliquée  à  l'Kcole  polyleciinique  de  Delft,  a  paru 
dans  le  Jaarboek  de  l'Académie  de  1S97;  ^"^  ^^^  suivie  d'une  liste  des  travaux 
de  ce  savant  contenant  une  analyse  très  sommaire  de  chaque  Mémoire. 

Kasterin  {Df,).  —  Sur  la  dispersion  des  ondes  acoustiques  en  un 
milieu  hélcrogùnc.  (46o-48o,  532). 

Dans  cette  communication,  rédigée  en  allemand,  le  Professeur  de  Moscou, 
pour  se  former  une  idée  nette  du  mécanisme  de  l'absorption  et  de  la  dispersion 
de  la  lumière  dans  les  milieux  optiques,  étudie  les  phénomènes  analogues  de 
la  propagation  des  ondes  acoustiques  dans  un  milieu  artiGciel  non  homogène. 
D'après  ses  expériences  et  théories,  un  certain  degré  d'approximation  fait 
trouver  une  analogie  parfaite  entre  la  propagation  des  ondes  acousli(|ues  dans 
un  milieu  non  homogène  et  celle  de  la  lumière  dans  les  milieux  absorbants.  Ici 
il  étudie  en  détail  le  passage  du  son  à  travers  un  milieu  homogène  chargé  d'un 
système  régulier  de  petites  sphères  égales,  rigides  et  fixes,  formant  dans  le 
milieu  illimité  de  l'air  une  couche  d'une  certaine  épaisseur;  les  centres  de  ces 
sphères  sont  les  sommets  de  parallélépipèdes  droits  égaux,  aux  arêtes  a,  6,  c, 
la  direction  a  étant  perpendiculaire  aux  plans  limitants  de  la  couche.  Le  pro- 
blème générai  de  la  pr<»pagation  du  son  à  travers  cette  couche  exige  qu'on 
suppose  que  le  rayon  r  des  sphères  et  les  distances  a,  6,  c  aient  par  rapport  à 
la  longueur  d'onde  )^  tout  ordre  de  grantieur;  il  se  simplifie  si  r  et  6,  c  sont 
petits  en  comparaison  de  X.  Ici  l'auteur  ne  considère  que  les  cas  les  plus 
simples.  Enfin  il  vérifie  ses  résultats  théoriques  à  l'aide  d'expériences  prises 
avec  des  tuyaux  d'orgue  remplis  de  petites  sphères. 

Lorentz  [II, -A,),  —  Phénomènes  optiques  qui  dépendent  de  la 
charge  électrique  et  de  la  masse  des  ions.  (5o6-5i9,  555-565). 

En  mesurant  le  déplacement  des  raies  spectrales  causé  par  des  forces  magné- 

tiques  (elTct  Zceman  ),  on    peut  trouver  la   valeur  du   rapport — >  e  étant  la 

charge  et  m  la  masse  des  ions  qui  sont  en  jeu  dans  les  phénomènes  lumineux. 
Il  y  a  d'autres  phénomènes,  la  dispersion  par  exemple,  qui  dépendent  de  la 

valeur  de  — •  Pour  le  faire  voir  l'auteur  considère  un  corps  dont  les  molécules 
m 

contiennent  des  ions  capables  de  vibrer  autour  d'une  position  d'équilibre.  En 

supposant  qu'il  y  ait  plusieurs  espèces  de  ces  particules  et  en  désignant,  pour 

une  quelconque  de  ces  espèces,  par  N  le  nombre  par  unité  de  volume,  par  e  et  m 

la  charge  et  la  musse  et  par  /i^  le  nombre  des  vibrations  propres  pendant  un 

temps  az,  l'auteur  trouve  pour  l'indice  de  réfraction  ,tji  la  formule  théorique 

suivante  : 

où  S  se  rapporte  aux  dilTérentes  espèces  d'ions,  tandis  que  V  et  n  représentent 


ij«  SKCONDK  PARTIi:. 

ia  viiesso  tio  la  liiiiiièrc  dans  i'éllicr  cl  le  nombre  des  viliralions  ôc  la  luniiôrc 
incidente  pendant  le  temps  2r.  La  charge  e  doit  être  cxprimt^e  en  unités  élec- 
tromagnétiques. S'il  n'y  a  qu'une  seule  espèce  d'ions,  la  formule  prend  la 
forme 


— :; —    ô    '•  '  l  —  )    *    ~^ i  ♦ 


1  étant  la  densité  du  milieu  et  p  le  rapport  entre  la  masse  d'une  molécule  et 
celle  de  l'ion  mobile  qu'elle  contient.  Cette  formule  ist  appliquée  aux  iric«ure<« 
de  .M.  Kclteler  sur  la  dispersion  de  l'hydrogène. 

Ensuite  M.  Lorentz  considère  un  second  phénomène  où  entre  le  quotient  —  « 

•  ffi 

l'absorption  produite  par  une  masse  gazeuse.  Il  suppose  que,  pendant  le  temps 
qui  s'éeoulc  entre  deux  chocs  successifs  d'une  molécule,  l'ion  qu'elle  contient 
puisse  vibrer  librement  sous  l'influence  de  la  lumière  incidente,  mais  qu'à 
chaque  rencontre  la  vibration  acquise  soit  profondément  dérangée,  l'énergie 
vibratoire  étant  ainsi  convertie  en  chaleur. 

Dans  la  seconde  partie  du  travail  M.  Lorentr.  discute  principalement  la  lar- 
geur des  raies  d'absorption.  La  difl'érence  des  nombres  de  vibrations  par  unilé 
de  temps  qui  correspondent  aux  bords  d'une  raie  est  du  même  ordre  de  gran- 
deur que  le  nombre  des  chocs  qu'une  particule  rayonnante  subit  pendant  l'unité 
de  temps,  i^uanl  à  la  position  de  la  raie  dans  le  spectre,  elle  doit  se  déplacer 
légèrement  vers  le  rou^c  si  l'on  augmente  la  densité  de  la  vapeur,  mais,  tant 
qu'il  s'agit  d'une  absorption  aussi  faible  que  celle  d'une  flamme  de  sodium,  le 
déplacement  reste  inférieur  à  la  largeur  de  la  raie.  Il  en  est  de  même  du 
déplacement  ({n'indiquent  les  formules  pour  le  cas  où  la  densité  d'un  gar 
étranger  mélangé  à  la  vapeur  absorbante  serait  augmentée;  donc  la  théorie 
mathématique  développée  par  l'auteur  ne  suffit  pas  encore  k  remire  coniplc 
des  observations  de  M.  llnmphreys  sur  l'influence  de  la  pression  sur  la  position 
des  raies  spectrales. 


liyf/ioj/'  (U'.'^t .).   —   Un  svslrme   d'opérations  dans  IVspare  à 
(]iiatre   dinieiisioiis    aiialo<^iies    ati\    (jiialcrnions  de    llainilloii. 

l'ii  plani\:erteur,  ou  v«M'hMir  tout  court,  e<l  une  p;irlic  limitée  d'aire  donnée 
d'un  phin,  (IclcriniiK*  de  p)>si(i<in  dans  l'espace  à  quatre  <limcnsions,  et  dont  le 
contour  est  parcouru  diin-^  un  sens  (Icterniinc.  Ainsi  deux  vecteurs  >ont  égaux 
>'ils  ont  même  aire,  «^'ils  se  Irouveiil  dans  le  même  plan  ou  eu  der;  plans  par- 
faitement i»arallélcs  cl  si  leurs  contours  sont  parcourus  dans  le  même  sens.  De* 
\ecleurs  égaux  ont  des  projections  égales  sur  un  plan  quelconque.  La  somme 
de  plusicuT'^  Nccleurs  n'«;sl,  en  général,  pas  réductible  à  un  vecteur  unique.  Kn 
effet,  si  ()X,(/--i,  3,  3,  |)  représentent  quatre  axes  perpendiculaires  entre 
eux  «*t  qu'on  dési;;ne  par  I\;  l'unité  de  vecteur  située  dans  le  plan  X,0\i, 
Tordre  de>  in(li<:es  indiquant  le  sens  de  ce  vecteur,  la  décomposition  d'un  vcc- 
tiMir  2  suivant  les  six  plans  conrdonnés  \,0\j  correspond  à  la  formule 
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où  Ton  a  toujours  la  relation 

Dniïc  la  composition  de  plusieurs  vecteurs  a  mène  au  résultat 

où  A,^  remplace  ^fi^  et  en  général  les  six  quantités  A,i  ne  satisfont  pas  à  la 
relation 

•■^23   *  H  "^  ^31    *  2«  "^    *  12  Aj^  ^^  O. 

La  réduction  d'une  somme  de  vecteurs  à  deux  vecteurs  situés  en  deux  plans 
diflférents  est  possible  d'une  infinité  de  manières.  Au  contraire  celte  somme 
se  réduit  (l'une  manière  unique  à  un  bivecleur^  cesl-à-dire  à  la  somme  de 
deux  vecteurs  situés  en  deux  plans  parfaitement  rectan^;ulaires  l'un  à  l'autre. 
Seulement  en  deux  cas  la  réduction  à  un  bi vecteur  est  indéterminée:  dans  le 
premier  cas  on  a  Ajj—  A,,,  Aj,^  \^^,  A,j=  A,^  et  dans  le  second  Aoj—  —  A,,, 
A3,  =  —  Vj^,  A, 2=  —  Aj^.  Dans  ces  deux  cas  cliaqtie  décomposition  de  la  somme 
en  deux  vecteurs  mène  à  deux  vecteurs  d'aire  égale.  Donc  l'auteur  parle  de 
bivecteurs  isocèles  et  bien  de  bivecteurs  isocties  dexlroj;yres  dans  le  premier 
cas  et  de  bivecteurs  isocèles  léviogyres  dans  le  second.  D'un  bivecteur  isocèle  le 
couple  de  plans  est  indéterminé. 

Ensuite  l'auteur  s'occupe  d'opérations  scalaires  et  vectorielles  des  bivecteurs. 
Les  opérations  scalaires  n'alTecient  pas  le  couple  des  plans  du  bivecteur.  On  y 
range  d'abord  les  variations  proportionnelles  des  deux  composantes,  accom- 
pagnées ou  non  d'un  changement  de  signe;  ces  scalaires  s'expriment  par  des 
nombres  positifs  ou  négatifs.  Ensuite  l'opération  qui  transporte  chacune  des 
deux  composantes  dans  le  plan  de  l'autre  composante  est  une  opération  sca- 
laire; cela  est  possible  de  deux  manières,  si  toutefois  on  introduit  la  restriction 
que  chacune  des  composantes  transportées  doit  occuper  une  même  position  par 
rapport  à  la  composante  originale.  Si  h  indique  une  de  ces  deux  opérations, 
—  h  indique  l'autre.  Donc  l'opération  scalaire  la  plus  générale  peut  être  mise 
dans  la  forme  p  -f-  qh. 

Les  opérations  vectorielles  changent  un  bivecteur  en  un  autre  situé  dans  un 
couple  de  plans  coupant  orthogonalement  les  plans  du  bivecteur  original.  On 
peut  s'imaginer  que  cette  opération  s'eiïeclue  à  l'aide  d'une  révolution  par  un 
angle  droit  autour  d'un  plan  contenant  un  des  angles  plans  des  deux  bivecteurs, 
suivie  d'une  opération  scalaire;  la  révolution  qui  transporte  le  bivecteur  donné 
dans  les  plans  du  second  bivecteur  s'appelle  le  verseur^  l'opération  scalaire 
complétante  s'appelle  le  tenseur. 

EnHn  l'auteur  étudie  les  biquaternions,  représentés  par 

^  =  a.  4-  60  'i  -h  (  fl,  -f-  A,  A  )  I  -i-  (  rtj  -h  6,  '*  )y  -+-  (  «3  -*-  *3  '0  ^S 

qui  permettent  de  transformer  deux  bivecteurs  quelconques  donnés  l'un  dans 
l'autre.  Il  considère  des  sommes  de  biquaternions  conjugués  et  indique  le  rap- 
port entre  ses  propres  recherches  et  la  théorie  de  Clifford. 

Pour  plus  de  détails  on  conseille  la  thèse  hollandaise  de  M.  WythofT  inti- 
tulée :  Le  biqiiaternion  comme  opération  dans  l* espace  à  quatre  dimensions 
f  Annsterdam,  Ipcnbuur  cl  van  Seldam,  1^98). 


s  sa  CykIographU  M.  W.  FicillïT  en  ZUrkIi  »  ilirrlupp^  nni 

s  luijiidlc  un  cercle  quelconque  liu   plan   esl   repréaenlA   par 

de  l'eïpice  gui  se  projettent  artliOKnnBlcment  sur  et  plan  a 

et  qni  se  Ironveni  de  part  et  d'anlre  de  ce  plan  b  a 

ravin  du  cercle.  D'apn^i  retle  Lhéiirie  le  n^scan  des  cercles  i|ul  patsenl  ptr  m 

poinl  P  esl  repréicnlé  par  uti  c6np  tli-  roioliilîon  dont  I'  t: 

ici  généralriccf  fonl  t\rc  le  plan  ilc»  nuglea  de  kir;  tandis  que  le*  eeicl»  d'vn 

I   Général  sont   rrpréicDt^s   pat  nn  b^perlmliilde  de  rëvolotion  dnni  U 

courbe  miiridienne  Bit  une  lifprrbule  ^qiiilalfre  f[  bien  ud  hjperbolulde  I  au 

DU  t  deux  nappes  i  inisïure  qu«  la  crrtle  coupant  tons  W  rerclcï  dn  ntwit 

angles  droits  est  tM  ou  imaginaire.  Et  les  cercles  d'ui 

snl^s  par  one  hyperbole  (quiliilite  dont  l'ase  réel  ou  l'ate  irani- 

u  plan  de»  cercles  i  mcsare  que  le»  dcun  (imnC-xlc  l>»«ili 

it  rJcU  ou  Imaginaires;  si  ces  deux  points  coTncidrnl,  eetie  hypT- 

c  di'Ei*nL^!'p  en  deui  droites. 

.';i|>l>lir;nilon  de  celle  lhi.''>rie  au  groupe   doublement   inllni  des  ecrelM  dr 
cbimsilial  d'une  conique  forme  le  sujel  de  celle  Comtnunicatton. 
riipr-'*  le  tliéopfme  de  Joachimstlial  complet*  pnr  Lagucrra  les  cjtcIw  qti 
seul  par  le*  Iriplcs  de  point»  d'une  ellipse  qni  «uni  coa^rmaax  ttn  w  J 
nt  donnii  A  de  celte  courbe,  forment  un  faisceau,  dont  le  point  \'  il 

iL  Dppoïi!  de  A  et  la  projceicon  O,'  du  centre  O  sur  la  tanRcntf  l^-taK  I 
deiiK  points  de  base.  Ainsi  la  surfoce  qui  forme  la  représeoUiioa  A 
(tercEra  de  Jnachimïihsl  peut^trcenRcndri^c  par  le  monvemenl  d'ane  htperM 
iquilatire  variable  dnnt  l'aie  i^el  est  lonjours  normal  au  plan  de  l'cllip>4^fl 
le  point  A  purcnurt  l'ellipse,  t'aie  transverse  de  eetic  bvpcrbole  qui  li<" 
recta  n  ^11  lai  renient  la  distance  A'O,'  di-s  points  Je  ba^e  du  faisceau  de  cticlHi 
reste  toujours  normal  à  une  ellipse  ■'  homothétiquc  cl  conrentriquc  i 
donnée  i,  dont  les  axes  sont  a  et  b,  si  ccua  de  l'ellipse  donnëc  sont  il^£*i< 
par  la  et  ib.  Tic  celle  remarque  découle  qu'un  point  quelconque  P  du  pi" 
est  la  projection  di'  quatre  couples  de  poinis-imase.  de  manière  que  la  sarftc*- 
imagc  est  du  huiiiooie  ordre.  IDn  eflct,  un  calcul  assez  simple  fait  trouTcriM 


lie  en  mOmc  temps  une  traduction  anglaise  dt) 
sous  le  litre  l'roceedingi  af  the  dfted'n^J.  ctf. 
ipir  rendu-ci  se  rapportent  toujours  à  réilitim 
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De  la  surface-image  le  cercle  d'intersection  du  cône  m*=o  avec  le  plan  à 
Tinfini  est  une  courbe  quadruple;  à  côté  de  celte  courbe  quadruple  elle  con- 
tient deux  coniques  doubles  et  huit  droites,  tandis  que  les  sommets  de  Tcllipse 
donnée  e  en  sont  des  points  doubles.  Le  contour  apparent  de  la  surface  sur  le 
plan  de  e  est  formé  par  la  développée  de  l'ellipse  c'. 

A  l'aide  de  la  surface-image  on  trouve  que  le  système  doublement  infini  des 
cercles  de  Joachimstlial  a  les  caractéristiques  4>  8,  i6,  c'est-à-dire  que  4  de 
ces  cercles  passent  par  deux  points  donnés,  que  8  de  ces  cercles  passent  par  un 
point  donné  et  touchent  une  droite  donnée,  que  i6  de  ces  cercles  touchent  deux 
droites  données. 

Si  la  conique  donnée  est  une  hyperbole  on  trouve  un  résultat  tout  à  fait 
analogue;  seulement  dans  le  cas  d'une  parabole  la  surface-image  se  simplifie 
au  cône  de  révolution  i/-  =  o,  dont  le  sommet  de  la  parabole  forme  le  sommet, 
■tous  les  cercles  de  Joachimsthal  passant  par  ce  point. 

Lorentz  {IL-A,).  —  Considérations  sur  rinflucnce  d'un  champ 
magnétique  sur  Pémission  de  la  lumière,  (i  1 3-122). 

Les  expériences  de  MM.  Cornu,  Michelson,  Prcston,  Becquerel  et  Deslandrcs 
ont  prouvé  que,  dans  bien  des  ca<,  la  théorie  élémentaire  bien  connue  de 
l'eiïet  Zeeman  est  insuffisante.  En  attendant  que  de  nouvelles  hypothèses  nous 
viennent  fournir  une  explication  de  l'ensemble  des  phénomènes,  il  y  a  intérêt 
à  examiner  les  conséquences  auxquelles  on  peut  arriver  indépendamment  de 
toute  hypothèse  spéciale  sur  le  mécanisme  de  la  radiation.  C'est  au  moyen  de 
considérations  mathématiques  très  générales  sur  la  symétrie  matérielle  dont  il 
s'agit,  que  l'auteur  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

I*  Dans  les  expériences  où  la  direction  de  la  radiation  coïncide  avec  celle 
des  lignes  de  force,  la  lumière  qu'on  trouve  dans  un  point  déterminé  du  spectre 
ne  peut  jamais  être  polarisée  rcctilignement  ou  elliptiquement.  Si  elle  présente 
uoe  polarisation,  celle-ci  doit  être  circulaire,  complète  ou  bien  partielle.  Le 
sens  de  cette  polarisation  se  renversera  avec  le  champ  magnétique. 

3*  Si,  au  contraire,  on  examine  la  lumière  émise  perpendiculairement  aux 
lignes  de  force,  et  étalée  de  nouveau  en  un  spectre,  on  ne  trouvera  jamais  une 
polarisation  circulaire  ou  elliptique.  Il  ne  peut  y  avoir  qu'une  polarisation 
rectiligne  dans  un  plan  perpendiculaire  ou  parallèle  aux  lignes  de  force. 

Du  reste,  il  y  aura  une  certaine  connexité  entre  les  phénomènes  qui  se  pro- 
duisent dans  les  deux  directions  qui  viennent  d'être  distinguées.  Si,  par 
exemple,  dans  les  expériences  de  la  seconde  classe  les  rayons  qui  arrivent  dans 
une  partie  déterminée  du  spectre  sont  complètement  polarisés,  perpendiculai- 
rement aux  lignes  de  force,  cette  partie  du  spectre  restera  obscure  dans  les 
expériences  de  la  première  classe.  On  peut  donc  prédire  que  dans  ces  dernières 
il  ne  restera  que  la  composante  centrale  de  la  ligne  triple  dans  laquelle 
MM.  Becquerel  et  Deslandrcs  ont  vu  se  changer  une  raie  du  fer. 

L'auteur  revient  ensuite  aux  é(]ualions  du  mouvement  qu'il  a  établies 
dans  un  Mémoire  antérieur  {Annales  de  Wiedemann,  t.  LXFII,  p.  278).  Ces 
équations  se  rapportent  aux  oscillations  infiniment  petites  d'une  molécule  pos- 
sédant un  nombre  quelconque  de  degrés  de  liberté  et  dans  lii(|uelle  des  charges 
électriques  sont  distribuées  d'une  manière  arbitraire.  Elles  avaient  conduit  à 
une  équation  qui  peut  rendre  compte  des  lignes  triples  dans  le  spectre;  il  suf- 
firait pour  cela  de  supposer  qu'au  dehors  du  champ  magnétique  il  y  ait  trois 

iiull.  des  Sciences  mathc'm.,  2'  série,  t.  XXIV.  (Août  1900.)  R.n 
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degrés  de  liberté  qui  soient  équivalents,  c'est-à-dire  que  trois  des  vibrations 
principales  de  la  molécule  aient  des  périodes  égales.  Or,  cette  équation  n'explique 
pas  le  quadruplet  observé  le  premier  par  M.  Cornu  dans  le  cas  de  l'une  des 
raies  D  et  cela  même  si  l'on  admet  que  la  molécule  dispose  de  quatre  degrés 
de  liberté  équivalents.  Cependant,  comme  l'a  remarqué  M.  A.  Pannekoek,  de 
Leyde,  cet  insuccès  tient  à  ce  que  l'équation  dont  il  s'agit  n'est  plus  exacte  dans 
ce  dernier  cas,  quelques-uns  des  termes  omis  étant  du  même  ordre  de  grandeur 
que  ceux  qu'on  a  gardés.  En  se  servant  des  équations  de  mouvement  primitives, 
M.  Pannekoek  arrive  à  une  explication  du  quadruplet,  à  laquelle  on  peut  seu- 
lement objecter  qu'il  semble  bien  difficile  d'imaginer  un  système  matériel  qui 
possède  les  propriétés  qu'elle  exige. 

Van  de  Sande  Bakhuyzen  (IL-G.).  —  George  Fredcrik  Wil- 
lem Baelir.  (i3i-i3a). 

In  Afemoriam  et  Nécrologie  de  G.-F.-W.  Bachr,  de  1864  4  i883  professeur  de 
Mathématiques  et  de  Mécanique  à  l'Ecole  Polytechnique  de  Deift. 

Korteweg  (D.-J.)  —  Compte  rendu  de  la  seconde  Conférence  de 
Londres  sur  le  Catalogue  international.  (i38-i43). 

Van  der  Jf'aals  (J.-D,).  —  Déduction  simple  de  Téquation 
caractéristique  pour  des  substances  à  molécules  finies  et  com- 
posées. (160-1 65). 

L'auteur  fait  entrevoir  la  manière  dont  on  peut  déterminer  la  seconde  cor- 
rection c,  de  la  formule 


*  =  *-['"^t^''(t''— •] 


à  Taide  d'intégrations  san<  doute  1res  laborieuse^,  où  il  s'agit  de  déterminer 
la  valeur  moyenne  du  volume  limité  par  trois  sphères  de  rayons  égaux  qui  se 
pénètrent. 

AV/nve/*  {J.-O  et  Korfenf^ir  {P.-J. \  —  Rapport  sur  un  Mé- 
moire de  M.  N.-L.-W.-A*  GrdveLiar  intitulé  :  *i  Le>  (.)Euvres  de 
John  Napier  ^^.  \  i  18-J  iv^"^. 

Le  Mémoire  en  question  paraUra  dans  les  l'f  i'utfti^ieUtffn  de  r.Vcadcmie. 

Van  der  IViuiiS  \^7. -/>.'.  —  Contraction  do  \olume  et  contraction 
de  pression  dans  lo<  niolan^e^.  -^  j.Hi-i-^o.  a-o-j>o.  46i>-4"'"^« 

A'(i/>fewi  i^n.»  et  (.1: /•>/:/:. .M.'  J.  .  —  Rapport  sur  un  Mémoire 
de   M.  R.    Bes   inlilulc  :    *   Tlicoiit*  ;:cncrale  de   rëlimination 
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d'après  la  méthode  Bczoïit  suivant  un  nouveau  procédé.  (264- 
267). 
Le  Mémoire  va  paraître  dans  les  Verhandelingen  de  rAcadémie. 

Cardinaal  («/.).  —  Représentation  des  vis  de  M.  Bail  qui  passent 
par  un  point  ou  qui  se  trouvent  dans  un  plan,  d'après  la  méthode 
de  Caporali.  (3 1 5-3 19). 

Cette  Communication  fait  suite  à  un  discours  tenu  au  Congrès  de  la  Gesett- 
schaft  deutscher  Naturforscher  und  Aerzte  de  Dusseldorf  (septembre  1898) 
qui  va  paraître  dans  le  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker  Vereini- 
gung;  cWe  est  accompagnée  d'une  planche  montrant  le  cylindroïde  et  sa  repré- 
sentation. 

Lorenlz  (H.-A,).  —  Sur  les  vibrations  de  systèmes  portant  des 
charges  électriques  et  placés  dans  un  champ  magnétique.  (Sao- 
340). 

Les  composantes  des  triplets  et  quadruplels,  dans  lesquelles  les  lignes  spec- 
trales se  décomposent  sous  l'action  d'une  force  magnétique,  sont  dans  la 
plupart  des  cas  si  bien  définies  que  le  temps  de  vibration  doit  avoir  été  égale- 
ment modifié  dans  toutes  les  particules  de  la  source  lumineuse.  Pour  s'en 
rendre  compte  on  peut  admettre  que  toutes  les  molécules  ont  la  même  orien- 
tation ou  bien  qu'elles  possèdent  les  mômes  propriétés  dans  tous  les  sens.  A 
cause  des  difficultés  qui  se  présentent  si  l'on  accepte  la  première  hypothèse, 
l'auteur  se  place  au  dernier  point  de  vue  et  considère  une  couche  sphérique 
infiniment  mince  et  recouverte  d'une  charge  électrique  fixement  liée  à  la  ma- 
tière pondérable  de  la  couche.  A  l'état  d'équilibre  celte  matière  et  la  charge 
sont  distribuées  uniformément  avec  les  densités  superficielles  p  et  ?  et  les  points 
de  la  couche  ne  peuvent  se  déplacer  que  dans  la  surface  elle-même;  un  dépla- 
cement s  provoque  une  force  élastique  k^s  de  sens  opposé  par  unité  de  surface, 
k  ayant  la  même  valeur  dans  tous  les  points  de  la  sphère.  Au  dehors  d'un  champ 
magnétique  les  mouvements  dont  ce  système  est  capable,  suivent  des  lois  assez 
simples.  Chaque  vibration  principale  dépend  d'une  certaine  fonction  sphé- 
rique Y;^,  de  telle  manière  que  la  composante  du  déplacement  suivant  une  direc- 
tiun  /  quelconque  de  la  surface  sphérique  peut  être  représentée  par 

qco%{n,,t-\-c)  -^, 

où  ^  et  c  sont  des  constantes,  tandis  que  /ij^  désigne  le  nombre  des  vibrations 
dans  un  temps  aie,  ou  la  fréquence  des  vibrations.  Le  nombre  A  indique  l'ordre 
de  la  fonction  sphérique,  ou  si  l'on  veut  celui  des  vibrations.  Si  le  rayon  de  la 
sphère  est  représenté  par  a  et  la  vitesse  de  la  lumière  par  V,  on  trouve 

p  /i;,  =  A^  -h  '1  -ï:  \  -  — ; •  — . 

Dès  que  la  charge  magnétique  entre  en  jeu,  les  temps  de  vibrations  se  mo- 
difient. Après  avoir  montré  que  les  vibrations  du  premier  ordre  donnent  lieu 
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A  un  triplel  tel  qu'il  a  élé  découvert  par  M.  Zeeman,  Fauteur  passe  à  rexamen 
de  celles  du  second  ordre.  Il  les  ramène  à  cinq  fonctions  sphériqucs  spéciales, 
dans  lesquelles  on  peut  décomposer  toutes  les  fonctions  sphériques  du  second 
ordre,  et  auxquelles  correspondent  cinq  états  diiïérents  de  mouvement  qui 
peuvent  exister  indépendamment  les  uns  des  autres,  tant  qu'il  n'y  a  pas  de 
force  magnétique;  alors  ces  cinq  modes  de  mouvement  présentent  la  même 
fréquence  /i,.  Si  l'on  donne  à  l'axe  OZ  la  direction  de  la  force  magnétique  II, 
le  centre  de  la  sphère  étant  pris  pour  origine  des  coordonnées,  et  si  dans  le 
plan  XOY  on  introduit  deux  axes  0\'  et  OY'  faisant  avec  OX  et  OY  des  angles 
de  4^%  ces  cinq  fonctions  sont 

Y„„  =  — =— »  Y.' '  = 


v..--:(ï-'-)- 


1  -.,  =  — - 1       ■  ft  =  — ~  » 


Les  vibrations  correspondantes  peuvent  être  représentées  par  les  symboles 
[Y^],  etc.  Or,  dans  le  champ  magnétique  peuvent  avoir  lieu  les  mouvements 
suivants  : 

I*  Des  vibrations  [  Y„]  dont  la  fréquence  est  toujours  /i,; 

a*  Deux  mouvements  pour  lesquels  la  fréquence  est  devenue 

\\9  119 

'  0,0  ^  Op 

disons  n^ztn\\  chacun  de  ces  mouvements  se  compose  d*une  vibration  [Y  ] 
et  d'une  vibration  [Y  '  •]  à  amplitudes  égales,  mais  dont  les  phases  diiïérent 
entre  elles  d'un  quart  de  période,  celte  difTcrcnce  ayant  pour  les  deux  mou- 
vements des  signes  contraires; 

3*  Deux  mouvements  qu'on  obtient  en  composant  d'une  manière  analogue 
une  vibration  [Y^J  et  une  vibration  [Y    ]  dont  les  fréquences  sont  rcspecii- 

vement  w.-t-  -  n,  et  /i,  —      n.. 

D'aprÔH  CCS  résultais  oti  pourrait  s'attendre  au  premier  abord  à  un  quin- 
tuplol.  StMilcniont  il  y  a  une  difricultc.  Vu  l'extrême  petitesse  des  parliculcs 
luriiinciisos  par  rappovt  à  la  longueur  d'onde,  les  vibrations  du  second  ordre 
ne  pourront  ôuicltre  aucune  lumière  sensible;  en  eiïet,  dans  ces  vibrations  on 
trouvera  t»>ujours,  on  dilTércnlcs  parties  de  la  surface  sphcrique,  des  phases 
opposées.  La  lumière  qu'on  observe  ne  peut  être  due  qu'à  des  vibrations  dans 
lesquelles  une  charge,  qui  a  partout  le  même  signe,  est  animée  en  son  entier 
d'un  mouvement  de  va-et-vient.  De  tels  mouvements  peuvent  être  appelés  des 
vibrations  du  premier  ordre,  même  dans  le  cas  où  ils  ne  dépendent  pas  jirèci- 
sémeut  d'une  fonction  spliéri<iue.  Cependant  AI.  Lorentz  a  imaginé  wnt  cause 
en  vertu  de  laipielle  les  vibrations  du  second  ordre  pourraient  se  révéler  dans 
le  spectre.  On  ^ait  que  deux  vibrations  simples  aux  fré(|uences  //,  cl  /i,,  exécutées 
simultanément  par  une  source  sonore,  peuvent  donner  lieu  à  des  \ibrations 
dites  de  combinaison,  dont  les  fréquences  sont  /», —  Wj  et  «,-♦-  «;.  H  y  a  bien 
des  années  M.  V.-.V.  Julius  s'est  demandé  si  quelque  cbo>e  d'analogue  ne  se 
passerait  pas  dans  les  sources  lumineuses;  on  expliquerait  par  cela  certaines 
relations  bien  connues  entre  les  nombres  de  vibrations  des  raies  spectrales.  Dans 
les  cas  dont  il  est  question   ici,  ces  vibrations  de  combinaison   pourront  être 
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produites  de  plusieurs  manières.  Sans  faire  des  hypothèses  spéciales  on  peut 
démontrer  par  exemple  que  des  vibrations  capables  d'émellre  de  la  lumière 
peuvent  résulter  de  la  combinaison  d'une  des  cinq  vibrations  du  second  ordre 
avec  une  des  trois  vibrations  du  premier  ordre.  Si  maintenant  le  phénomène 
de  Zeeman  se  présente  sous  forme  de  triplet  dans  ces  dernières  vibrations  et 
sous  forme  de  quintuplet  dans  celles  du  second  ordre,  on  pourrait  croire  que 
chacune  des  raies  spectrales  provenant  des  combinaisons,  et  dont  M.  Lorentz 
considère  seulement  celle  qui  a  la  fréquence  /i, —  /i,,  se  diviserait  dans  le 
champ  magnétique  en  i5  raies.  Cependant  le  phénomène  est  moins  compliqué, 
plusieurs  de  ces  composantes  ayant  nécessairement  l'intensité  zéro.  Le  calcul 
continué  conduit  aux  résultats  suivants  :  En  faisant  Texpérience  perpendicu- 
lairement aux  lignes  de  force,  on  aura  neuf  lignes,  désignées  dans  le  tableau 
suivant  par  les  lettres  O,  A,  B. 

o  B,.  A'.  I.',  I»i. 


«. 

B,. 

A. 

B,. 

< 

',-' 

<  -    '-  ''i 

n\  —  n 

3 

2 

9 

2 

9 

9 

13 


2        1 

3  3 


La  ligne  médiane  O,  par  rapport  à  laquelle  le  phénomène  est  symétrique, 
occupe  la  position  de  la  ligne  originale;  de  même  que  les  lignes  A,  elle  est 
polarisée  perpendiculairement  aux  lignes  de  force,  tandis  que  le  plan  de  pola- 
risation de  toutes  les  raies  B  est  parallèle  à  ces  lignes.  Les  distances  entre  les 
lignes  B3,  ...  et  la  raie  centrale  sont  proportionnelles  aux  quantitée  n\,  ..., 
inscrites  dans  la  seconde  ligne  du  tableau;  ici  n[  a  la  signification  indiquée  et 
a/ti  correspond  à  la  distance  des  raies  extérieures  du  triplet  des  vibrations  du 
premier  ordre.  Enfin  les  nombres  de  la  dernière  ligne  indiquent  les  intensités 
relatives  des  composantes;  ils  ont  été  calculés  dans  la  supposition  que  toutes 
les  vibrations  ont  lieu  indiiîéremment  dans  toutes  les  directions  et  que,  dans 
les  mouvements  des  particules,  il  n'y  a  rien  qui  favorise  certaines  combinai- 
sons plutôt  que  les  autres.  Du  reste,  l'absorption  produite  dans  les  couches 
extérieures  de  la  source  modifiera  les  nombres;  elle  tendra  surtout  à  affaiblir 
l'intensité  de  la  ligne  médiane.  Si  n\  disparaît,  les  lignes  BjCtB,  se  confondent 
en  une  seule  avec  rintensité  3.  Dans  ce  cas,  les  raies  A,  A',  B,  B'  constituent 
précisément  un  quadruplct,  comme  M.  Cornu  l'a  découvert  dans  la  raie  D  du 
sodium;  mais,  en  outre,  il  y  aurait  les  lignes  plus  faibles  B,,  B,  et  la  ligne 
centrale  O.  Si  les  vibrations  du  premier  ordre  étaient  exécutées  par  la  couche 
sphérique,  en  d'autres  termes  si  c'étaient  les  vibrations  qui  dépendent  d'une 

fonction  sphérique,  on  aurait  n'^=  -  n\.  Alors  il  y  aurait  coïncidence  de  B, 

et  B,  d'une  part  et  de  B',  et  B',  de  l'autre.  Il  en  résulterait  deux  lignes  plus 
fortes  situées  plus  près  du  milieu  O  que  les  raies  A  et  s'il  était  permis  de  faire 
abstraction  des  lignes  O  et  B3,  on  aurait  un  quadruplet  dont  les  composantes 
extérieures  sont  polarisées  perpendiculairement  aux  lignes  de  force. 

De  Vries  (»/.)•  —  Courbes  planes  quartiques  irinodales.  (34o-349). 
Si  les  deux  coniques 

«l>2  H=  6,  jjjjTj-f-  b^x^x^'+-  63X1X2=  o, 
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qui  passent  par  les  Irois  nœuds  Dp  D,,  D,  de  la  quarlique  donnée 

l\  1=  a^^x]xl-ha^^xlx]-ha^3x'}xl-h  2x^x^x^{a^x^-^-a^^Xi-ha^^x^  ), 

pris  comino  sommels  du  triangle  des  coordrmnées  homogènes,  sont  liées  entre 
elles  par  les  trois  conditions  b^c^  =  a,p  ^3^3=  a,,,  6303=  a^t  Tidentité 

montre  que  les  deux  couples  de  points  d'intersection  libres  de  r4  btcc  les 
coniques  associées  4>.^,  ^^3  se  trouvent  sur  la  droite 

2(6jC3-hft3Cj— aaj,)^,  =  o. 

Si  les  coeffîcients  6  et  c  satisfont  aux  deux  conditions  à^c^=  a^^^  b^c^m  ay^ 
seulement,  on  prouve,  à  Tuide  de  ridentitc 

*,^^-r,=lX3X3Û3. 

I 

qu'on  peut  faire  passer  une  conique 

Û3  =a  (6,c,  — «.J^TjjTj-h  x.lCôjCi-h^arj—  2033)  jr,=  o 

par  les  nœuds  D,,  D3  et  les  couples  de  points  d^intersection  libres  Bp  R,  et  C,,  C^ 
de  r^  avec  «l>j  et  ^\\  alors  <l»j  et  U'j  sont  nommées  complémentaires  par  rapport 
à  Dj,  D3.  ïil  la  conique 

j^j=2  4a„(^jX,H-63j:3)(rjXj4-C3j:j)  — [(6jC3H-6jCj)jr,-  •il.a^^x^Y  =-.  o 

est  à  la  fois  l'enveloppe  des  droites  B^B,  et  CjC,;  à  leur  tour,  toutes  le« 
coniques  ij^  ont  pour  enveloppe  la  quartique  donnée  F^.  En  continuant  ces 
considûralions,  Tautcur  parvient  à  trois  coniques  remarquables  par  rapport 
à  r^  :  la  coni(iuc  t  par  1rs  trois  couples  do  points  tangcnliau\  des  nœuds,  la 
conique  p  des  trois  couples  de  points  anlilangenliaux  des  nœuds  et  la 
coni<|U(^  (j>  de  M.  A.  Hrill  par  les  six  points  d'inllcxion.  Ces  trois  coniques 
pasatMit  par  les  deux  points  d'iiiterseclion  libres  de  la  coni<|ue 


a^ya.,x-^x,-^-a^.,a,yX,x,  -\-  (r,3«,;X, x,  -  o 


avec  I\. 


\  an  Laar  (./.-./.).  —  Kvaluatioii  de  la  seconde  correction  de  la 
((iiantilé  h  en  ré(|iiation  caiacléristi(|iie  de  \'an  dcr  Waais. 
(35o-.5().j). 

A  l'aide  d'uno  série  d'iiit('*;;rations  qui  parailronl  in  extenso  dans  les  Archives 
du  Musée  Teyter^  llaricin,  l'auteur  trouve  la  valeur  o,o<j')S  précise  dan^  la  qua- 
trième décitiiiile. 

Schoutc  (/^,-//.)  et  Korteiveg  (/). -,/.).  —  Kappoia  sur  un 
Mémoiic  (le   M.    S.-L.    van   Oss  intittilé   :   Ihfs  rrgelnuissl^e 
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Sechshundertzell  iind  seine  selbstdeckenden  Bewegungen, 
(368-371). 

Ce  travail  sur  rhexakosiédroïde  régulier  el  ses  déplacements  anallagmatiques 
paraîtra  dans  les  Verhandelingen  de  l'Académie. 

De   Vries  (/.).   —  Sur  les  cercles  orlhoptiqiies  d'un  réseau  de 
coniques.  (371-376). 

Les  cercles  de  Monged'un  faisceau  de  coniques  forment  une  série  aux  carac- 
téristiques a,  4>  deux  de  ces  cercles  passant  par  un  point  donné  et  quatre  de 
ces  cercles  touchant  une  droite  donnée;  leur  représentation  cyclographique, 
d'après  Fiedier,  est  une  biquadratique  gauche  qui  se  projette  sur  le  plan  du 
faisceau  suivant  la  conique  qui  forme  le  lieu  des  centres  des  coniques  du 
faisceau. 

La  représentation  cyclographique  des  cercles  de  Monge  d'un  réseau  de 
coniques  est  une  surface  du  cinquième  ordre  contenant  quatre  droites  perpen- 
diculaires au  plan  du  réseau. 

Les  cercles  de  Monge  d'un  faisceau  tangentiel  de  coniques  forment  un  fais- 
ceau; leur  représentation  cyclographique  est  donc  une  hyperbole  équilatère. 

Les  cercles  de  Monge  d'un  réseau  tangenliel  de  coniques  forment  un  réseau; 
leur  représentation   cyclographique  est  donc   un    hyperboloïde  de  révolution. 

Schoiite  {P.'IL).  —   Une  inlerprélalîon  géomélrîque  de  Tinva- 
riant  1  1  {aby  d'une  forme  binaire  a^"  d'ordre  pair.  (379-387). 

Une  courbe  admet  un  nombre  doublement  infini  de  bisécantes  contenant 
ensemble  un  nombre  triplement  infini  de  points.  Si  cette  courbe  se  trouve  dans 
l'espace  E3  à  trois  dimensions,  ces  points  remplissent  tout  l'espace  un  nombre 
uni  de  fois.  Si  la  courbe  se  trouve  en  un  espace  E4  à  quatre  dimensions  et  non 
pas  en  un  E3,  le  lieu  du  point  par  où  l'on  peut  mener  une  bisécante  à  la  courbe, 
et  donc  en  même  temps  le  lieu  de  ces  bisécantes  elles-mêmes,  est  un  espace 
courbe  à  trois  dimensions.  La  déduction  de  l'équation  de  ce  lieu,  dans  le  cas  le 
plus  simple,  relui  de  la  courbe  normale  C4  de  l'espace  E4,  forme  le  point  de 
départ  des  considérations  de  l'auteur. 

La  courbe  C^  est  représentée  par  les  équations 

JTj  u7|  U/<^  uT-j  X^ 

^''  r  "  X  ■"  V  ~  V  "  V* 

où  x^t  X,,  Xj,  Xj,  x^  sont  les  coordonnées  homogènes  du  point  L  correspondant 
à  la  valeur  X. 
Si  \  et  \  sont  les  paramètres  des  points  L,  et  L,  de  C4,  les  équations 

^i=  pC^\-^  pM        (' =  0,  I,  a,  3,  4) 

représentent  un  point  quelconque  A  de  la  bisécante  L,!.,.  L'élimination  des 
quatre  quantités  Xp  X,,/?,,  /?,  entre  ces  cinq  équations  donne  l'équation  du  lieu 
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du  point  A  duns  la  forme 
(2) 


**  û        **^|        **  2 


j:.,    X . 


x.     X 


—  o. 


L'espace  d*usculatiun  du  poinl  L  de  C^  csl  représenlé  par 

a:,X'—  \x^\^ -^  (\x^\-—  t^x^\  -4-  ar^  =  o; 
ainsi  les  coordonnées  Xg,  Xp  x^y  ^j,  ^4  sont  les  coefficients  de  la  forme  binaire 

x^{-'ky-\-!iX,{  —  \Y^\-Ux^{—\)^-\-!^x^{  —  \)-k-x^ 

du  quatrième  ordre  en  ( — a),  dépourvus  des  facteurs  du  binôme.  Donc  le 
résultat  (2)  peut  s'écrire  dans  la  f(»rmc  symbolique  y'^  (ftc)'(ca)'(a6)*=  o 
{voir  Clkbsch-Lindkmann,  V'orlesungen  iiber  Géométrie,  t.  I.  p.  23>9). 
De  la  nicmc  manière  en  K^,  le  lieu  des  plans  triséc<tnts  de  la  courbe  normale 


x^ 


X, 


^i  ^t 


A^ 


X» 


est  représenté  par 


JTg      X,      J*j      J*j 


J\     X^     «Tj     X^ 


X.      X.      X,      X 


"^A        "^i        •''j        •''« 


--  o 


qui  prend  la  forme  symbolique  {ab)-{ac)'iad)-{bcy{bd)^{cd)-=o.  Et  ce 
résultat  s'étend  sans  peine  à  la  courbe  normale  C^^  de  Tespace  E,^  à  a/t  dimen- 
sions. 

Cliemin  faisant  l'auteur  démontre  un  tliéorème  général  se  rapportant  à   une 
involiitioii    Mir    la    rourbc    iiormaic   :    Kii    fixant    >ur    la    coiirlitr    normale    1^ 
IfS  n   poiril:i  aritilrain's   L,,  L^,    ...,   L„  on    (blcrminc   sur  celle    courbe   une 

inv«ilulion  11',."'  de  n  —  i  tlmion^ioiis  cl  de  l'ortlro  2/1  doiii  chacun  de  ces  poinl> 

pri>  i/ï  fois  reprrseiile  un  j;rou|»e.  Le- cspiuM"*  d'o-rulutioii  K .,,  _,  corrospoixlîiril 
aux  j n  |M>iiils  «l'un  ^rou|)e  qiielcoi)r|U(:  de  celte  involulioii  >c  coupent  en  un 
poini  V  di;  l'espace  10,,  ,  tléliTiniiié  par  !»>  //  |  oints  dtinnès;  si  ce  {:roupe  par- 
court riii\oliilion  eniicre,  l«'  pHiiii  V  tltMTil  en  1\._,  un  >y>lenie  iinéaiix^  en 
rapport  pr<»j«'clif  a\e<:  ]'in\«»liil  i<'ii. 

Viii^i  I  on  (  oiiii.iii  uiainlenant  li<>i>  inx.itianlN  ;:tiiéraux  a<lmellanl  une  inter- 
prélalioi)  pii|\iliniriiNit>n.ili'  pour  toutes  les  \.iIi-uiî>  de  l'oidre  > /i  de  la  forme 
l)inaire  «  .in-spiani.inlt:.  I«*  di^(  riniiuanl,  l'invarianl  (<i^j-"de  Clitlord  et  l'inva- 
riant de  Ssixc^ter  analysé  ici. 

Kluvver    (7. -6'.i.     —    lnlt^i;ralcs    liyptTcllipliinies    riMluchlilcs. 

Ktant  doniH-e  une  inti-;,'iale  alu'jiciine  de  premitre  c^fuce  r«-lali\e  a  une 
courbe  /  d«*  uenre  /»,  il  >e  p«"iit  qu<',  les  .»/>  pei  io«ies  >c  ramenant  a  deux 
péntidrs  di>tin<l«-.  rinl'-;:r.ile  >«•  J'Iiansc  en  un.^  mli^rale  eilipliquc  par  une 
siil»^timiii>n  al;;t  bnqur  di-l«Tiiiineo.  \\  eiei^tras"»  a  fait  connuiire  les  t-oiidilion< 
i|ui  dMiMFii  Olie  rrmplie-  |»<»iir    nie  relie  réiiuctii.n  soit  posMlde.  Pans  la  pr^- 
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sente  note  il  s'agit  de  trouver  l'équivalent  algébrique  des  conditions  de  Weier- 
strass  qui  se  rapportent  eiclusivement  à  Tenseinble  des  périodes  que  possèdent 
les  intégrales  de  première  espèce. 

L'auteur  fait  voir  que  dans  le  cas  d'une  intégrale  réductible  il  existe  dans 
le  plan  de  la  courbe  fondamentale  /  quatre  courbes  adjointes  R  de  degré  s 
appartenant  à  un  faisceau  et  présentant  les  deux  particularités  suivantes  : 

I*  Chacune  de  ces  courbes  U  touche  /  en  r  points  distincts;  en  outre  il  se 
peut  que  quelques  uns  de  leurs  points  communs  P  se  trouvent  sur/. 

a"  Par  les  4^  points  de  contact  on  peut  faire  passer  une  courbe  adjointe  de 
degré  2s  qui,  en  dehors  des  points  multiples  de  /,  ne  rencontre  cette  courbe 
fondamentale  qu'aux  points  P,  où  elle  la  touche. 

Le  système  des  quatre  courbes  K,  s'il  existe,  n'est  pas  unique;  un  point  pris 
au  hasard  sur/  peut  être  regardé  comme  un  des  4^*  points  de  contact,  de 
sorte  que  Texistence  des  courbes  R  comporte  sur/  une  correspondance  symé- 
trique (r  —  r,  r  —  i).  Inversement,  si  l'on  peut  trouver  quatre  courbes  R  satis- 
faisant aux  conditions  mentionnées,  au  moins  une  des  intégrales  de  première 
espèce  se  ramène  à  une  inté;;rale  elliptique.  L'auteur  indique  comment  il  faut 
alors  construire  cette  intégrale  réductible  et  obtenir  la  substitution  qui  efTectue 
la  réduction. 

Enfin  l'auteur  considère  avec  quehfue  développement  plusieurs  cas  particu- 
liers, d'abord  quant  aux  intégrales  réductibles  non  hyperelliptiques  le  cas/?  =  3, 
r  =  2  traité  par  Sophie  Kowalewski,  où  /  est  la  courbe  générale  du  quatrième 
ordre,  ensuite  le  cas  le  plus  simple  p  =  2,  r  =  2  des  intégrales  hyperelliptiques 
réductibles  déjà  connu  de  Lcgcndre,  où  /  est  une  quartique  admettant  un  point 
double,  et  cnlin  le  cas  /?  —  2,  r=  3  qui  s'accorde  avec  le  ca«î  précédent  quant 
à  la  courbe/.  Il  fait  connaître  les  recherches  de  MM.  Burkhardt,  Goursat  et 
Burnside  se  rapportant  à  ce  dernier  cas  et  termine  son  travail  par  la  déduction 
de  quelques  résultats  nouveaux. 

Van  der  Waals  {J,'D,),  —  Une  anomalie  dans  la  forme  de  la 
courbe  de  plissement  dans  le  cas  d'im  mélange  de  substances 
anomales.  (464-469). 

Boltzmann  (L,).  —  Ueber  die  Zuslandsgleichiing  Van  der 
Waals'.  (477-484). 

Communication,  en  allemand,  extraite  d'une  lettre  à  M.  Van  der  Waals,  sur 
l'équation  caracléri.>>li<{uc.  Kn  se  servant  du  résultat  d'intégration  dû  à  M.  J.-J 
van  Laar,  le  savant  de  Vienne  parvient  à  la  formule 

a         ^ri         b        b  b'       /I283        33\ />n 

/•T 


s    V       \89lio         a  /  y' 

où,  d'après  M.  van  Laar,  p=  0,0958.  Cette  formule  ne  s'accordant  pas  avec 
celle  de  M.  Van  der  Waals  lui-iiicine,  M.  Boltzmann  y  fixe  l'attention  dans 
l'espoir  de  provo(|ucr  une  discussion  que  du  reste  M.  Boltzmann  considère 
comme  plus  intéressante  pour  les  mathématiciens  que  pour  les  physiciens. 


Lorentz  {II. -A.).    —  Théorie  simplifiée  îles    |»liL'nomtncs   éleC' 
triques  et  optiques  dans  leâ  corps  eo  moiivemenl.  (iio7-5ai). 
de  l'bypoUiète  que  I 

rlitrg^cKiu  ions,  li^  A  do  (l 
(oui  i  f;iit  mnliiles,  h  aan  i 
tance  cotnpaMble  k  un  (roliemeni  pré»,  dans  1m  cnrp*  condiicioor».  D' 
t  lijpoUifse,  un  rouranl  ^Inetrique  n'csl  suLre  tlio*e  qu'un  nioutcmcot  ia 
n  Kn»  d^lerminii,  et  la  {loUcisatlun  diél«clrique  ilans  un  corpt  ne* 
conducteur  consiitc  dans  un  écsrtcment  d»  ion»  de  Ifurs  position*  d'éi|uiltl>ft.' 
Dbhï  cette  théorie  l'on  suppuaait  que  les  ions  se  mciivrnt  i  travers  réihrr.qM 
r  lequel  ils  snnt  tnui  à  fiil  perméables.  El  l>n<tif  <(m 
IVther  fut  supposé  sounjis  aoi  équaLions  éleclromagnétiques  ordinaire*,  pavr 
1m  ions  certaines  relations  se  présealaient  presque  d'elles-loénies,  de  minien 
qu'on  oblinC  un  syslème  dVquationa  assez  simple,  sullisint  pour  l'expli 

mbre  de  pbénominEs.  A  l'aide  de  certains  artineci  matktmiUqaB 
l'auteur  est  parvenu  par  de*  raison nemenls  assci  eonrts  k  des  cvacIniioM  ^^ 
xigi  autrement  des  déduclions  asser  compliquées;  ici,  il  veut 
on  peut  simplilîcp  encore  davanUije  U  lliÉaric,  en  se  aertiat  d'ai 
syalfme  d'équations  Iranifornii'  d'[ 

A  l'aide  de  ee  sjstètnc  Iransform*  M.  Lorenti  réduit  chaque  protilème  él(r- 
truslatique  d'un  sjsléme  en  mouvement  ru  problème  analogue  d'im  tptimi 
on  repos  et  fait  voir  que.  dans  les  phénomènes  électroslaliqucs.  rindacaCKli 

it  delà  terre  est  proparlionnelleau  carré  de  laquanlilé  tréspeliie  Y' 


il  proparlionnelle  au  ca 
représentent  vcspecli ventent  les  v 

applique  ces  équalious  A  des  pbéno 


a  néglige  les  termes 


m 


et  de  U  I 
opiiquea 


ctirs  F'  et  ir,  dépendant  du  déplacemenl  d 
c  1)  et  des  quantités  p^  et  V^  h  l'aide  des  ri 

F;=^1!V'S^,        F;=:in*V'Bj,-A;).l,.. 


F;=4ïJtV'6.+tp,iij, 


où  A'(V'-pî)  =  V,  s 
tempit  (,  alors  ce  corps  ( 


ions  déterminées  des  coor 
animé  d'une  translation  ad 

s  et  du  tempt  local  t'  dé 


:  raberration. 
e,  due  à  M.  Michelaon,  sur  l'ioleriè- 

t  parcouru  de  grandes  dislances,  l'un 
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parallèle  à  V  et  Tautre  dans  une  direction  perpendiculaire.  Pour  expliquer  le 
résultat  négatif  de  l'expérience,  MM.  Fitz  Gerald  et  Lorentz  ont  supposé  que 
les  dimensions  des  corps  Hxes  portant  les  appareils  optiques  sont  influencées 
d'une  manière  déterminée  par  la  translation.  D'après  M.  Liénard,  la  théorie  de 
M.  Lorentz  exigerait  que  l'expérience  eût  un  résultat  positif,  si  sur  le  chemin 
des  deux  rayons  de  lumière  se  trouvent,  au  lieu  de  l'air,  des  diélectriques 
solides  ou  liquides.  Au  contraire,  l'auteur  démontre  qu'il  se  pourrait  que 
même' dans  ces  nouvelles  circonstances  l'expérience  donnât  toujours  le  même 
résultat  négatif  qu'auparavant,  et  il  fait  voir  la  signification  théorique  de  ce 
résultat  hypothétique. 

Lorentz  (IL-A.).  —  La  théorie  de  l'aberration  de  Slokes  dans  la 
supposition  d'un  éther  ne  possédant  pas  partout  la  même  den- 
sité. (523-529). 

La  théorie  de  l'aberration  donnée  par  M.  Stokes  exige  que  l'élher  soit  animé 
d*un  mouvement  irrotationnel  et  qu'en  tout  point  de  la  surface  de  la  terre  lu 
Titesse  de  ce  mouvement  soit  égale  à  celle  du  mouvement  annuel  de  notre 
planète.  D'après  l'auteur,  ces  deux  conditions  sont  incompatibles,  si  l'on  suppose 
que  l'éther  ait  partout  la  même  densité;  ici  il  publie  un  calcul,  dû  à  M.  Planck, 
de  Berlin,  qui  fait  voir  que  ces  deux  conditions  peuvent  exister  l'une  à  côté 
de  l'autre,  si  l'on  suppose  que  l'éther  puisse  être  comprimé  et  condensé,  comme 
une  masse  gazeuse,  autour  de  la  terre  par  la  gravitation.  Il  y  aura  toujours 
quelque  glissement  de  l'éther  pur  rapport  à  la  terre,  mais  la  vitesse  de  ce  mou- 
vement relatif  peut  être  diminuée  autant  qu'on  le  désire,  en  augmentant  sufli- 
samment  la  condensation  de  l'éther  à  la  proximité  de  la  terre.  Le  résultat  du 
ce  calcul  est  compris  dans  les  équations 

—  a-h6  =  c,        aa  =  6(/'4- 2/-h  2)c-/,        4**  =  V^sinôe-/. 

Là  a  et  6  sont  deux  constantes,  c  est  la  vitesse  du  mouvement  annuel  de  la 

erre,  /  remplace  -—  (où  A*,  r,  p  représentent  la  densilé  de  l'éther,  le  rayon 

^e  la  terre  et  la  pression),  6  est  l'angle  du  rayon  terrestre  du  lieu  considéré 
avec  la  direction  du  mouvement  annuel  de  la  terre,  et  y  est  la  vitesse  de  glisse- 
ment de  l'éther  le  long  de  la  surface  de  la  terre.  Ainsi  des  trois  équations,  la 
première  et  la  seconde  donnent  a  et  6,  tandis  que  la  dernière  fait  connaître  v. 
En  supposant  que  la  constante  de  l'aberralion  soit  connue  à  y^  près,  la  théorie 
de  Stokes  exige  que  la  vitesse  v  soit  inférieure  à  775  de  celle  de  la  terre.  Pour 
/s=ii  on  trouve  v  =  Ojobbc;  donc  on  a/>ii,  ce  qui  implique  une  conden- 
sation n  >  e"  ou  n  >  60000.  De  plus,  la  théorie  de  Stokes  exige  que  la  vitesse 
de  propagation  de  la  lumière  dans  l'éther  comprimé  d'une  manière  si  considé- 
rable soit  la  même  que  dans  l'éther  ordinaire.  Donc,  MM.  Planck  et  Lorentz 
croient  qu'il  faut  préférer  la  théorie  d'un  élher  complètement  en  repos,  qui 
n'a  besoin  que  du  coefficient  d'entrulneiiient  de  Fresnci,  vérifié  par  des  obser- 
vations directes  et  calculé  à  Taidcde  considérations  théoriques  assez  plausibles. 
En  eflfet,  il  serait  bien  singulier,  si  par  hasard  on  trouvait  pour  ce  coefficient 
précisément  la  valeur  nécessaire  pour  une  fausse  théorie;  de  plus,  si  l'on  espère 
un  jour  expliquer  la  gravitation  au  moyen  d'actions  qui  se  propagent  dans 
l'éther,  il  est  naturel  d'admettre  que  réther  ne  soit  pas  soumis  à  cette  force* 
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Cependant  l'auteur,  au  lieu  de  rejeter  entièrement  la  théorie  de  Stokes,  y  con- 
sacre quatre  remarques  : 

I*  L'acceptation  de  la  condensation  énorme  trouvée  plus  haut  explique  tous 
les  phénomènes. 

3*  En  supposant  que  les  équations,  données  par  Hertz  pour  les  corps  diélec- 
triques mobiles,  s'appliquent  lout.  de  môme  au  mouvement  de  l'éther,  la  propa- 
gation de  la  lumière  va  dépendre  d'équations  simples. 

3**  La  supposition  que  seulement  la  gravitation,  et  non  pas  une  force  molé- 
culaire, peut  condenser  l'éiher,  pourrait  servir  à  expliquer  les  expériences  de 
Fizcau  avec  les  tuhcs  parcourus  par  un  courant  d'eau;  on  aurait  alors  à  intro- 
duire le  coefficient  de  Fresncl. 

4**  On  ol)tiendrait  aisément  une  décision  entre  les  deux  théories,  si  l'on  con- 
naissait suffisamment  les  phénomènes  de  Taherration  diurne. 

Van  der  JVaals  (J.-D.).  —  Sur  la  dédiiclion  de  l*cqualion  carac- 
léristiqtie  (disctission  avec  M.  L.  Boitzmann).  (53--542). 

L'auteur  reconnaît  (lue  les  valeurs  des  coefficients  des  termes  -»  -r»  •••»  qui 

entrent  dans  l'équation  caractéristique,  trouvées  par  M.  Boltzmann«  dilTcrent  de 
celles  qu'il  a  trouvées  lui-même,  néanmoins  que  chacune  des  deux  solutions  du 
problème  posé  olfrc  tous  les  caractères  de  la  vérité.  Il  en  conclut  que  la  diver- 
gence des  résultats  doit  être  causée  par  une  diiïérence  dans  l'énoncé  du  pro- 
blème que  se  sont  proposé  les  deux  investigateurs.  D'après  lui,  M.  Boitzmann 
s'est  occupé  du  problème  suivant  :  Comment  se  distribuent  un  grand  nombre 
de  points  matériels  mobiles  soumis  à  une  cohésion  qui  mène  à  une  prcs>ioo 

superficielle  égale  à  —  «  s'il  leur  est  impossible  de  diminuer  leurs  distances  mu- 
tuelles au  delà  d'une  limite  donnée  (diamètre  de  la  molécule)?  Si  les  p<iints 
sont  encrlivriiuîrit  des  points  matcricls,  le  travail  de  la  pression  tlieriiii(|ue 
disparait;  aU)rs  l'équation  de  M.  Hoilzniann  ^'appliquerail  à  des  pha«ies  eoexis- 
lantes.  ^^eulcment,  cotte  équation  n'iiii|>liquc  donc  pas  une  solution  <lu  pro- 
blème de  la  distribution  des  molécules  tridimeiisioiiales.  Ainsi,  il  n'y  a  plus 
lieu  (le  r>'él()nncr  sur  la  diverj^encc  des  résultais;  au  contraire,  il  est  bien  remar- 
quable (juc  Taccord  est  encore  si  jçrand. 


Toiiio  VllI:  niai  iSyS-avril  iHijt). 

ZKviers  (II,-J.),  —  ho,  syslcinc  Si  ri  us  d'aprrs  les  observations  les 
plus  récentes,  (i  i-'>4). 

KluYKcr  (J.'C).   —   La  continuation  (l'une  ft)nclion  univalente, 
rcprc'senlcc*  par  une  série  (loul>leinenl  infinie.  (4^*"4  0* 

Pans  un  Mémoire  |>aru  «lan>  les  Afat/i.  Annalcn  (t.  41,  p.  i8i,  iS«|3).  M.  A. 
Iliirwitz  a  fixé  rallcntion  des  géumèlrcs  sur  l'analogie  parfaite  entre  les 
nornbie<  W    de  neruoulli  «M  une  autre  rla>>e  de  nombres  rationtiels  1!,.  lisurnnt 


UEVUE  DES  PUBLICATIONS.  173 

comme  coefficients  dans  le  développement  d*une  fonction  particulière  pu  dont 
le  parallélogramme  des  périodes  est  un  carré.  Ici,  M.  Kluyver  fait  voir  qu'il 
est  pos>ible  de  pousser  encore  un  peu  plus  loin  celte  analogie.  En  effet,  tandis 
que  les  nombres  B^  sont  en  rapport  intime  avec  les  valeurs  de  la  fonction 
transcendante  entière  (14- e-"'*)Ç(iJ),  qui  correspondent  aux  valeurs  entières 
et  positives  de  z^  les  nombres  E„  de  Hurwitz  admettent  une  interprétation 
tout  à  fait  semblable.  En  posant 

Z{z;  w,  0)')  =  SS(mo)-hm'w')-*, 

•  0)' 

où  it  m  =  0,   1,2,  ...   et  d:  m'  =  o,  i,  2,   ...   tandis  que  le  quotient  —  est 


fa) 


une  quantité  complexe  dont  la  partie   imaginaire  est  supposée  positive,  on 
trouve 

où 

a  =  2   I  =  2,022007  .... 

relation  entièrement  analogue  à  la  formule  connue 


B_  = 


(  2W 


V 


n 


^^„(,+e-'-)t;(5n) 


pour  les  nombres  de  Bernoulli. 

Lorentz  {II, -A,).  —  La  théorie  élémentaire  du  phénomène  de 
Zeeman.  Kéfulation  d'une  objection  de  M.  Poincaré.  (69-86). 

Dans  un  article  récent,  paru  en  VÉclairage  électrique^  t.  XIX,  p.  5,  189g, 
M.  Poincaré  parvient  à  la  conclusion  que  la  théorie  généralement  connue  du 
phénomène  de  Zeeman,  d'après  laquelle  chaque  particule  lumineuse  contient 
UD  seul  ion  mobile  ou  un  certain  nombre  de  ces  ions  dont  les  vibrations  sont 
indépendantes  les  unes  des  autres,  est  bien  à  même  de  rendre  compte  de  la 
ligne  double  se  présentant  dans  la  direction  des  lignes  de  force,  mais  incapable 
d'expliquer  les  lignes  triples  dans  la  direction  perpendiculaire  aux  lignes  de 
force.  Ce  résultat  est  obtenu  en  substituant  l'absorption  dans  les  champs  ma- 
gnétiques à  la  place  du  traitement  direct  de  l'émission,  et  il  est  bien  remar- 
quable que  cette  même  manière  de  raisonner  a  conduit  M.  W.  Voigt  {Got^ 
tinger  Nachrichterit  1898)  à  des  équations  qui  impliquent  l'existence  du  triplet. 
D'après  l'auteur,  la  cause  de  cette  divergence  des  résultats  est  l'omission  injus- 

tifiable  du  terme  C|^a  —rj-  de  l'équation  (6)  de  p.  8.  Avant  de  le  démontrer 

fauteur  compare  entre  elles  les  diverses  formules  qui  peuvent  être  appliquées 
à  la  propagation  de  la  lumière  dans  un  gaz  absorbant  soumis  à  l'action  de 
forces  magnétiques. 

Bes  {K.),  —  Sur  la  formation  de  Téquation  résultante.  (173-177). 

Dans  cette  étude  qui  fait  suite  à  un  travail  étendu  paru  dans  les  Mémoires 
de  i*Académie,  il  s'agit  de  l'élimination  de  /t —  2  de  /t  variables  entre  /t  —  i 


airbilnireiii  le  hcltuc  Jépaidant  dti  njw  H   ' 
es  forces  a 

qui  diminuent  quKnd  la  ili«tance  aiiEm^iil'.  h  (oncliun  àe  Van  derWultnt 
donc  la  ronclign  lu  plus  g^nér«le  admettant  dans  le  cas  du  polmtid  d'«*« 
sphère  homogène  la  limplificalion  en  qucalion. 

Gegenbauer  (i.).  —  Nouveuiix  tlii'-orèines  i 
quations  C|i(j:)  =  ii.  (a5o-a53). 


sente  le  coefficient  i 


i"  dans  le  développement  di 


Cu{x)=:o,  où  C;(j 
l'expression  (i  -  aaï 
le»  sont   réelles  et  i 


légales 


ptes  la  même  valeur 

absolue;  de  plus,  on  avait  démontriqueles  racines  de  C.(a;)  =  (>  et  CUi(')==(>< 
de  même  que  celles  de  C;i[3r)  =  o  et  de  C'^Ux}  =  o  le  séparent  lesuntsla 


Ici   I 


l   prof-s^ 


► 


r    de    Vieni 
re  i  I  vA. 


d(-duit   plus 


;urs    i^ïultaK   nouiHOi- 
:ine  po'^itive  la  plus  pttiK 


Cardinaal  (J-)-  —  Sur  une  application  des  involutions  d'ordt 
.„pcriei,r.(,,,-,;8). 

Le  problème  de  la  détermination  du  nombre  des  liyperbololdes  oTlhot*"*^ 
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compris  dans  un  faisceau  général  de  quadriques  se  ramène  à  un  problème  de 
Géométrie  plane,  si  Ton  considère  rintcrseclion  du  faisceau  donné  avec  le  plan 
à  l'infini.  En  remplaçant  l'intersection  du  faisceau  avec  ce  plan  et  le  cercle 
commun  à  toutes  les  sphères  par  une  conique  C  et  un  faisceau  de  coniques 
aux  points  de  base  A,,  A,,  A,,  A^,  situés  dans  un  même  plan,  le  problème  se 
transforme  dans  la  recherche  du  nombre  des  coniques  C'du  faisceau  admettant 
avec  C  une  sécante  commune  dont  le  pôle  par  rapport  à  C  se  trouve  sur  G'. 
Le  nombre  six  de  ces  coniques  G'  est  déterminé  à  l'aide  d'une  involution  de 
quadruples  de  points  dont  c  est  le  support. 

Kapteyn  (W^.)-  —  Sur  qtielqnes  cas  particuliers  de  l'équation 
diATérentielle  de  Monge.  (278-281,  356-357). 

La  méthode  de  solution  de  Téquation 

Hr-haKj-hLfH-M  =0, 

où  H,  K,  L,  M  sont  des  fonctions  données  de  x,  y^  2,  /?,  q^  repose  sur  la 
détermination  de  deux  intégrales  intermédiaires  de  la  forme  a=/(f),  où  u 
et  V  dépendent  également  de  x^  y^  z,  /?,  q^  tandis  que  /  représente  une  fonc- 
tion arbitraire.  Cependant  cette  méthode  de  Monge  est  défectueuse,  l'existence 
d'intégrales  intermédiaires  dépendant  de  certaines  relations  jusqu'ici  inconnues 
entre  les  fonctions  H,  K,  L,  M.  Donc  M.  Kapteyn  a  essayé  de  découvrir  ces 
relations  inconnues.  Seulement,  à  cause  de  la  complexité  de  ces  relations,  il 
s'est  borné  d'abord  aux  cas  simples  où  l'équation  de  Monge  ne  contient  que 
deux  termes.  Dans  tous  ces  cas  l'auteur  a  pu  déduire  la  condition  à  laquelle 
doit  satisfaire  le  coefficient  unique,  afin  que  l'équation  admette  deux  intégrales 
intermédiaires,  la  forme  la  plus  générale  de  ce  coefficient  et  les  deux  inté- 
grales intermédiaires  correspondantes.  Dans  le  cas  H  =  o,  L  =  o  il  retrouve  un 
résultat  indiqué  par  M.  Ed.  Goursat. 

Veenstra  («S.-Z,.).  —  Corrections  systématiques  des  mouvements 
propres  des  étoiles  du  Catalogue  de  Bradiej  publié  par  Auwers, 
avec  une  évaluation  des  coordonnées  de  Tapex  du  mouvement 
du  Soleil.  (3oo-3o5). 

Bakker  (G,).  —  Les  fonctions  potentielles  ^(r)  = ; 

et  ç(r)=  — ^ — et  la  fonction  potentielle  de  Van  dcr 

Waals.  (3o8-324). 

Démonstration  du  théorème  suivant  :  Le  potentiel  d'un  point  (x,  y^  z)  par 
rapport  à  des  masses  continues,  comprises  en  des  parties  dilTérentes  de  l'espace 
et  répandues  sur  des  surfaces  diverses,  satisfait  partout,  quelques  points  sin- 
guliers et  surfaces  singulières  exceptés,  à  l'équation  différentielle 

ou 

V'  <j/  =  —  q^^  —  4  "  P  A  sin  a, 
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où  p  indique  la  densilé  en  ce  point,  à  mesure  que  la  fonction  potentielle  prend 
la  première  ou  la  seconde  forme  du  titre.  Discussion  du  théorème  réciproque. 
Énergie  poteniicllc  dans  Tunité  de  volume.  Tensions  dans  le  miliea.  La  tension 
superficielle  et  la  pression  moléculaire. 

Stokvis  (B.-J.),  —  Gornelis  Ilubertus  Carolus  Grinwis.  (320). 

Zeeman  (P-).  —  Expériences  sur  une  variation  asymétrique  des 
raies  du  fer  dans  un  champ  magnétique.  (3'28-356,  5o2). 

Korteweg  (D,'J.)j  Oudemans  (J.-A.-C.)  et  Zeeman  (P-).  — 
Les  manuscrits  de  feu  J.-H.  van  Swinden.  (389-402,  523-529). 

Plusieurs  de  ces  manuscrits,  en  possession  de  l'Académie,  se  rapportent  à 
Tintroduction  du  système  métrique  de  poids  et  de  mesures.  Ainsi  le  manus- 
crit intitulé  Base  du  système  métrique  décimal  contient  des  annotations 
régulières  et  étendues  de  la  Commission  des  Poids  et  Mesures,  auxquelle;* 
van  Swinden  a  assisté.  La  publication  de  ces  annotations  pouvant  jeter  une 
nouvelle  lumière  sur  l'histoire  intime  de  cette  commission  dont  Laplaco, 
Legendre,  Dclambre  et  Méchain  faisaient  partie,  l'Académie  a  adopté  à  l'una- 
nimité la  proposition  de  son  Président  de  faire  paraître  dans  les  publications 
de  l'Académie  la  partie  des  manuscrits  de  van  Swinden  ayant  trait  à  l'intro- 
duction du  mètre.  Dans  un  supplément  à  cette  communication,  les  auteun» 
font  mention  de  quinze  manuscrits  se  trouvant  à  la  bibliothèque  de  l'Univer- 
sité de  Leyde  et  de  registres  alphabétiques  de  lettres  adressées  à  van  Swinden  et 
des  copies  des  lettres  de  réponse,  y  faisant  partie  de  la  collection  B.  P.  L.,  n*  755. 

Kaptcyn  (y.-C).  —  Détermination  des  coordonnées  de  Papex 
du  mouvement  du  Soleil.  (^\oi-^'à[\). 

L'hypothèse  qui  doit  former  la  base  de  la  détermination  de  la  direction  du 
mouvement  de  noire  système  solaire  est  sans  doute  crilc-ci  :  Les  mouvements 
propres  parlirulicrs  des  étoiles  fixes  n'ont  pas  de  prédilection  pour  une  direc- 
tion déterniince.  Cependant,  ni  la  méthode  d'Airy,  ni  celle  d'Arficlandcr  ne 
s'appuient  enlièrcmenl  sur  cette  hypothèse,  et  ces  deux  méthodes  pn'vahnt 
presque  sans  exception  chms  les  déterminations  récentes  de  l'apex.  Même  la 
distribution  inégale  des  mouvements  propres  par  rapport  aux  grands  cercles 
qui  passent  f>ar  l'apex  a  conduit  M.  K<d)old  à  .«ïc  défaire  de  l'hypothèse  fonda- 
mentale indiquée  comme  n'étant  pas  sunisaniment  d'accord  avec  les  observii- 
tions.  D'après  .M.  Kapleyn.  cette  conclusion  est  prématurée  à  ce  moment  où  l'on 
ne  possède  pas  encore  un  seul  calcul  se  basant  exclusivement  sur  celle  hypo- 
thèse; dans  ce  travail-ci,  il  se  propose  de  développer  une  méthode  nouvelle  qui 
conïble  celte  lacune. 

Ilulshof  [IL).   —   La   dédiictiou  diiccto  de  la   valeur  de  la  con- 
stante moléculaire  t,  considérée  comme  tension  de  la  surface. 

(432-4  il)- 
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Van  der  Waals  (/.-/).).  —  Refroidissement  d'un  courant  de  gaz 
•sous  un  changement  soudain  de  la  pression.  (441-4^0- 

D'après  Lord  Kelvin  et  Joule,  le  refroidissement  est  représenté  par  Téquation 

T       T  —  /-  ^'~"^^ . 

'  I 

d'après  l'équation  caractéristique  on  trouve,  si  /?,  et  p^  ne  sont  pas  grandes, 
ou,  si  a  est  une  fonction  de  température, 


^        2      273 


^■-^'^^•fhR;)'-*]^/'-^')- 


Dans  les  derniers  temps,  M.  Linde  s'est  servi  de  ce  refroidissement  pour  ob- 
tenir des  températures  très  basses;  donc  à  présent  il  est  plus  important  qu'au- 
paravant d'en  connaître  exactement  la  valeur.  C'est  ce  qui  a  conduit  l'auteur 
i  refaire  ses  calculs  et  à  étudier  spécialement  les  circonstances  sous  lesquelles 
ce  refroidissement  devient  maximum. 

De  Vries  (/.).  —  Les  courbes  gauches  de  l'ordre  cinq  et  du  genre 
premier,  (45i-457). 

1.  Par  un  point  quelconque  de  l'espace  on  peut  mener  cinq  bisécantes  b  de  la 
courbe  gauche  0}  de  l'ordre  cinq  et  du  genre  premier;  par  un  point  quelconque 
de  cette  courbe  il  passe  un  couple  de  trisécantes  /. 

2.  Les  bisécantes  b  qui  s'appuient  sur  une  droite  quelconque  donnée  d  for- 
ment une  surface  0'^  de  l'ordre  quinze,  dont  £/ est  droite  quintuple  cl  G^  courbe 
quadruple;  elle  admet  de  plus  une  courbe  double  G^". 

3.  Si  d  est  unisécantc  u  de  G|,  on  trouve  une  surface  6"  à  droite  quin- 
tuple M,  courbe  triple  G}  et  courbe  double  G^ 

4.  Si  d  est  bisécantc  6,  on  trouve  une  Ô'  à  droite  quadruple  b  et  courbe 
double  G^.  Une  bisécantc  donnée  b  ne  rencontre,  hors  de  G^,  qu'une  Irisécanle 
unique  t, 

5.  Le  lieu  de;»  trisécantes  t  est  une  surface  t^  à  courbe  double  G\  du  genre 
premier.  Par  \\n  point  quelconque  d'une  trisécanie  donnée  /  ij  passe  un  couple 
de  bisécantes  b\  le  lieu  de  ces  bisécantes  est  une  surface  ^^  à  droite  double  /, 
dont  la  directrice  simple  est  une  unisécantc  u  et  l'inlerseclion  de  deux  plans 
tangents  doubles. 

G.  Une  conique  Q^  qui  rencontre  G}  en  cinq  points  ne  rencontre,  hors  de  G}, 
aucune  trisécante  t.  Le  lieu  des  coniques  Q''  situées  eu  drs  plans  passant  par 
une  droite  donnée  d  est  donc  une  9^.  Si  âf  est  unisécantc  i/,  son  point  d'appui  S 
sur  G^'(*sl  point  double  de  9^;  si  r/  est  bisécantc  6,  9^  admet  deux  points  dou- 
bles; si  d  est  trisécanie  /,  9^  coïncide  avec  ^i'.  Donc  le  lieu  des  coniques  Q^ 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  2*  série,  t.  XXIV.  (Août  1900.)  R.12 
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s'appiiyant  cq  deux  puinls  sur  une  droilc  (juelconque  ilontiée  est  une  sttrfiice 
cubique. 

7.  Le  lieu  des  coniques  Q^,  qui  passent  par  un  point  donné  P  de  l'espace,  est 
une  surface  cut)iquc  r,^  à  point  double  P;  ces  coniques  se  trouvent  dans  les 
plans  d'un  faisceau  dont  une  droilc  p  par  P  est  l'axe. 

8.  L'axe  p  délcrminé  par  le  point  P  n'appartient  pas  à  une  seconde  surface 
cubique  ir^;  il  est  indéterminé  si  P  fait  partie  de  G}  et  coïncide  avec  une  tri- 
sécante  t  bi  P  se  trouve  sur  x^. 

0.  Si  P  parcourt  une  droite  donnée  a,,  l'axe/?  décrit  une  surface  réglée  s' 
dont  a,  est  la  directrice  simple;  cette  surface  a'  contient  les  cinq  trisécanlcs  i 
qui  s'appuient  sur  a,,  et  ces  cinq  irisécantes  rencontrent  la  directrice  double  a, 
de  a^  Les  droites  a,  et  a,  se  correspondent  l'une  l'autre  d'une  manière  réci- 
proque. Si  a,  elle-même  est  un  axe,  a'  est  une  surface  de  Cayley  et  a,  et  a, 
coïncident;  donc  cbaque  axe  p  et  chaque  trisécante  t  sont  conjugués  à  eux- 
mêmes  dans  la  correspondance  (a,,  a,). 

10.  Relation  réciproque  des  surfaces  7?  correspondant  à  deux  droites  conju- 
gués a^^  a^. 

11.  Les  droites  (a,,  a,)  sont  les  droites  conjuguées  d'un  complexe  linéaire 
dont  les  axes  p  et  les  trisécantes  sont  les  rayons. 

12.  Trois  droites  ayant  en  commun  avec  GJ  respectivement  a,  p,  y  points 
déterminent  (3  —  a)  (3—3)  (3  — v)  coniques  Q'  qui  les  rencontrent;  trois 
trisécantes  quelconques  déterminent  donc  une  Q-  unique. 

13.  Le  lieu  des  coniques  Q-  qui  s'appuient  sur  une  conique  C  donnée  est 
une  surface  y-^^  dont  C-  est  une  courbe  quadruple  et  la  conique  Q'  située  dans 
le  plan  de  C  une  courbe  sextuple.  Dégénérations  de  y"  con-espondant  à  des 
cas  particuliers. 

li.  Trois  cuiiiqurs  ayant  en  commun  aven  G}  respectivement  a,,  3,  y  points 
diHcrniinciil  ('>  -a)  (G— Ji)  (<»— v)  (()iii(|ucs  Q-  qui  les  rencontrent;  Iroi^ 
coniques   <)-   (|uelrnriqnes   déterminent   «lonc    une  conique   Q-   uni(|ue   qui    les 

Sclioutc  [I^.'ll,),  —  Les  courbes  gauches  lulionnelles.  (548-555). 

I/aiilcur  s'occupe  de  la  série  des  nombres  euractéri-^liques,  commençant  par 
la  rjii-se  el  se  terminant  par  r«>rdre,  tie  la  eoiirbc  tordue  qui  forme  dans 
Tespaee    1'),   à  .y  diniensi<»ns   le   lieu   du  centre  de  courbure  hyperspbérique  de 

l'onlre  le  plus  élevé  de   la   courbe  tordue  rationnelle   la   plus  fîénérale   H?  de 

roi-(Ii(>  //,  bien  contenue  dans  l'espaec  l\  à  s  dimensions,  mais  pas  contenue 
dans  un  espace  K,.  ,  à  5       i  dim<>nsioiis. 

Après  avoir  réduit  les  s  éijuations  vx,  ^  a  ,  (/  --  i,  j,  ...,  s)  de  \\"  par  rap- 
port  à   un    système  d'ave*  rc-îlan^ulaires,  où  a,,   a^ a,  el  v  représentent 

des  polynômes  de  de^ré  /)  dau>  le  paramétre  t^  à  l'aide  d'un  déplacement  paral- 
lèle «lu  système  des  axes,  à  la  forme  v; . -.-  Ji  ,  (i    .  i,  a,   ...,  s),  où  Jîj.  3.,   .... 

|î,  ne  contiennent  /  tpi'an  de^iè  //    -  i,  l'espace  normal  de  l'ordre  s  —  i  de  H?  au 
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point  /  est  représenté  par 


>'^(?>-M')l  =  2](?>-?.^')?.^ 


1=1  1=1 

où  ^'i  et  v'  désignent  les  dérivées  de  ^,  et  v  par  rapport  à  t.  Cette  équation  con- 
tenant /  au  degré  3/1  —  2,  les  nombres  caractéristiques  en  question  sont 

3n  —  2j        2(3/1  —  3),        3(3/1  — 4)i        ...»        s{Zn  —  s  —  i). 

Ensuite  (^auteur  s*occupe  des  cas  particuliers  où  l'équation  de  Tcspace 
normal  de  Tordre  j  —  i  de  R?  au  point  t  abaisse  son  degré  en  t.  Ces  cas  parti- 
culiers, en  apparence  de  cinq  espèces  difTérenles,  se  réduisent  aux  deux  cas 
suivants  : 

a.  L'équation  v  =  o  admet  des  racines  égales. 

b.  Les  équations  p,  =  o,  (1  =  1,  2,  ...,  s),  admettent  des  racines  communes 
égales. 

La  communication  se  termine  par  la  détermination  de  l'abaissement  du 
nombre  caractéristique  3/t  —  2  dans  ces  deux  cas. 

De  Vries  (*/.).  —  Comilanls  orthogonaux  (oôa-S^i). 

1.  Représentation  de  l'équation  binaire  ai  =  o  par  n  droites  passant  par  l'ori- 
gine. Transformations  linéaires. 

2.  Construction  de  comitants  orthogonaux  ou  fonctions  de  a,,  a^,  x,,  x^  qui 
ne  varient  pas  quand  on  fait  tourner  le  système  d*axes  rectangulaires.  Les  co- 
mitants absolus  j?]-+- j?5  et  (ar,  —  y,  )^-h  (x,  — y^)'.  Le  caractère  invariant  des 
symboles  a.,  a^,  (a6),  a,,  (aj?),  x^,  ar^.,  (xy).  Seulement  les  formes  d'ordre 
pair  admettent  des  invariants  linéaires. 

3.  Les  invariants  a.s  a^^-i-a^^y  al  r^  al^-h2a]^-i-al^^  (û^)'  =  ^(aj^aos  — a?i) 
de  la  forme  quadratique  al^  a^^X'-\-  '2a^^x^x^-{-  a^^x\, 

4.  Le  covariant  {axy  représenté  par  les  droites  perpendiculaires  aux 
droites  a\.  Le  covariant  {ax)a^  des  deux  rayons  perpendiculaires  entre  eux, 
séparant  al  haniioniquement. 

5.  Le  covariant  Oh^x^t—  ff^  ""^  mêmes  axes  de  symétrie  que  al. 

6.  Les  invariants  simultanés  (o/)',  a*=/i»  («/)ay des  deux  formes  a^,/^. 

7.  Le  résultant  aj^J—  2(a6)(/^)a^6^  =  ode«i=  o  et  {/x)-—  0.  Le  couple 
orthogonal yy ai—  a^f\—  o  de  Tinvolution  a\-^\f\—  o. 

8.  Les  invariants  {^ab)al  et  (a^)^  de  ai  s'annulant  identiquement.  Les  inva- 
riants d'ordre  pair  {^abYOi^  et  al.  L'identité  {^ab)'^-\- al  — a^b^,  donnant 
a^a^b^-=z{abYa^-\- al.  La  condition  sa^î -h  3(a6)-a^  —  o  que  deux  des  rayons 
de  aj  =  o  sont  orllio^nnaux  Tun  ù  l'autre. 
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y.   La  forme  polaire  a^.al=o.  Le  covnriant  {abya^bj^  de  Hcsse;  sous  la 

condition  {abya,,—  o  ses  rayons  sont  orthogonaux  l'un  à  Tautre.  Rapport  de 

{ab)^{ax)b^=  o  et  {ab)alb^=  o. 

10.  Les  invariants 

h  =  al,      i={ab)'y     J  =  {bcy{ca}^ab)\      m=zai,      l  =  {ab)^ al  dt  a^. 

La  condition 

8(ôc)=(ca)=(a6)2-hG(ôc)»a:— 3ai6ic2  =  o, 

sous  laquelle  al=  o,  se  compose  de  deux  couples  de  droites  rectangulaires. 

11.  Extension  aux  formes  ternaires. 

Lorentz{II,'A.).  —  Considérations  sur  la  gravitation.  (6o3-6ao). 

D'abord  Tauteur  fait  voir  qu'une  théorie  purement  électromagnétique  de 
Tattraction  universelle  semble  impossible.  Ensuite  il  établit  une  théorie  qui, 
par  les  hypothèses  fondamentales  et  par  la  forme,  se  rattache  autant  que  pos- 
sible à  celle  de  Tclectricité. 

Kapteyn  (  ^Z^.).  —  Un  cas  particulier  de  l'équalion  difTércntielle 
de  Monge.  (r)2o-G'A'wi). 

Conditions  sous  lesquelles  ré(|nalion  *-+-X/  -h  {i  =  o  admet  deux  intégrales 
intermédiaires.  Application  aux  deux  cas  *  -h  X/  =  o  et  *  -+-  jx  =  o. 

Schoiite  (P. -/y.).  —  Sur  le  lieu  du  centre  de  courbure  hj-per- 
spliérique  clicz  la  courbe  normale  de  l'espace  à  n  dimensions. 

Dans  la  Communiralion  prri'édonlc  l'auteur  a  fait  connaître  l'abaissement 
(|iie  |)rut  subir  la  riassc  du  lieu  du  rentre  de  courbure  hypersphériquc.  Ici  il 
étudie  ral)ai>seMienl  de  tou*^  les  nombres  earaetérisliqucs  de  ce  lieu  dans  le 
cas  parlii'uiier  où  la  courbe  rationnelle  originale  est  une  fi>rmc  particulière 
de  la  courbe  iiorniaie  la  plus  simple  ilc  respace  à /i  dimensions.  D'abord  le  cas 
(le  la  «nui  lu;  n«irm.ile  jc  /',  (/'  -  i.  ■.>.  3),  de  l'espace  tridimcnsional  sert  d'in- 
troduction. Ku^uile,  apro  avoir  rappelé  la  dcmonslration  du  théorème  général 
il'où  découlent  le>  iiouibrc*^  ca i"acléiislii|ues  généraux 

;'•//—:>.         ?  f  Ti /i    -."»),        3 (  .'W/  —  -4  ) ,         ....        s{on  —  s  —  \)^ 

l'autfMir  (Ic-duit  les  nombres  caractéristiques 

in       I.         3//       3,         '|//    -7,  ...,         ?//— 1. 

(lu  cas  particulier  de  la  courbe  normale  «r,  -  /,  \i  -  1,   \  3 n). 

]  an  (1er    \\  dais  Jr  {./.-/>.).  —   l'^tpiahi^ns  otj  inlorvicnnent   des 
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fonctions  pour  des  valeurs  différentes  de  la  variable  indépen- 
dante. (638-65i). 

Considéra  lions  générales  sur  certains  problèmes  de  physique  en  rapport  avec 
un  problème  traité  par  M.  Galilzin  {Annales  de  Wiedemann,  t.  56,  iSgS). 

Kluyver  (J.-C).  —  Formules  d'approximation  en  relation  avec 
les  nombres  premiers  au-dessous  d'une  liniile  donnée.  (672-682). 

La  méthode  de  Riemann  pour  la  déduction  des  nombres  premiers  p  inférieurs 
à  un  nombre  donné  c  s'applique  également  à  l'évaluation  d'autres  expressions 

arithmétiques   des   nombres   premiers  comme   la   somme  2^p~'   des    valeurs 

r<<' 
inverses  de   leurs  puissances  5'*'"*».  Toujours  les  résultats  qu'on  obtient  dans 

ces  cas  contiennent  un  système  de  termes  dépendant  des  zéros  complexes  {i  de 
la  fonction  s  ^^-  Hiemann;  toujours  le  plus  important  de  ces  termes  est  la 
même  fonction  discontinue  de  la  limite  c,  tandis  que  les  autres  termes  sont 
continus  et  d'une  influence  beaucoup  plus  petite.  En  face  de  l'impossibilité 
d'une  évaluation  directe  du  terme  discontinu,  l'auteur  a  déduit  des  approxi- 
mations plus  ou  moins  serrées  de  quelques  fonctions  symétriques  des  nombres 
premiers  à  l'aide  de  l'élimination  de  ce  terme  discontinu,  toutefois  en  suppo- 
sant connu  le  nombre  des  nombres  premiers  inférieurs  à  c.  Ainsi,  il  trouve 
par  exemple  , 

G.(c)-log|^(*)|--Li(c— ^M=--c-[G„(c)-+-loga-L/(c)], 

où  G,(c)  représente  la  somme  des  valeurs  inverses  des  puissances  j'*»"  des 
nombres  premiers  inférieurs  à  c.  De  plus,  en  prenant  la  dérivée  de  cette  é(jua- 
tion  par  rapport  à  5  il  trouve 

logM(c)  -H  logait  —  c  =  logc[Ga(c)  -+-  logs  —  Li(c)], 

où  M(c)  représente  le  multiple  commun  le  plus  petit  de  tous  les  nombres 
entiers  au-dessous  de  c.  Véritications  et  applications. 

Schoute  (P. -/y.).    —    Le    théorème    de   Joacliimslhal    chez   les 
courbes  normales.  (•j4i-7^>')* 

On  a  les  théorèmes  suivants  : 

«  Les  circonférences  de  Joaehimsthal,  qui  se  présentent  chez  une  parabole, 
forment  un  réseau  à  un  point  do  base,  le  sommet  de  la  parabole. 

»  Si  le  point  d'intersection  P  des  trois  normales  parcourt  le  système  plan 
dont  le  plan  de  la  parabole  est  le  support,  le  rentre  M  du  cercle  par  les  pieds 
des  trois  normales  décrit  dans  le  même  plan  un  système  plan  en  afHnilé.  » 

D'abord  l'auteur  éten<l  ces  théorèmes  à  la  courbe  normale  de  l'espace  ordi- 
naire, la  parabole  gauche  représentée  par  les  équations  a:.=  /•,  (1  =  1,  i,  3), 
En  désignant  respectivement  comme  points  conormaux  et  points  consphériques 
les  cinquples  de  points  <le  la  courbe  dont  les  plans  normaux   passent   par  un 
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même  point  et  les  sextuples  de  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  une 
sphère  quelconque,  il  trouve  : 

»  Les  sphères  déterminées  par  les  quadruples  de  points  de  la  parabole  gauche 
conormaux  avec  un  point  donné  /,  de  cette  courbe  en  contiennent  encore  deux 
points  fixes,  les  points  t  déterminés  par  la  relation  3<'~  S^i/ +  i  =  o;  elles 
forment  donc  un  réseau  dont  ces  points  sont  les  deux  points  de  base.  Et  si  le 
point  donné  /,  parcourt  la  parabole  gauche,  ces  deux  points  engendrent  sur  elle 

une  involulion  quadratique  à  deux  points  doubles  réels,  les  points  db  ^  y^, 

»  Dans  l'espace  la  relation  entre  le  point  d'intersection  P  des  plans  normaux 
et  le  centre  M  de  la  sphère  de  Joachimsthal  est  une  correspondance  (5,5). 

»  Dans  un  espace  quadridimcnsional,  dont  l'espace  ordinaire  fait  partie,  le  lieu 
des  deux  points,  représentant  d'après  la  cyclographie  de  Fiedier  les  sphères  de 
Joachimsthal,  est  un  espace  courbe  du  dixième  ordre. 

Ensuite  Tauteur  trouve  pour  la  courbe  normale  x.=  /*',  (  i  =  i,  a,  3,  . . .,  /i  ), 
en  E,  : 
>»  Les  hypersphères  H„._,  à  ii  —  i  dimensions,  déterminées  par  les  groupes 

de  /t  + 1  points  de  la  courbe  normale  N;;  conormaux  avec  n  —  3  points  donnés  /,, 
^21  •••♦  '«_3  de  cette  courbe,  la  rencontrent  encore  en  n  — i  points  fixes  *,, 
*3»  ••  •♦  *„_!  et  forment  donc  un  réseau  dont  l'hypersphère  11^. ,  an  —  3  dimen- 
sions déterminée  par  ces  points  est  la  base.  Et  si  le  système  des  n  —  a  points 

donnés  /  parcourt  N",  les  groupes  de  points  s  engendrent  sur  NZ  une  involu- 
tion  de  l'ordre  n  —  i  à  n  —  a  dimensions. 

»  Si  P  parcourt  le  plan  r  commun  aux  espaces  normaux  des  n  —  a  points 
donnes  /,,  /j,  ...,  /„_2,  le  centre  M  de  l'hypersphère  correspondante  H^_|  décrit 
le  plan  \l  des  points  à  égale  distance  des  n  —  i  points  «,,  s^y  «..^  ^«_i  du 
groupe  roiTcspondant;  les  systèmes  plans  de  P  et  M  en  r  et  (i  sont  en  affinité. 

»  Dans  l'espace  E„  la  relation  entre  les  points  P  et  M  est  une  correspon- 
dance {?.n  —  I ,  :>  /i  —  I ). 

>»  Dans  un  «spaco  K„_,  contenant  Tespaee  K,,  qui  porte  la  courbe  normale  N, 
donnée,  la  représentation  cyelo;;rapliique  des  hypersphères  de  Joachimsthal  de 
cette  ronri)»'  mène  à  un  espace  courbe  de  l'ordre  ^(an  —  i)  à  n  dimen- 
sions, etc.  » 


Nlb:U\V  AUCIIIKF  voon  WISKUNDE,  seconde  série  (»). 

Tome  111;  i*S8. 

Il  \  t/to//'  [  M"'"     i.-G.).  —  Sur  la  slahililô  dos  Irajccloircs  ellipli- 
(|iM's  ilëcrilcs  >oiis  larlion  do  trois  f(»rcfs  centrales  t  «*n  hollan- 

d.llS  I.    \    l-M)  K 

>oliiiinn  ci»nriinnée  «lu  prolilcine  de  inncours  >ni\ant  pnq»osè  par  la  Sm:iétê 
ni.tllirnMt hjiie  d  .Vni>lei (i«ini  en   i^^i\  (,  n^  10  >  : 


■  \«»ii    liuUvtin.  Wll  .  I»    III 
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«  On  démontre  sans  peine  qu'on  peut  obtenir  une  trajectoire  libre  elliptique 
ou  hyperbolique  sous  l'action  de  trois  forces  centrales,  deux  forces  attractives 
ou  répulsives  émanant  des  deux  foyers  et  agissant  en  rayon  inverse  du  carré 
de  la  distance,  et  une  force  attractive  ou  répulsive  émanant  du  centre  et  pro- 
portionnelle à  lu  distance.  On  demande  à  examiner  la  stabilité  de  ces  trajec- 
toires et  la  forme  des  trajectoires  infiniment  peu  disturbées  ». 

L'auteur  donne  deux  solutions,  la  première  en  coordonnées  bipolaires,  la 
seconde  en  coordonnées  elliptiques.  Chemin  faisant  elle  résout  le  problème  78, 
chapitre  V,  de  Dynamics  of  a  particle  de  MM.  Tait  et  Steele;  enfin  elle  étudie 
plusieurs  cas  particuliers. 

Schoule  (P,'fl,),  —  Sur  une  cerlaine  enveloppe  (en  allemand). 
(3o-32). 

«  Sur  une  cubi(|ue  plane  donnée  C  on  fixe  3X  —  1  points  A-.  D'un  point 
quelconque  X  de  C^  comme  centre  on  projette  ces  points  fixes  A,  en  A;  sur  C'. 

Toutes  les  courbes  C^  d'ordre  X  passant  par  les  3X—  1  points  V;  coupent  C 
encore  en  un  point  déterminé  Y.  Chercher  l'enveloppe  de  \Y  quand  X  par- 
court C  ». 

A  l'aide  d'un  paramètre  elliptique  l'auteur  donne  la  solution  de  ce  problème 
légèrement  généralisé  et  fait  connaître  les  nombres  de  PlUcker  de  Tenveloppe, 
Si  n,  m,  g,  dy  ty  r,  w  représentent  respectivement  l'ordre,  la  classe,  le  genre 
de  l'enveloppe  et  son  nombre  de  points  doubles,  de  tangentes  doubles,  de  points 
de  rebroussemcnt  et  de  points  d'inflexion,  on  a,  indépendamnienl  de  X^,  lescim] 

relations 

/i  =  1» m,        d  —  ^tf        r  ^  ^rHy        iv  =  o,        ^  =  • . 

trois  desquelles  impliquent  les  deux  autres. 

Rahusen  (A,-E.),  —  Sur  une  construction  du  cenire  des  moin- 
dres carrés  d'un  système  de  droites  (en  français).  (.i3-3.'>). 

Démonstration  nouvelle  extrêmement  simple  de  la  construction  de  Ch.-.Af. 
Schols,  démontrée  auparavant  par  M.  M.  d'Ocagne,  se  basant  sur  le  thé<irémc 
suivant  :  Un  point  mobile  dans  son  plan  et  le  barvcentre  de  ses  points  symé- 
triques par  rapport  à  un  système  de  droites  décrivent  «leux  figures  inverse- 
ment semblables. 

Kluyver  {J.'C .),  —  Solution  d'un  problème  (en  anglais).  (36-3()). 

L'auteur  expose  une  méthode  élémentaire  pour  obtenir  les  valeurs  des  deux 
invariants  g^  et  g^  de  la  fonction  elliptique  j)i/,  sachant  que  le  rapport  u  d'un 

couple  de   périodes   primitives  aw^   et  aw,   a   la  valeur  v— '•  Cette  méthode 

peut  être  appliquée  dans  le  cas  plus  général  Wj—  iw^  y/j" —  1. 

De  Vries  (/.).  —  Sur  certaines  chaînes  de  Slurm  (en  allemand). 

(40-5^). 

Comme  on  sait,  une  chaîne  de  Sturm  est  une  série  de  fonctions  entières  et 
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ralionocllcs 

/(«)i    /i(«)»    /.(a?),     ....    A(ar) 

jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

1*  La  dernière  fonction /„( x )  ne  disparaît  pas  pour  une  Talcor  réelle  de  x. 

3*  Deux  fonctions  consécutives /(j;),  /.^i(â7)  n*admettent  pas  de  racine 
commune  réelle. 

3*  Si  une  des  fonctions  fAx)^  où  /?  =  i,  3,  ...,  m  —  i,  disparaît  pour  la 
valeur  réelle  a  de  x^  la  substitution  â?  =  a  en  /_  ,(x)  et/^,(x)  mène  à  des 
valeurs  qui  différent  de  signe. 

4*  Si  f{x)  disparaît  pour  la  valeur  réelle  â?  =  a,  la  substitution  x  =  a 
en  /i(â?)  et  la  dérivée /"(â;)  de/(j?)  mène  à  des  valeurs  de  même  signe. 

L'auteur  considère  plusieurs  cas  particuliers.  Après  avoir  indiqué  l'exemple 
très  simple 

G«>    G— 1»    G._„     ...,    G„    Gp    G„ 

où 

G„=  (a2r-*-6*)"-+-(aj:  —  fti)",    a  >  o, 

il  s'occupe  de  la  fonction  V„(^)  qu'on  obtient  en  remplaçant  x -\ par^^ 

X 

en  j:"H »  soumise  à  la  relation  récurrente 

v.(r)=^v_,cr)-v_,(^), 

tandis  que  V,(^)  =  a.  Eu  égard  à  la  quatrième  condition,  la  série 

V        V  V  V       V        V 

forme  une  chaîne  de  Sturm  pour>^'<4'  La  fonction  z  =  \\(^)  forme  une 
intégrale  de  Téquation  différentielle  linéaire 

Cl  l'on  trouve  que  la  série 

\'         V"        V  V 

ou  V^  rcprcscnlc  la  dérivée  de  V.  forme  encore  une  chaîne  de  Sturm.  Ensuite 

l'auteur    conr^iJére    la    fnnrlioii    V^(.>')    qu'on    obtient    par    la    substitution 

I 

X  -\ —   —y  en 

qui  tnenc  d'une  manière  analogue  à  deux  chdincs  de  Sturm  dans  le  même 
intervalle  >'•<  \.  Kl  en  pv»>ant 

on  .1 

V.  =  Q  -«?.... 

^\'*••\\  >1«'-M;lr  que  <ian>  1<.    nicmc   iiUii\aiic  \^  l^■ntll•^o  Q^  m^nc  au>M  a  deux 
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Chaînes  de  Sturm.  Enfin  Fauteur  étudie  la  fonction  âc  y  =  x  -\ définie  par 

Su 

réquation 

qui  se  comporte  tout  à  fait  de  la  même  manière  que  les.  fonctions  précédentes 

Cardinaal  (/.).  —  Construction  de  l'accélëration  du  point  de 
rencontre  de  deux  tiges  mobiles  (en  français).  (53-56). 

En  donnant  une  construction  difTércntc  de  celle  de  M.  Burmcster,  Fauteur 
se  propose  de  restreindre  le  nombre  des  constructions  élémentaires  et  de  faire 
une  application  des  principes  des  accélérations  perpendiculaires.  On  sait  que 
beaucoup  de  constructions  de  la  cinématique  se  simplidcnt  quand  on  opère 
avec  des  grandeurs  géométriques  égales  aux  vitesses  des  points  mobiles,  mais 
menées  perpendiculairement  à  leurs  directions  dans  un  sens  donné;  ici  l'auteur 
applique  celte  même  idée  aux  accélérations.  Après  avoir  résolu  le  problème 
général,  il  l'applique  au  cas  du  quadrilatère  articulé. 

Korteweg  (D.-J.),  —  Descartes  et  les  manuscrits  de  Snellîus 
d'après  quelques  documents  nouveaux  (en  français).  (57-71). 

Le  but  de  cet  article,  qui  a  paru  d'abord  dans  le  fascicule  de  la  Bévue  de 
Métaphysique  et  de  Morale  de  juillet  1896,  consacré  à  la  mémoire  de  Des- 
cartes, est  de  donner  une  étude  détaillée  des  documents  qui  se  rapportent  à  la 
découverte  de  la  loi  de  la  réfraction  et  des  questions  qu'ils  soulèvent.  Les  résul- 
tais  sont  formulés  dans  les  trois  thèses  suivantes  : 

I*  Avant  la  découverte  par  Golius  en  i63a  du  manuscrit  de  Snellius  les  tra- 
vaux de  Snellius  sur  la  loi  de  la  réfraclion,  ou  du  moins  le  résultat  qu'il  en 
avait  liréj  étaient  inconnus  à  quelques  personnes  des  mieux  placées  pour  les 
connaître. 

2®  La  loi  de  la  réfraction  élait  connue  par  ces  mêmes  personnes  bien  avant 
la  trouvaille  du  manuscrit  de  Snellius;  ils  rattribuèrenl  à  Descartes. 

3*  Descartes  a  eu  connaissance  de  la  découverte  des  manuscrits  de  Snellius 
avant  la  publication  de  sa  Dioptrique. 

Enfin  l'auteur  voue  quelques  mots  aux  difficultés  qui  restent. 

De  Vries  (y.).  —  La  Géométrie  du  tore  (en  allemand).  (72-76). 

L'auteur  fait  voir  que  le  tore  ne  porte  d'autres  circonférences  que  les  paral- 
lèles, les  méridiennes  et  les  couples  de  circonférences  situés  dans  les  plans 
tangents  doubles. 

Janssen  van  Raay  (  IV.'IL-L.),  —  Sur  une  formule  de  la  Géo- 
métrie non-euclidienne  (en  français).  (77-79). 

Démonstration,  plus  simple  que  celle  de  Bolyai,  de  la  formule 

co\.\t,{x)  =  e^f 
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où  i:{x)  représente  Tanglc  de  parallélisme  correspondant  4  la  distance  x  et  it 
la  constante  caractéristique  de  la  Géométrie  de  Lobatsclicfsky. 

Kluyver  (J,-C.).   —   Formules   d'addilion  des  fonctions  sigma 
elliptiques  (en  hollandais).  (80-93). 

Dans  la  plupart  des  traités  sur  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  on  s'occupe 
avec  grande  prolixité  des  relations  abondantes  entre  les  fonctions  0  à  argumeois 
composés,  et  l'on  néglige  ordinairement  les  formules  analogues  pour  la  fonc- 
tion 9.  Sans  doute  on  peut  passer  sans  beaucoup  de  peine  des  fonctions  6  aux 
fonctions  9.  Ici  Fauteur  déduit  d*une  manière  directe  les  formules  qui  se  rap- 
portent aux  fonctions  9,  après  avoir  démontré  d'avance  que  la  fonction  9{u) 
jouit  de  la  propriété  remarquable  d'être  la  fonction  unique,  holomorphe  dans 
tout  le  plan,  qui   possède  les  caractères  de  périodicité  indi(|ués  par  l'équation 

»(m4-2u).  )=  — 9  ac'-'J«<'«-»-«^a',        (  a  =  I ,  a,  3  ), 
où  Ton  a  T„-h  T,j-f-  t,j=  o  et 

*^2^.J—  W;i''*2=^  WjT„—  W,T,,=  U>,T,.—  to)2T„=    — -  • 

Vprès  avoir  déduit  les  relations  entre  les  quatre  fonctions  conjuguées  9,,  v,, 
9j,  9p  l'auteur  en  donne  trois  applications.  D'abord  il  déduit  les  valeurs  de  u:, 
et  x^  des  deux  équations  connues  de  Kosenhain  (Mémoire  sur  les  fonctions 
de  deux  variables  et  à  quatre  périodes,  Mémoires  des  savants  étrangers. 
Paris,  18.') I  ):  ensuite  il  calcule  les  fonctions  elliptiques  <le  l'argument  i%  celles 
de  'iv  étant  données;  enfin  il  s'occupe  des  coordonnées  elliptiques  dans  l'espace. 

Tcsch  (J.-Jt\).   —   Où    est   décédé    Simon    Stevin    (en   hollan- 
dais)? (c)/i). 

l)'Hprès  l'autour,  Slt'vin  c>t  «ircrdô  à  la  Haye  (  Haaiiislraal,  ^7)  <*t  n«m  pa<  à 
Lcvdo. 

Il  yt/toj/' i^M^^*' A  ,'G.).  — Sur  la  slahililé  (lvuami(|ue  d*un  svslènio 
(le  particules  (eu  an«;lais).  (()5-i  10). 

Solution  couronnée  du  problrnir  <!«•  r«»n(*<»uis  suivant  pr«q>o>é  par  la  Société 
niutliéniati(|ue  d'Anistcrdani  en  iHt)')  (  n"  '2)  : 

«  lu  nombre  do  partiruics  s'attirant  Ich  unes  lc<  autres  en  raison  i\r.  leurs 
masses  et  de  la  puissance  n"""  de  leurs  distane<'s  se  meu\ent  d'une  telle  ma- 
nière <|ue  ces  dislanees  ne  varient  pas.  On  iiemande  à  examiner  la  stabilité  du 
système.  >• 

Sous  les  conditions  indi(|u«'-es  le  mou\ement  du  système  consiste  en  une  trans- 
lation ei  une  rotation  autour  d'un  a\e  par  \v  rentre  de  ;;raviié  :  c<"i  deux  mou- 
\emeuls  ont  «les  vitesx's  constantes  et    l'axe  de  rotation   eonser>e  sa  direction. 

L'auteur  trouve  «|uo  le  système  en  question  est  stable  ou  instable,  suixant 
qu'une  certaine-  é(|uation  h  "~  o,  (u'i  1>  est  un  dcterminant  dont  les  éléments 
de  la  <li.iuonale  priuci|ialc  ont  la  Utruw  ani  -•■  //.  tandis  (|ue  les  autres  ebiin-nts 
ne  coniirnnent   pa*»  /;/.  a  ou  n'a  pas  toutes  vi»^   r.irine'>  //*  rcciics  ri   ncuati\e*: 
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elle  en  déduit  qu'il  n'y  a  pas  de  slabilité  dans  le  cas  particulier  de  q  particules 
en  ligne  droite,  les  forces  agissant  en  raison  inverse  d*unc  puissance  quelconque 
de  la  distance. 

Schoute  (P. 'II.).  —   Les  angles   quadridimensionaux  de  deux 
plans  (en  français).  (1 1  i-i  16). 

D'abord  l'auteur  indique,  à  l'aide  d'un  système  rectangulaire  OX,,  OX,, 
OX,,  0X4  en  E^,  les  particularités  suivantes  qui  peuvent  se  présenter  par  rap- 
port à  la  position  mutuelle  de  deux  plans  a,  ^  : 

Le»  plans  ont  en  commnn  Lear  position  relatif  e  e«t  Exemple  :  0X|  Xt  et 

1...  Un  point  à  distance  linic  arbitraire  ax^-hbx^  —  o,  cx^'^da:^  =  o 

2...  Un  point  à  distance  finie  incomplètement  perp.  aj7(  + 6X2  =  0,  cj?4+£/x,  =  0 

3...  Un  point  à  distance  (inie  complètement  pcrp.  j;|  =  o,                ^2  =  0 

4...  Un  point  à  l'infini  incomplètement  par.  ax^-hbx^  =  Cf  dx^-\-  ex^  =  o 

5...  Un  point  à  l'infini  incompl.  par.  et  perp.  ax^+bx^  —  c^  dx^-^  6x^  =  0 

6...  Une  droite  à  distance  finie  incomplètement  par.  ax^-\-bx^  =  Oy  dx^-¥eXx  =  o 

7...  Une  droite  à  distance  finie  incompl.  par.  et  perp.  ax^-irbx^=^o,  dx^-\-ex^=.o 

8...  Une  droite  à  l'infini  complètement  par.  x^=^a^               x^  =  b 

Ensuite  en  revenant  au  cas  premier  il  cherche  le  minimum  de  l'angle  aigu  AOB, 
où  OA  est  une  droite  quelconque  de  a  et  OB  une  droite  quelconque  de  ^  me* 
nées  par  le  point  commun  O  de  a  et  p.  Par  la  Géométrie  et  par  l'Analyse  il 
démontre  qu'il  y  a  deux  minimums  situés  en  des  plans  complètement  perpen- 
diculaires Tun  à  l'autre. 

Vaes  (F.'J.).  —  Les  racines  imaginaires  des  é(]uahons  d'ordre 
supérieur  (en  allemand).  (1  i^-iaS). 

L'auteur  s'occupe  de  l'équation  trinôme  x"±  px  ±:  q  =:  o.  D'abord  il  fait 
voir  que  sous  la  condition  q"-^  n'* ">  p** (  n  — 1)"-'  toutes  les  racines  sont  imagi- 
naires si  n  est  pair,  tandis  qu'il  y  a  une  racine  réelle  unique  pour  n  impair. 
Ensuite  il  démonlrc  plusieurs  théorèmes  en  rapport  avec  une  solution  gra- 
phique et  introduit  une  nouvelle  notion  en  distinguant  les  racines  imaginaires 
accidentelles  et  les  racines  imaginaires  absolues.  Deux  racines  imaginaires  sont 
imaginaires  accidentelles  ou  absolues  suivant  qu'il  est  possible  ou  impossible 
de  les  faire  coïncider  par  une  variation  du  terme  connu  q. 

Mannouiy  {G.).  —  Lois  cyclomatiqiies  (en  français),  (i 26-1  Sa). 

Le  but  principal  de  cette  étude  est  de  faire  connaître  un  rapport  remarquable 
entre  les  nombres  de  Helti  d'une  figure  géométrique  et  ceux  du  milieu  dans 
lequel  se  trouve  celle  figure.  Pourtant  l'auteur  n'a  pas  introduit  ces  nombres 
eux-mêmes;  il  les  a  remplacés  par  d'autres,  une  unité  plus  petits,  ({u'il  nomme 
nombres  cyclomatiques.  Cela  lui  a  permis  d'éloigner  des  formules  toute  con- 
stante sans  interprétation  géométrique  et  spécialement  de  donner  sous  une 
forme  assez  simple  un  ihéorèuiequi  peut  être  regardé  comme  la  généralisation 
de  la  loi  d'Kuler  sur  les  polyèdres.  Tandis  que  cette  loi  égale  la  somme  alternée 
des  nombres  des  sommets,  des  arêtes  et  des  faces  d'un  polyèdre  ordinaire  à 
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deux,  le  thcorémc  général  exprime  que  la  somme  alternée  des  taxes  des  som- 
mets, des  arêtes,  etc.,  est  égale  à  la  taxe  du  polyèdre  lui-même,  où  la  ttixe 
d'une  variété  est  la  somme  allerRéedc  ses  nombres  cyclomatiques.  Ce  théorème 
s'applique  non  seulement  aux  polyèdres  /t-dimensionaux  proprement  dits,  mais 
à  chaque  figure  géométrique  dont  les  taxe*  sont  finies;  il  a  été  donné  sous  une 
autre  forme  par  M.  W.  Dyck  {Math,  Ann.,  t.  37,  p.  38a,  formule  j,  idgo). 
Pourtant  l'auteur  a  cru  que  son  élude  ne  fait  pas  double  emploi  avec  celle  de 
M.  Dyck,  parce  que  ce  dernier  introduit  les  taxe*  des  variétés  /t-dimensionalcs, 
sous  le  nom  de  nombres  caractéristiques,  sans  établir  leur  rapport  avec  les 
nombres  cyclomatiques  ou  les  nombres  de  Betti. 

1.  Les  nombres  cyclomatiques  dans  les  espaces  à  trois  dimensions  eus  plus, 

Cyclose,  sphérosc,  punctose. 

2.  Extension  à  n  dimensions.  —  Variétés  fermées  4  n  dimensions,  cyclose, 
variétés  doubles,  surface-tore. 

3.  Lois  cyclomatiques.  —  Contraction  et  trémature,  taxe. 

4.  La  loi  d'Euler,  —  Exemples. 
Aperçu  historique  de  la  littérature. 

Quint  {IV.),  —  La  droite  gcoérale  de  Wallace  d'un  polygone 
inscrit  (en  anglais).  (iSS-io^). 

Extension  d'un  problème  publié  par  M.  Langley,  en  1889  (Keprints  Educ. 
Times,  question  lasta)  par  la  substitution  de  projections  sous  un  angle  a  au 
lieu  de  projections  orlhogonalcs. 

De  \  ries  (•/.).  --  (^iielcjucs  prohirmes  des  courbes  planes  du 
(juatriôme  ordre  à  un  poinl  double  (en  hollandais).  (i5S-i  JC)). 

Dédur.lion  simple  de  pIn-ijjMirs  lliéorèinrs  >nr  les  (pinrliques  planes  de  ^cnrc 
deux,  driinmlrcs  ix  r;ii<lr  (riiiU'm'alcs  ellipti({ucs  par  M.  W.-ll.  Wcslmpp  Hoberts 
{Proc.  London  Matli.  Soc,  i^\/\)  et  par  l<i  (ironicliir  par  l'auteur  (  H Vc/ier 
Sitzun^sberichte.  t.  lOS,  p.  .'>n). 

De  Vries  (./.)•  —  ^>tir  les  points  d'inlerseclion  d'une  ellipse  avec 
des  cirr.onférences  et  des  h>perl)()les  é(|uilalères  (^en  hollandais). 
(160-164). 

L'auteur  applique  d'abord  la  relation  l:f  .  «•  (ni«Hi'»r:)  entre  les  anomalies 
exeenlriquc»  des  points  d'inlerscelion  d'une  ellif)se  donnée  avee  un  cercle 
queleon(|uc  au  easdu  rerole  o*»rulateur.  Knsuile  il  démontre  le  tliéorènie  de  Joa- 
(:liim>tlial  j;énerali>é  par  Tesrli  à  l'aide  de  la  relulii>n  analogue  I9  •  (  moda-r:) 
entre  les  anomalies  des  points  d'inlerseetion  il'une  ellipse  donnée  avec  une 
liNperbole  é«iuilatère  dont  les  asvmptutes  sont  parallèles  aux  axes  de  l'ellipse. 

\'un  Oss  [S. -T..).     -  Application  d\in  couple  de  ihêorèmes  de  la 
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Géométrie  el  du  mouvement  dans  Tespace  quadridimensional 
à  la  Géométrie  de  l^espace  ordinaire  (en  hollandais).  (165-174). 

Les  deux  angles  plans  de  deux  plans  en  Ë^.  Considérations  analogues  par 
rapport  à  deux  grands  cercles  d'une  même  hypersphcre  qui  se  croisent.  Trans- 
formation sléréographique  de  celte  hypersphcre  en  un  K3,  de  manière  qu'une 
grande  sphère  déterminée  ne  change  pus;  les  grands  cercles  de  l'hypersphére  se 
transforment  en  des  cercles  principaux  de  E,.  Rotation  de  Tespace  E3  autour 
d'uQ  cercle  comme  la  projection  de  la  rotation  d'une  hypersphère  autour  d'un 
grand  cercle.  Déduction  des  propriétés  de  la  rotation  de  l'espace  E,  autour 
d'un  cercle  des  propriétés  du  mouvement  d*une  hypersphère  autour  de  son 
centre,  se  composant  de  deux  rotations  a,  ^  autour  d'un  couple  de  plans  dé- 
terminés A,  B  complètement  perpendiculaires  l'un  à  l'autre.  La  transformation 
de  l'espace  E,  représentée  par  deux  arcs  de  cercles  a,  ^.  Dans  le  cas  particulier 
où  les  deux  composantes  de  la  rotation  de  l'hypersphére  sont  égales^  chaque 
point  de  E^  décrit  un  cercle  principal  et  le  système  de  ces  cercles  jouit  de  la 
propriété  que  deux  cercles  quelconques  qui  en  font  partie  admettent  deux 
angles  plans  égaux.  Application  au  tore. 

Ekama   (//.).    —    Quadrature,    complanation    et    cubature    de 
quelques  figures  planes  et  solides  (en  hollandais).  ('75-179). 

Complément  d'un  mémoire  antérieur  {Nieuw  Archief,  i**  série,  t.  XVI). 

Quint  {IV.).  —  Sur  une  extension  du  théorème  de  Wallace  (en 
anglais).  (i8o-i83). 

Aire  du  polygone  poduire  général.  Les  polygones  podaires  à  aire  donnée  de 
Sleincr.  Le  théorème  de  Wallace  (Simson)  et  son  extension  par  Poncelet.  Une 
relation  probablement  due  à  Gergonne.  Généralisations  :  entre  autres,  la  géné- 
ralisation à  l'espace  due  à  M.  Combette. 

Dans  un  post-scriplum  l'auteur  relève  que  le  théorème  de  Langley  {voir  sa 
Communication  précédente)  a  été  découvert  déjà  en  1877  par  M.  G.  de  Long- 
champs. 

Kruger{S.).  —  Sur  l'ellipsoïde  de  Jacobi  (en  français).  (184-221), 

Mémoire  en  rapport  avec  la  thèse  hollandaise  de  l'auteur  (  Lcydc,  1896)  inti- 
tulée :  Formes  d'équilibre  ellipsoïdales  d'une  masse  fluide  homogène  en 
rotation. 

1.  Résultat  de  Mcyer  (1842)  et  de  Liouville  par  rapport  à  l'ellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux  a,  6,  c,  dit  de  Jacobi.  2.  Discussion  beaucoup  plus  complète  de 

X*  xdx  /*  *  :r'  dx 

-—  et  Aj=    /  3    >  où 


A^=  (  I -H  ar)(i -h  ^,  2:)(i  4- ^>) 


dont  dépend  le  problème,  Tables  qui  d'après  Tisserand  ne  laissent  rien  à  désirer. 
3.   Calculs  de   Plana  (i8r:i).  4.  Calculs  de  M.   Matlhic^iscn  (iSjtj,   1871,   1H80). 
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5.  Mélhode  de  M.  Koàlka  (1870),  élève  de  Hicliclot;  mélhode  à  l'aide  de  la 
fonction  p  de  Wcicrstruss  adoptée  par  Tauteur  en  suivant  partiellemeni  les 
traces  de  M.  Koslka.  6.  Calculs  de  M.  G.  Darwin  (1886).  A  la  fin  de  cet  aperçu 
historique  des  calculs  ayant  trait  aux  formes  d*équilibre  clIipsoTdalcft  d*une 
masse  fluide  en  rotation,  l'auteur  rend  hommage  à  Hoche.  7.  Élargissement  du 
problème  par  M.  Poincaré  (i885)  qui  montra  que  tant  parmi  les  ellipsoïdes  de 
Jacobi  que  parmi  les  ellipsoïdes  de  révolution  (Maclaurin,  d*Alembert)  il  y  a 
une  infinité  de  figures,  appartenant  à  d'autres  séries  de  figures  d*équilibre. 
Extension  des  résultats  de  M.  Poincaré. 

De  Vries  {J')*  —  Sur  une  certaine  congruence  (3,  3)  corrélallvc 
à  elle-même  (en  allemand).  (29.14-224). 

L*auteur  s'imagine  dans  l'espace  trois  faisceaux  de  rayons  en  rapport  pro- 
jcctif  dont  T,(i  •—  I,  2,  3)  sont  les  plans-supports  et  T,(i  =  i,  a,  3)  les  som- 
mets; puis  il  étudie  la  congruence  (3,  3)  des  droites  qui  rencontrent  trois 
rayons  homologues  5,(1  =  1,?,  3)  de  ces  faisceaux.  Cette  congruence  se  décom- 
pose en  un  système  d'indice  3  de  systèmes  réglés  (jp  «2,  f,).  Elle  possède  douze 
points  et  douze  plans  singuliers  de  première  espèce  et  trois  points  et  trois  plans 
singuliers  de  seconde  espèce.  Les  points  et  les  plans  singuliers  de  première 
espèce  sont  les  sommets  et  les  plans-supports  de  six  couples  de  faisceaux  de 
rayons  formant  six  systèmes  réglés  {s^,  j,»  '3)  dégénérés;  donc  chacune  des 
arêtes  et  chacune  des  faces  de  l'angle  trièdrc  (r,,  t,,  Tj)  contiennent  respecti- 
vement deux  et  quatre  de  ces  douze  points.  Les  points  et  les  plans  singuliers 
de  seconde  espèce  sont  les  points  T,-  et  les  plans  t,. 

En  étudiant  la  correspondance  (G,  G)  des  points  d'intersection  d'une  droite 
quelconque  avec  le  système  des  systèmes  réglés  (j,,  s^,  Xj)  l'auteur  démontre 
que  la  congruence  (3,  3)  est  aussi  du  rang  3. 

Kapteyn   (  l]\).  —  Sur  deux   séries  qui   rcprésenlenl  la  même 
fonction  dans  une  partie  du  plan  (en  fran(;ais).  (v.:45-22g). 

Au  moyen  do  la  srrie  de  BQriiiaiin  i'uutcur  transforme  la  série 


X  1  , A  I  .A 

Ijinj;-    -  T.- ly'Jn"-  ~-  -.-.  iHiig^ — h 


■» 


I 


(luns  la  srrii; 


tan^A     -  —  tiinii  A -r-  :7-.,  laniî'X  — 


j.o- 


En  remplaçant  lanj;  *  pur  la    variable  complexe  z  —  x  -r  iy  ces  deux  séries 

admellcnt  nue  nicnic  \aleurdan>  tout  f)ninl  z  satisfaisant  aux  conditions  simul- 
tanées 

mod  -.  <  I,     mod  z  <;  i. 

l  —  Z' 

hluyK'cr  (,/.-C.).  —  Le  prohlrnic  des  valeurs  de  contour  données 
pour   imo   ligure    liinil<'*(*    par  deux    tirejudV'rencc.s  (en   liollan- 
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l><ins  le  cas  de  Ogures  de  connexitc  simple  le  problème  de  Dtrichlct  se  réduit 
à  celui  de  la  représentation  conforme  sur  la  circonférence;  dans  le  cas  de 
figures  de  connexité  multiple  seulement  les  figures  limitées  par  des  cercles 
admettent  une  solution  proprement  dite.  Pour  ces  dernières  figures  un  mé- 
moire de  Riemann  sur  Téquilibredo  Télectricité  sur  des  cylindres  droits  à  axes 
parallèles  fait  connaître  une  méthode  déterminée  de  solution  dont  les  principes 
forment  de  même  la  base  d'un  Mémoire  de  Schottky,  tandis  que  Neumann  a 
donné  une  solution  complète  du  cas  particulier  de  deux  cercles.  L'auteur  se 
propose  de  retrouver  les  résultats  de  Neumann  à  l'aide  de  la  méthode  de  Rie- 
mann. Cette  méthode  se  résume  dans  les  lignes  suivantes  :  Dans  le  cas  d'une 
figureHimitée  par  n  cercles  on  s'imagine  une  surface  de  Riemann  à  n  feuillets, 
Taxe  des  quantités  réelles  faisant  emploi  de  coupure  dans  chacun  des  feuillets, 
des  couples  de  points  symétriques  par  rapport  à  cet  axe  formant  un  système 
de  points  de  ramification  choisi  de  manière  que  la  partie  supérieure  de  la  sur- 
face de  Riemann  à  n  bords  droits  possède  la  même  connexité  que  la  figure 
donnée.  Cela  pose,  une  intégrale  déterminée  de  troisième  espèce  mène  à  la  so* 
lutioQ  du  problème,  aussitôt  qu'on  sait  trouver  une  représentation  conforme 
de  la  figure  limitée  par  des  arrs  de  cercle  sur  la  partie  supérieure  de  la  surface 
de  Riemann.  Dans  le  cas  en  question  /i  =  3  la  figure  donnée  peut  être  repré- 
sentée sur  un  rectangle  aux  côtés  2(0  et  to',  où  comme  d'ordinaire  2u>  et  3b>' 
représentent  les  périodes  réelle  et  imaginaire  de  la  fonction  elliptique  qu'il 
faut  introduire. 

SchoiUe  (P.-I/.).  —  Sur  les  relations  entre  les  nombres  de 
Plùcker  d'une  courbe  plane  et  ceux  de  sa  développée  (en  fran- 
çais). (236-9.38). 

Si  n,  /w,  g^  rf,  /•,  /,  b  désignent  respectivement  l'ordre,  la  classe,  le  genre, 
les  nombres  des  points  doubles,  des  points  de  rebroussement,  des  tangentes 
doubles  et  des  tangentes  d'inflexion  d'une  courbe  plane  C  et  que  /i',  m'y  ..., 
b'  désignent  les  mêmes  quantités  de  la  développée  C  de  C,  on  a  les  trois  rela- 
tions générales 

(i)  m'=/j-hm,        n'  =  b  -i-  3n,        g' =  g' 

En  exprimant  ft,  g  en  n,  cf,  /•  et  g'  en  «',  cf',  A'  on  en  déduit  b'  =  o,  l'élimi- 
nation de  dy  k  entre  les  trois  équations  faisant  disparaître  n  en  même  temps. 
Donc,  en  partant  d'une  C  algébrique  générale,  les  relations  (1)  sont  incompa- 
tibles ou  dépendantes,  selon  que  C  est  un  lieu  géométrique  général  ou  une 
enveloppe  générale. 

Schoule  (P,'II,).  —  Extension  de  la  notion  surface  de  l'onde  à 
la  Géométrie  à  n  dimensions  (en  hollandais).  (9.39-24^). 

Dans  l'espace  E^  à  n  dimensions  les  équations 


2d m;      a '  1  uf  '^'  °       ^^       ^  A'— «rlx/  ^ 


—  o 


représentent,  eu  coordonnées  taii^entielles  it.  et  coordonnées  ordinaires  x,  se 
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rapportant  au  même  système  d'axes  rectangulaires  et  liées  par  la  relation 


H 


^a^a:,-4-i=o, 


le  mémo  espace  cfe  ronde  de  l'ordre  et  de  la  classe  a(/i  —  i).  Déduction  de 
l'ideniité  des  deux  lieux,  obtenus  par  des  constructions  difTérentes,  par  Texten- 
sion  de  la  méthode  de  M.  Maiinlieim  {Association  française,  Congrès  de 
Lille,  1874). 

Scott  {Ch.'A,),  —  Note  sur  des  systèmes  linéaires  de  courbes 
(en  anglais).  (243-252). 

La  transformation  rationnelle  d'un  plan  s'efTectue  à  l'aide  d'un  réseau  de 
courbes  9  d'ordre  9  soumises  aux  conditions  de  passer  respectivement  P|. 
p2,  ...  fois  par  les  points  fondamentaux  donnés  A,,  A,,  ....  Deux  courbes 
quelconques  9  de  ce  réseau  se  rencontrent  en  X  =  9^ — £p' autres  points,  de 
manière  que  les  conditions  imposées  aux  courbes  7  laissent 

/  =  l(j((T4-3)-I  Sp(p-4-i) 

degrés  de  liberté. 

Les  deux  lois  fondamentales  de  la  transformation 

ri-r2->'3=  ?,(a?):?j(x):  ?3(x) 

sont  les  suivantes  : 
1*  En  général  à   un  point   V^  donné  correspond   un   seul   point  P  ,   tandis 

qu'au  point  P  correspond  le  point  donné  P,  et  X  —  i  antres  points  Pi.  Seu- 
lement à  un  point  fonduincntiil  A,  d'ordre  p.  du  plan  de  P^  correspond  une 
courbe  rationnelle  d'ordre  0^,  tandis  qu'à  cette  courbe  correspond  dans  b'  plan 

de  P^  une  courbe  d'onirc  cp.  passant  p;  -^  i  fois  par  A,  cl  p-o-  fois  par  un  autre 
point  fondu  m  entai  A  . 

1°  Kn  jiéiiéral  à  une  courbe  quelconque  du  plan  <ic  P_^  correspond  une  courbe 
et  à  celle  dernière  courl»e  rnrre'if>ond  la  c<»urbc  donn«»c  et  une  courbe  eoiiiplé- 
menlciirc.  Seul«:iiienl,  >i  le  |tlan  de  P^  contient  une  courbe  fondamentale  ^ 
faisant  partie  t\v  deux  c«»nrl)('S  '^  indépendiuilo,  cette  courbe  ^l  se  cnniporte 
comme  un  point. 

L'auteur  in<li({ue  deux  causes  <b;  déviation  de  ces  lois  générales;  ce  sont  : 

a.  La  courbe  fondamentale  dun  point  fondamental  V-  donné  peut  être  rem- 
placée totab'ment  ou  en  partie  par  d'autres  points  fon<lanientau\.  Cette  parti- 
cularité se  pré>ente  aussitôt  (ju'iine  des  courbes  o  pa>*»e  r  fois  par  A,,  /•  sur- 
passant ror<h<'  p.  de  A.  Alors  la  couibe  fondamentale  de  \,  se  réduit  à  une 
droite  comptée  p,  fois. 

b.  La  courbe  fondamentale  [i  >e  ronipose  «le  plusieurs  parties,  une  desquelles 
compte  au  moins  <lru\  fois:  cette  particularité  fait  \arier  le  nombre  et  l'acrtin- 
^emenl  des  points  assoeii's, 

La  présente  Noie  est  ron^arrée  à  la  question  suivanh-  :  V  quel  degré  l'exis- 
tenrc  de^  d«-u\  r:iU">e«.   «Jc   «l«.\  i.ilion  indiquées   allecte  t  elle  le  caractère  du  re- 
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seau  de  transformation  (9)? Le  résultat  principal  est  que  la  position  des  points 
fondamentaux  n'en  éprouve  aucune  influence,  pourvu  qu^on  ait  choisi  les 
courbes  qui  déterminent  le  réseau  entre  certaines  limites  qui  dépendent  de  X. 

Gravelaar  {N,-L.-  \V,-A,).  —  La  Trigonometria  de  Pitiscus  (en 
hollandais).  (aSS-a^S). 

Étude  bibliographique,  débutant  par  une  confrontation  des  difl'érentcs  édi- 
tions de  la  Trigonométrie  de  Pitiscus,  contenant  un  exposé  sommaire  du  Ma- 
nuel proprement  dit,  et  suivie  par  plusieurs  annotations. 

Mantel  (  FF.).  —  La  périodicité  des  fonctions  goniomélriques 
(en  hollandais).  (279-282). 

Le  but  de  cette  Note  est  de  déduire  la  périodicité  des  fonctions  goniomélri- 
ques de  leurs  développements  en  série  à  Taide  de  séries  à  double  entrée.  D'après 
l'auteur  la  démonstration  la  plus  simple  de  la  transcendance  de  17  doit  se  baser 
sur  le  développement  de  s'iux  en  série. 

Kapteyn  (  IV,).  —  Sur  les  valeurs  numériques  d'une  intégrale 
définie  (en  français).  (283-284). 

L'intégrale  de  arc  tang(cK>s/>  tangX)  dp  entre  les  limites  o  et  -  it  se  déve- 
loppe en  série  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  X  et  se  détermine  exacte- 
ment pour  les  valeurs 

X  =  9o»,        X  =  63«26'6',        X  =  45*,        X  =  26'»33'54'. 

Moors  {B.'P.),  —  Évaluation  approchée  d'une  intégrale  définie 
(en  hollandais).  (285-291). 

Suite  d'un  Mémoire  portant  le  même  titre  {IVieuw  Archie/,  !'•  série,  t.  XX, 
p.  129). 

Mantel  (  W.),  —  Dilogarithmes  (en  hollandais).  (292-820). 

Solution  couronnée  du  problème  de  concours  suivant  proposé  par  la  Société 
mathématique  d'Amsterdam  en  1897  (n»  11)  : 

«  Étude  de  la  fonction  ^{x)  =  x -i i  -<-  -03  '^••-  dont  Landen,  Lcgcndre 

Abel  ont  fait  connaître  quelques  propriétés.  » 


L'auteur  considère  la  fonction  donnée  ^{x)  comme  le  cas  spécial 

0       ^     '      ' 


de  rintégration  itérée    /  \\^{x)dx  ^1   Xiy{x)  dx    de    fonctions    rationnelles. 

Je'  dx 
'      —  livre  le  logarithme  de  x  il  désigne  ^{x)  comme  le  diloga- 
0      *^ 

rithme  de  x.  Diverses  formes  de  l'intégrale  '^{x).  Développements  en  série. 
Bull,  des  Sciences  mathém.,  1*  série,  t.  XXIV.  (Septembre  1900.)        H.i3 
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Dilogariilimes  de  nombres  complexes.  L'intégrale  dilogarilhmique  la  plus  géné- 
rale  /  H^{x)dx  I  î{^{x)dx  se  composant  d'un  certain  nombre  d'intégrales 

/dx      r    dx 
X  —  bj  x  —  a 

aux  points  critiques  a,  b,  oc.  Relations  d'échange  entre  deux  des  trois  points 

critiques  de  "^{x).  Dilogarithmes  de  quelques  nombres  i, i, Diloga- 

rithmes  généraux.  Correction  de  l'équation  principale.  Exemples,  .\utre  forme 
du  dilogaritlimc  général. 

Tome  IV;  1900. 

Schoute  (P.-IL),  —  Un  problème  de  Géomélrie  descriptive  (en 
hollandais).  (1-6). 

«  Déterminer  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  et  d'une  sphère.  La 
sphère  repose  sur  le  plan  horizontal.  Le  c6ne  a  son  axe  dans  le  plan  du  méri- 
dien principal  de  la  sphère;  les  génératrices  situées  dans  ce  plan  sont  :  i*  la 
tangente  au  méridien  principal  au  point  A  le  plus  haut,  3*  une  droite  passant 
par  l'extrémité  B  du  diamètre  horizontal.  » 

L'auteur  étudie  la  transformation  que  subit  la  projection  horizontale  de  l'io- 
tersection,  si  la  seconde  des  deux  génératrices  indiquées  fait  un  tour  d'horizon 
autour  de  B  dans  le  plan  du  méridien  principal  de  la  sphère. 

Wythoff  {A.-G.),  —  Sur  la  slabililé  dynamique  d'un  système  de 
quatre  particules  (en  anglais).  (^-21). 

Solution  couronnée  d'un  problème  de  concours  proposé  par  la  Société  ma- 
thématique d'Amsterdam  en  i8<)7  (  n»  6). 

M.  C  Kivdi^'L  a  (l«''riionlrc  {I\icu\v  Archivf,  r'  sôric,  t.  \I\,  p.  Gii)  que  quiilrt 
p.trt  iriilcs  s'jitliraiil  les  unes  les  autres  par  de>  foires  j)r()[)orli»umeller>  à  Imi^ 
masses  et  à  la  /r-"'»'-  puissaiiec  (Je  leurs  dislanoc'^,  de  manière  «juc  «es  di>tan'e> 
restent  invariables  pendant  le  mouvement,  ne  se  trouvent  en  écjuilibre  dyna- 
mi(jue  (]ue  dans  un  des  trois  eas  suivants  : 

r'  Les  (jualre  particules  se  trouvent  sur  une  ni«*'me  droite. 

2"  I^lles  forment  les  sonimels  d'un  deltoïde,  les  m.isses  de>  deux  points  syiiio- 
trifjues  par  rapport  à  l'axe  de  cette  fifjurc  étant  ('j:ales. 

.')■  Trois  des  quatie  particules  à  mas'^es  «ri^alo  forment  les  sommets  d'uti 
lriani;lc  équilatéral  et  la  quatrième  est  placée  diins  le  centre. 

jM''"'  W  yllioir  appli(jue  les  résultats  de  son  Mémoire  précédent  à  ce  cas  j'arti- 
culier. 

Pans  le  premier  cas  le  mouvenient  est  toujours  instable;  dans  les  autres  ca^ 
le  mouvement  peut  être  stable  ou  instable. 

» 
I  an  (Irr  Gricnd  Jr  {,/.).    —    Soliilion   grapliique  d'un  svslrinc 

(réqiialions  linéaires  (en  iiollandais).  (2i>-4i). 
La  solution  de  l'auteur  n'est  en  réalité  que  la  construction  du  point  d'inlcr- 
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section  d'espaces  linéaires.  A  cet  effet  il  donne  une  théorie  élémentaire  de 
l'espace  polydimensional,  du  système  de  coordonnées  polydimensionai  et  de  la 
représentation  de  ce  système  dans  le  plan. 

Vaes  (F.-J,),  —  Solution  graphique  d'un  système  de  «équations 
linéaires  à  n  inconnues  (en  hollandais).  (42-4^)* 

Exposé  de  la  solution,  suivie  d'une  liste  bibliographique  se  rapportant  à  ce 
sujet. 

Korteweg  {D,-J,).  —  Sur  un  théorème  remarquable,  qui  se  rap- 
porte à  la  théorie  des  équations  algébriques  à  paramètres  réels, 
dont  toutes  les  racines  restent  constamment  réelles  (en  fran- 
çais). (46-53). 

«  Soit  f(afbfC,  , .  .f  x)  =  0  une  équation  algébrique  qui,  pour  des  valeurs 
réelles  quelconques  des  paramétres  a^  b,  c^  ...,  possède  des  racines  exclusive- 
ment réelles.  Soient  a  =  a^  6  =  6p  ...,  des  valeurs  de  ces  paramètres  pour 
lesquelles  m  racines  de  l'équation  deviennent  égales  à  :r,.  Alors  il  faut  que 

09    âo    09  d^<P       d'  ©  d'  3) 

toutes  les  dérivées  de  <p,  telles  que  t^>  -r*>  tt'  ••  •♦  -i — r-»  -^^ — rr»  ••••  ■>    I.*  •••» 

ox   oa    do  oxOa   oxoo  daob 

jusqu'à  celles  de  l'ordre  m  —  i  incluses,  s'annulent  pour  les  valeurs  a;  =  jTp 
a  =  a,,  0  =  6,,  ...  ». 

L'auteur  démontre  ce  théorème  probablement  nouveau  (comparer  les  ques- 
tions 1165  et  1166  de  V Intermédiaire  des  Mathématiciens,  t.  IV,  p.  24^)  et 
l'applique  à  fin  exemple  simple,  celui  de  l'équation  séculaire.  Ensuite  il  discute 
les  circonstances  sous  lesquelles  le  théorème  réciproque  soit  vrai  tout  de  même. 

Gravelaar  {N,-L.-W,'A,).  —  La  notation  des  fractions  déci- 
males (en  hollandais).  (54-73). 

L'auteur  se  propose  de  démontrer  que  nous  devons  la  notation  moderne  des 
fractions  décimales  à  John  Napier  et  pas  à  Burgi  (et  Pitiscus)  ou  à  Kepler, 
comme  le  prétendent  Wolf  et  M.  Cantor  d'un  côté  et  M.  Unger  de  l'autre. 

Kluyver  (J.-C).  —  Sur  le  développement  d\me  fonction  dans 
une  série  faclorielle  (en  hollandais).  (74-82). 

Il  s'agit  du  développement  d'une  fonction  en  une  série 

y> *! 

Jmà      *   5(5  +  l)  (-5  4-  2)  ...  (5  -H  A) 
Ar=l 

qui  s'accorde  en  convergence  et  divergence  avec  la  série  beaucoup  plus  simple 

Là  k* 
L'auteur  examine,  à  l'aide  de  deux  théorèmes  de  R.  Murphy  {Cambridge 


Par  un  point  quelconque  P  qui  ne,  se  (rouve  pas  sur  une  cubique  ^aufiic 
donnée  C^  iJ  ne  passe  qu'une  corde  unique  p  de  ectlc  courbe;  cette  corde  p  nf 
contient  qu'un  point  unique  P'  séparé  harmoniquemeot  de  P  par  se)  deii> 
points  d'intersection  avec  la  courbe.  De  la  correspondance  biralionnelle  inva- 
lu tive  (  P,  P')  du  troisième  ordre  les  points  Q  de  G' sont  des  points  singuliers, 
cliaquc  point  Q  de  G'  admettant  au  lieu  d'un  seul  point  correspondant  un  lieo 
de  points  correspondants,  la  langenlc  g  en  Q  à  G'. 

D'après  l'auteur  le  lieu  complet  des  points  singuliers  de  la  correspondance  se 
compose  de  deux  cubiques  gaucbes  cuVncidées  en  G',  de  manière  qu'en  chaque 
point  Q  de  G^  le  plan  osculateur  9  représente  le  plan  de  coïncidence  des  ua- 
gentes  aui  points  coïncides.  En  eflet,  seulement  cette  supposition  implique: 
1"  que  les  surfaces  a',  p'  qui  correspondent  à  deui  plans  quelconques  a,  p  se 
touchent  le  long  de  G',  de  manière  qu'elles  se  coupent  encore  suivant  une 
cubique  gauche,  la  courbe  correspondant  à  la  droite  d'intersection  des  deui 
plans;  3°  que  la  surface  développablc  S'  dont  G'  est  l'arête  de  rebrouisemeol 
se  détache  deux  fois  de  la  surface  i*  correspondant  il  la  surface  3^  correspon- 
dant au  plan  donné  a;  3°  que  la  tangente  9  en  Q  i  G' se  détache  deax  /où  du 
lieu  cubique  correspondant  A  une  droite  quelconque  par  Q  siluéc  daos  le  plan 
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osculateur  9  de  Q  et  4"  que  cette  tangente  se  détache  donc  au  moins  trois  fois 
du  lieu  correspondant  à  la  tangente  q  elle-même.  Cette  supposition  est  con- 
firmée par  Tanalyse.  En  représentant  G^  point  pour  point  par  les  équations 

Xi  —  V(i  =  o,  1,2,  3)  les  formules  de  transformation  sont  a?' =  X,(*  =  o,  i,  2,  3), 

où  Ton  a,  en  introduisant  les  symboles 

A  ^^  XqX2  ^^  X  If  U  ^^  X^X^  -~~  <3/j  Xny  L<  ^^  X  ^  *^i  ^^  ^' j  > 

simplement 

Xp=  2  Va;,—  Bxj, 

X,=  2  Aa:,—  Bj7j=:  Bx,  —  2Ca:„, 

Xj=  2  Aojj —  Ux^  =  Bj7j —  2C;r,, 

X3=  BXj— 2Car2. 

Donc  on  vérifie  sans  peine  que  la  surface  /  ^  £/9-X-  =  o,  correspondant  au  plan 
l,p^Xi=.  Oj  touche  au  point  X  de  G^  le  plan  osculateur 

Vj^j—  3X'a:, h-  Z'kx^—  x^=  o, 
les  conditions 


àf 

à/ 

àf 

àf 

àx^ 

ÔXy 

ÔXj 

àx^ 

X» 

~  -3X2  ~ 

3X    " 

—  I 

étant  des  identités  en  X. 

Cela  posé,  l'auteur  étudie  les  surfaces  anallagmatiques  par  rapport  à  la  cor- 
respondance en  question.  Pour  y  arriver  il  considère  d'abord  les  surfaces 
cubiques  et  quartiques  qui  touchent  6*  le  long  de  G^.  Le  système  de  ces  sur- 
faces cubiques  correspond  au  système  des  plans,  de  manière  que  chacune  de  ces 
surfaces  admet  trois  points  doubles,  les  points  d'intersection  de  G'  avec  le  plan 
correspondant  a;  de  plus,  cette  surface  admet  trois  droites  complanaires  con- 
courantes au  point  O' qui  correspond  au  point  d'intersection  O  des  trois  plans 
osculateurs  de  ces  trois  points  d'intersection.  Les  surfaces  quartiques  qui  sont 
circonscrites  à  6'  suivant  G'  forment  un  système  douze  fois  infini  dont  l'équa- 
tion est  déduite.  Enfin  l'étude  des  surfaces  anallagmatiques  mène  au  théorème 
suivant  :  Chaque  surface  quartique  touchant  8*  suivant  G^  anallagmatique  par 
rapport  à  la  transformation,  contient  25  droites;  i5  de  ces  droites  sont  des 
bisécantes  de  G^  joignant  l'un  à  l'autre  six  points  de  G^  et  les  10  autres  sont 
les  droities  d'intersection  des  couples  de  plans  qui  passent  par  ces  six  points. 

De  Vries  (*/".).  —  Involulions  cubiques  du  premier  et  du  second 
rang  sur  une  cubique  gauche  (en  allemand).  (101-106). 

Les  involutions  cubiques  du  premier  et  du  second  rang  se  déterminent  à 
l'aide  d'un  faisceau  et  d'un  réseau  de  plans.  Au  moyen  de  la  dernière  l'auteur 
démontre  plusieurs  problèmes  pour  la  plupart  connus  en  rapport  avec  la 
cubique  gauche  et  la  surface  dévcloppable  dont  elle  forme  Tarète  de  rebrous- 
sèment. 

Vaes  (F.'J,).  —  La  division  régulière  de  Tespace  à  l'aide  de 
polyèdres  limités  par  quatorze  faces  (en  hollandais).  (107-108). 
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En  189^)  Lord  Kelvin  indiquait  la  possibilité  de  la  division  de  Tespacc  dans 
un  nombre  infini  de  polyèdres  égaux  limités  par  six  carrés  et  huit  hexagones 
réguliers;  en  iSgS,  P. -H.  Schoute  en  donnait  une  démonstration  directe.  Ici 
Fauteur  en  donne  une  autre  à  l'aide  de  la  Géométrie  descriptive. 

Kluyver  (J,'C.).  —  L'inversion  des  intégrales  de  première  espèce 
(en  hollandais).  (109-1 1 1). 

Déduction  directe  des  formules  connues  qui  dominent  cette  inversion. 

Mannoury  (6\).  —  Surfaces-images  {en  français).  (1 12-129). 

L'auteur  se  propose  de  représenter  univoqucment  les  systèmes  des  rapports 
mutuels  de  trois  variables  complexes  x^  y^  Zy  ne  s'annulant  pas  toutes  À  la 
fois,  par  les  points  réels  P  d'une  surface  fermée  à  quatre  dimensions,  de  ma- 
nière que  tous  les  points  P  et  toutes  les  surfaces  S  =  aa:-h  py -t-T-«  =  o  ii 
deux  dimensions  soient  géométriquement  équivalents.  Ces  conditions  revien- 
nent à  la  suivante  :  Si  x,  y^  z  satisfait  à  S  =  ax  -^  ^y  -^  ^ z  =  o  tt  x\  y\  z'  k 
S' s  a' X  -+-  ^' y  4-  y'^  =  G,  la  surface-image  I  à  quatre  dimensions  doit  pouvoir 
glisser  sur  elle-même,  de  sorte  que  ( ar,  y,  z)  vienne  en  {x',  y\  <s')  et  S  =  o  en 
S'=o.  Pour  y  réussir  il  faut  d'abord  établir  une  substitution  linéaire  entre 
les  variables  x^  y,  z  représentant  un  glissement  de  la  surface  I  sur  elle-même. 
A  cette  (in  Tauteur  considère  une  représentation  géométrique  du  système  des 
points  {x^y,  z)  par  des  plans  situés  dans  un  espace  £«  à  6  dimensions;  alors 
une  certaine  substitution  entre  les  x.,  y^  s,  qui  fait  passer  ces  plans  les  uns  dans 
les  autres  sans  en  changer  la  position  relative,  appelée  substitution  c-orthogo- 
nale,  mène  à  une  expression  pour  la  distance  de  deux  points  quelconques  de  la 
surface  I  et  cette  expression  fournit  le  moyen  d'établir  les  équations  d'une  sur- 
face I  satisfaisant  aux  conditions  posées. 

Kortc^vcg  {D.-J.).  —  Sur  une  niéliiode  de  solution  vicieuse  très 
rrpanduc  d'un  problème  de  roulement,  sur  la  théorie  de  ce 
mouvement  et  spécialement  sur  de  petites  oscillations  autour 
d'une  position  d'équilibre  (en  allemand).  (i3o-i55). 

Ko  s'ocrupant  de  nouveau  de  la  théorie  du  roulement,  à  l'occasion  de  la  rê- 
darlion  d'une  critique  favorable  sur  la  solution  d'un  problème  de  concours  de 
la  main  de  M""'  Kcrkhoven-W\tholT  (  roir  plus  loin),  Tauteur  était  bien  étonné 
(rapcrccvoir  que  plusieurs  nialhcmaticicns  renommê>  appliquent  à  des  questions 
se  rapportant  à  celle  théorie  une  iiiélhode  vicieuse.  Plus  tard,  après  avoir  con- 
sulté la  lilléralurc  du  sujet,  il  résulta  que,  déjà  en  1892,  M.  A.  Vicrkandt  a 
élevé  sa  voix  contre  celle  méthode.  Cependant  M.  Korteweg  y  tient  à  faire 
connaître  ici  les  causes  de  l'erreur,  d'autant  plus  qu'elle  s'est  glissée  dans  le 
livre  excellent  de  M.  Appcll.  paru  en  iStjG  (^voir  plus  loin). 

I/auleur  s'occupe  succes-^ivemcnt  des  points  suivants  :  i«  Propriété  particu- 
lière du  mouvement  de  roulement;  »*  Méthode  exacte  de  solution:  3*  Méthode 
inexacte  dans  la  f(»rme  que  lui  ilonnc  M.  Appell  :  4°  Les  vraies  causes  de  l'erreur; 
h"  La  solution  exacte  du  problème  du  mouvement  de  roulement  d'un  corps 
pesant  <le  révolution  >ur  un  plan  horizontal;  ^"^  Sur  de  petites  oscillations  «le 
roulement  autour  d'une  po>ilion  d'équilibre. 
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Wythoff  {U\-A,).  —  La  classification  des  hyperquadriqiies  de 
l'espace  à  n  dimensions  (en  anglais).  (i'62-i9i). 

L'auteur  s^occupe  de  l'espace  courbe  du  second  ordre  à  n  —  i  dimensions  rcpré- 
senlé  par  ^^a  x  x  —o  entre  les  /i -+- 1  coordonnées  homogènes  x^  l'espace 
linéaire  à  l'infioi  an  —  i  dimensions  correspondant  à  l'équation  £p  a;  =  0.  Après 
avoir  défini  le  centre  ou  le  lieu  des  centres^  il  base  sa  classification  sur  les  trois 
distinctions  suivantes  : 

I"  Le  centre  est  déterminé  ou  indéterminé;  dans  le  dernier  cas  où  il  y  a  un 
lieu  de  centres  il  faut  chercher  le  nombre  des  dimensions  de  ce  lieu. 

3*  Le  centre  (ou  le  lieu  des  centres)  se  trouve  à  distance  finie  ou  infinie. 

3**  Le  centre  (ou  le  lieu  des  centres)  fait  ou  ne  fait  pas  partie  de  l'espace 
courbe  lui-même. 

Le  travail  se  termine  par  des  tables  faisant  connaître  tous  les  cas  particuliers 
qui  se  présentent  pour  n  =  3  et  n  =  4* 

Neuberg  (*/".).  —  Barycentre  podaire  et  baryccnlre  symétrique 
(en  français).  (192-203). 

Le  centre  K  de  la  série  ilX.(j7Cosa--4-^sina,.  — /?,)'=  u  de  coniques  est  le 
centre  de  gravité  des  points  d'intersection  D^ ,  des  couples  de  droites  D^,  D,  des 
droites  D,=  a?  cosa,-4-j' sina,  — /?•=  o  pour  les  masses  X^\  sin^(D^D,).  Ce 
point  K  coïncide  avec  son  barycentre  podaire  par  rapport  aux  droites  D,.  et  aux 
masses  \..  Un  point  quelconque  M  et  son  barycentre  podaire  M'  se  correspon- 
dent en  deux  figures  affines  ayant  K  pour  point  double.  Un  point  quelconque  M 
et  son  barycentre  symétrique  M"  par  rapport  aux  droites  D,  et  aux  masses  \^ 
se  correspondent  en  deux  figures  inversement  semblables  dont  le  centre  K  et 
les  axes  KX,  KY  de  la  série  de  coniques  sont  les  éléments  doubles.  Formules 
relatives  aux  correspondances  (M,  M')  et  (M,  M").  Application  à  la  Géométrie 
du  triangle. 

Korieweg  (/>.-/.).  —  Note  sur  le  mouvement  de  roulement  d'un 
corps  pesant  de  révolution  sur  le  plan  horizontal  (en  français). 

(204). 

L'auteur  constate  que  Terreur  indiquée  dans  son  Mémoire  précédent  a  été 
reconnue  indépendamment  par  M.  Appell  lui-même. 

Kerkhoven-Wylhoff  (ya^^  À. -G.).  —  Surun  cas  de  petites  oscil- 
lations d'un  système  autour  d'une  position  d'équilibre  (en  an- 
glais). (205-225). 

Solution  couronnée  du  problème  de  concours  suivant  proposé  par  la  Société 
mathématique  d'Amsterdam  en  1898  (n**  6)  : 

«  Une  demi-sphère  homogène  pesante  repose  par  sa  surface  sphérique  sur  un 
plan  horizontal  parfaitement  impoli.  Une  seconde  demi-sphère  homogène 
pesante  repose  de  la  même  manière  sur  la  face  plane  horizontale  parfaitement 
impolie  de  la  première,  le  point  de  contact  se  trouvant  dans  le  centre  du  cercle 


Van  der  llarsl  {A.-D.).  —  ForiDulcs  pour  la  courbure  d'un 
sj'stème  de  courbes  planes  en  coordoiinëes  curvilignes.  Eiieu- 
sion  des  résultais  obtenus  à  l'espace  (en  allemand).  {yMi-i^i). 

En  considéranl  une  courbe  rionnie  comme  (iiis»nt  partie  d'un  système  lini- 
pleni«nt  innni  de  courb».  ce  qui  permet  de  fuir«  (igarer  deux  coerdonnitt 
e  des  v«riablc9  indApendtutes,  l'iiutear  obtient,  pour  les  quantiléa  en  np- 
vec  la  eourburo,  de»  Tormutr*  plus  symétriques,  Application  aut  eoiiiqu» 
et  «ux  dpicycluTdes.  Considérât  ion  s  analogues  dans  l'espace. 

Kapteyn  {W-)-  —  Sur  Ih  transformation  d'une  Intt'grMlc  définie 
(en  fronçais).  (■i/i^-^H). 
Démonstration  de  l'idcntiti!  des  cipreasious 

X' sin'*~' o  COBÇ  lia  i.!i...-in  ^/i  —  [i'     /'i     sin''ïrfD 

~^7^^^^^'     •■î---l"'  —  'l       "-r      Jt     I  -  ii'sin'o' 

pour  }>,'<\,  i  l'aide  de  la  tbiiorie  des  fondions  hypergéaniéiriqi 

Kapteyn  {  W.).  —  Sur  la  différeatialion  sous  le  signe  d'iiilégr»- 
tion  (en  rrançais).  (245-247)- 
Formules  s'appliquanl 


BoHwmait  {W.).  —  Sur  le  lieu  des  points  de  contact  de  fais- 
ceaux de  rayons  et  de  courbes  (en  allemand).  (258-268). 

L'autear  considère  d'abord  le  lieu  Ta  d'ordre  îrt  —  i  du  point  de  contact  drt 
tangentes  menées  au«  courbes  d'ordre  n  d'un  faisceau  B"  donné  par  un  point 
quelconc|uc  A  du  plan  de  ces  courbes.  En  discutant  les  tangentes  de  Ta  qui  pas- 
sent par  A,  il  trouve  que  les  tangentes  d'inflexion  de  II"  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  3fi(/t  —  t).  ICnsiilte  il  s'occupe  du  faisceau  de  courbes  Ta  corrn- 
pondant  aux  points  A  d'une  droite  donnée,  ce  qui  ramène  au  nombre  3(n  —  t)' 
des  points  doubles  de  li*.  Enfin  il  étudie  le  réseau  N  des  courbes  Ta  corres- 
pondant au  système  des  points  A  du  plan  entier,  avec  ses  courbes  de  liesse, 
de  Stciner,  de  Caytcy  et  sa  courbe  pseudo-stcinèrienne  (lieu  des  points  A  cor- 
respondant ft  des  courbes  Ta  à  nœud). 

Dans  une  seconde  partie  l'auteur  s'occupe  du  système  de  courbes  Ta  déter- 
miné par  un  seul  point  lîxc  A  et  les  courbes  d'ordre  n  d'un  réseau  donné,  soi 
lieu  de  points  doubles,  etc. 
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Tous  les  résultats  obtenus  d'abord  par  la  Géométrie  sont  démontrés  ensuite 
par  l'Analyse. 

Tesch  (7.-  IV.),  —  Sur  la  question  1044  de  V Intermédiaire  des 
Mathématiciens  {en  français).  (269-277). 

Tentative  pour  mener  un  peu  plus  loin  la  solution  du  problème  : 
c  On  mène  par  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  ABC  les  transversales  AD, 
BE,  CF,  où  D,  Ef  F  sont  les  points  d'intersection  avec  BC,  CA,  AB,  et  qui  se 
coupent  en  P.  Déterminer  le  point  i\  tel  qu'on  ait  PD  =  PE  =  PF  ». 

Van  Aller  (C).  —  La  réduction  d'une  conique  sur  les  axes, 
Téqualion  de  celte  courbe  en  coordonnées  obliques  étant 
donnée  (en  hollandais).  (278-283). 

Ordinairement  on  déduit  deux  équations  quadratiques  dont  Tune  fait  con- 
naître les  directions  et  l'autre  les  grandeurs  des  axes,  sans  indiquer  comment 
les  deux  directions  et  les  deux  grandeurs  se  correspondent  l'une  à  Tautre.  Pour 
éviter  cet  inconvénient,  l'auteur  développe  une  méthode  basée  sur  la  transfor- 
mation des  coordonnées. 

Kluvver  (J.-C).  —  Généralisation  d'une  formule  connue  (en 
allemand),  {i^^-'x^i). 

La  formule  très  simple 

V»  r  (  a  -4-  I  )       V  (  —  I  )*  V*     , 

1  Â=o 

fait  voir  comment  la  fonction 

0 

définie  d'abord  pour  la  moitié  droite  du  plan  seulement,  peut  s'étendre  dans  le 
domaine  ^  =  0  au  delà  de  la  limitation  de  cette  moitié,  si  a  représente  ub 
nombre  entier  et  positif.  Comme  cette  fonction  ^{y;  oc)  conserve  sa  significa- 
tion dans  la  moitié  droite  du  plan,  si  a  est  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif,  la  question  se  pose  si  dans  ce  cas  plus  général  un  développe- 
ment analogue  dans  une  circonférence  autour  du  point^  =  o  soit  encore  permis. 
Ici  l'auteur  démontre  d'abord  que  la  réponse  à  celle  question  doit  être  affir- 
mative; ensuite  il  étudie  les  points  singuliers  y  =  ^T^kni^  pour  en  déduire 
enfin  des  formules  récurrentes  menant  à  l'évalution  de  (i(?m  -hi). 

f^aes  {F,'J,),  —  Représentation  d'une  surface  à  n  dimensions 
à  Taide  d'un  espace  à  n — i  dimensions  (en  hollandais). 
(292-297). 

L'auteur  représente  les  points  à  coordonnées  positives  situés  sur  les  espaces 
Bull,  des  Sciences  malhém.,  2'  série,  t.  X\IV.  (Septembre  1900.)      R.i3. 
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tridimensionauz  linéaire  ou  quadratique 

px  +  qy  '\-  rz  +  su  =  Cy        ou        p'x^-^q'^y'^  -+-  r^z^  -4-  «'m'  =  c" 

par  les  points  situés  à  l'intérieur  du  tétraèdre  ou  de  Toctant  positif  de  Tellip- 
soYde  limités  par  les  trois  plans  07  =  0,^  =  0,  «  =  o  et  le  plan  ou  rellipsoTde 

px  -^  qy  -h  rz  =  c        ou        /?' j?'  -t-  q*y''  -t-  r*z^  =  c*. 

Notion  de  la  densité  de  la  représentation,  etc. 

Zeeman  Gz  (P*)»    —   Propriétés  de  quelques  congrucnces  de 
rayons  (en  hollandais).  (298-317). 

L'auteur  s'imagine  deux  systèmes  de  trajectoires  orthogonales  ç  =  c,,  u  =  r, 
sur  une  surface  donnée  par  les  trois  équations 

57  =  9,(m,  v)y       y  =  (fjCi/,  1^),       z  =  93(M,  i'); 

puis  par  chaque  point  M  de  cette  surface  il  mène  une  droite  d  faisant  respec- 
tivement avec  les  tangentes  aux  courbes  v  :=  Ci,  u  ^  c^  qui  y  passent  et  avec 
la  normale  de  la  surface  en  ce  point  des  angles  donnés  a,  p,  y.  Ainsi  il  obtient 
une  congruence,  la  congrucnce  (2,  ^,  y)  des  droites  d.  Cette  congruence  forme 
le  sujet  de  la  présente  étude.  Recherche  des  conditions  sous  lesquelles  la  con- 
grucnce (a,  ^f  y)  est  la  congrucnce  des  normales  d'une  série  de  surfaces  paral- 
lèles. Suppositions  particulières  par  rapport  aux  courbes  u  =  c,,  v  =  Cf.  Les 
quatre  points  remarquables  de  chaque  rayon  et  quelques  théorèmes  qui  sy 
rapportent. 

Zeeman  Gz  (P-)-  —  La  polaire  réciproque  d'une  cubique  gaiiclic 
(en  hollandais).  (3i8-3'>.4)* 

La  polaire  réciproque  d'une  cubique  gauche  par  rapport  à  une  quadrique  est 
encore  une  cubique  gauche.  Ici  l'autour  considère  le  ras  particulier  où  la  qua- 
driqup  polarisante  est  une  sphère.  Si  le  rentre  de  la  sphère  se  trouve  sur  la 
cubique  gauche  donnée,  la  polaire  réciproque  est  une  parabole  gauche;  cette 
parabole  est  une  courbe  orlhoj^onale,  si  le  centre  de  la  sphère  coïncide  avec  un 
des  deux  points  d'où  la  cubique  gauche  donnée  se  projette  par  un  cône  équiia- 
lère,  etc. 

Afannoury   (G.),    —   Nolions  analogues  à  celles   de  posilif  et 
négatif  {vu  allemand).  (3>..')-338). 

L'auteur  fait  connaître  toute  une  série  de  couples  d'opérations  contenant 
comme  premier  couple  l'addition  et  la  soustraction,  comme  second  couple  la 
multiplication  et  la  rii vision,  dont  cluKpie  couple  se  déduit  exactement  de  la 
même  manière  du  couple  pnréilant.  Introduction.  L'Iiypermultiplicalion  ou 
l'addition  du  troisième  ordre,  extension  algébrique  des  notions  positif  et 
nr^atif.   Extension   de  la  notion  rnmpie.rr  rcci.  Extension   arithmétique   «les 


REVUE  DES  PUBLICATIONS.  ao3 

notions  positif  et  négatif.  L'addition  d'ordre  /i.  Le  rapport  entre  les  additions 
des  ordres  n  et  /i  +  i.  Tableau  sommaire. 

Schoute  (P.-H,).  —  Abraham  Nikolaas  Godefroy,  1822-1899  (en 
hollandais).  (353-358). 

Esquisse  biographique  avec  portrait. 


»«« 


AKCraVES  DU  MUSÉE  TEYLER,  iT  série,  in-8".  Haarlem,  héritiers  Loosjes  (>  ). 

Tome  IV;  1896. 

Janssen  van  Raay  (  fV.-II.-L.)»  —  Sur  les  quantités  imaginaires 
en  Algèbre.  (54- 1 18). 

Le  but  que  se  propose  l'auteur,  c'est  de  soumettre  à  un  court  examen  les 
diverses  méthodes  d'interprétation  des  solutions  imaginaires  de  problèmes  posés, 
suivies  jusqu'à  présent,  et  de  remplir  autant  que  possible  les  lacunes  qui  y 
sont  restées.  D'après  lui,  c'est  dans  le  «  Mémoire  sur  les  quantités  imaginaires  >» 
de  Buée  {Phil,  Transactions,  1806)  qu'on  trouve  en  germe  les  interprétations 
les  plus  logiques  concernant  la  signification  des  diverses  grandeurs  imagi- 
naires. 

De  Vries  (*/".).  —  Involutîons  harmoniques  dans  le  plan  et  sur  la 
sphère.  (1 19-140). 

Dans  le  plan,  les  couples  de  points  admettant  le  même  milieu  forment  une 
involution  concentrique;  à  l'aide  d'une  inversion  dans  le  plan,  cette  involu- 
tion  concentrique  se  transforme  en  une  involution  harmonique  à  deux  points 
doubles  Ap  A,  dont  les  couples  (  B,,  B,)  forment  avec  A,,  A,  des  quadruples 
harmoniques  (quadrilatères  inscrits  harmoniques).  Le  sextuple  métaharmo- 
nique  consistant  en  trois  couples  de  points,  deux  quelconques  desquels  forment 
un  quadruple  harmonique;  involution  de  quadruples  de  points  qui  s'y  rapporte. 
L'involution  isodynamique  des  sommets  des  triangles  équilatéraux  à  centre 
commun  et  sa  transformée  par  inversion.  Extension  de  ces  notions  et  de 
plusieurs  autres  qui  s'en  déduisent  à  la  sphère  à  l'aide  d'une  inversion  dans 
l'espace. 

Tome  V;  1898. 

Cardinaal  (J.).  —  Sur  quelques  cas  de  cônes  circonscrits  à  une 
quadrique.  (45-98). 

1.  Étant  donnés  une  quadrique  Q^  et  un  plan  a,  l'auteur  détermine  d'abord 
(  '  )  Depuis  1896  ce  Recueil  contient  aussi  des  Mémoires  mathématiques. 


3io4  sr.coNoii:  pautie. 

le  lieu  géométrique  des  sommets  des  cônes  circonscrits  sous  la  condition  qoe 
leurs  intersections  avec  le  plan  a  sont  tangentes  à  une  droite  ou  i  uneconiqoe 
données.  Coniques  bitangentes,  osculalriccs,  surôsculatrices.  Parabole.  2.  Lien 
géométrique  des  sommets  quand  la  conique  d'intersection  avec  a  doit  ren- 
contrer une  droite  donnée  de  ce  plan  en  un  couple  de  points  appartenant  i 
jine  involution  donnée.  Hyperbole  équilatére  et  cercle.  3.  Problèmes  qui  résal- 
tent  de  la  combinaison  des  conditions  données. 

De  Vries  (X).  —  Recherches  sur  les  coordonnées  mtiltipolaires. 

(99->57). 

Coordonnées  bipolaires  et  biangulaircs.  Relation  vérifiée  par  deux  courbes 
orthogonales.  Trois  rayons  vecteurs  p^  </,  r  issus  de  pAles  collinéaires.  Cercles. 
Ellipses  et  hyperboles.  Transformation  involutive />^  =  r",  p'q'—r*.  Cassi- 
nicnnes.  Equations  quadripnlaites  et  quadrangulaires  de  faisceaux  cassiniens 
orthogonaux.  Cartésiennes;  rai:iccaux  orthogonaux;  confocales.  Limaçons  de 
Pascal.  Les  quatre  foyers  des  cassiniennes  à  deux  branches.  Coordonnées  tri- 
polaires  issues  des  sommets  d*un  trisingle.  Introduction  d'un  quatrième  rayon 
vecteur.  Cercles  et  droites  remarquables  du  triangle.  Cycliques. 

Se/toute  (P,'fl.).  —  Quelques  figures  à  w -f- a  inversions  dans 
l'espace  à  n  dimensions.  Première  partie,  (i 59-205,  2  pi.). 

L'auteur  réunit  sous  un  même  point  de  vue,  et  par  les  méthodes  de  la  Géo- 
métrie synthétique,  les  propriétés  connues  des  cubiques  circulaires,  des  quar- 
tique«  bicirculaires  et  des  cycliques  gauches,  en  y  ajoutant  des  amplifications. 
IVabord  il  considère  le  faisceau  de  cubiques  circulaires  dont  les  quatre  sommets 
d'un  quadrangle  orthocentrique,  ses  trois  points  diagonaux  et  les  deux  points 
cycliques  du  plan  forment  les  points  de  hase.  Par  inversion  dans  le  plan,  il  en 
déduit  le  roseau  des  qunrtique^  bicirculaires  qui  sont  anallagmatiques  par  rap- 
port aux  quatre  inversions  «lonl  quatre  cercles  coorthogonaux  sont  les  lieux 
des  points  doubles.  Par  inversion  dans  lespace  il  transforme  le  réseau  des 
(|uartiques  bicirculaires  en  un  réseau  de  cyrljques  gauches  sur  une  même 
sphère,  anallaginatiques  par  rapport  à  quatre  inversions  dans  Tespace.  De  ce»* 
trois  systèmes  il  étudie  succes^^ivenienl  l'origine,  les  inversions,  les  modes  de 
sènèratii»n,  les  propriétés  focale-i  et  les  lieux  géométriques  auxquels  ils  mènent. 

Airtnvrn/tttvzrn    hrttsrmftn    (./. V    —    La    propa^jation    du    son 
(l\iprrs  la  théorie  cinétique  (h\s  (luides  élastiques.  (20^-216). 

Srhotttr  [P,-//.^.  —  ()nrh]uos  (ijjnros  à  /j -i- •>.  inversions  dans 
Tespace  à  n  dimensions.  Seconde  partie.  (2ii-2()8,  1  pi.). 

L'auteur,  en  continuant  l'ordre  «les  itlée-^  de  la  partie  précétlente,  s'occupe 
ici  de>  cxclitles  euhiqucN.  des  c>c!ith's  (pi.irtiques  et  des  hyperocliques.  Le 
quintan^Ie  orthocentrique.  ilonl  le*i  sommets  cl  I  orlhoeenlre  d'un  tétraèdre 
istHlyn.MUique  sont  les  >omuiels.  ftu'me  le  pt»inl  de  départ,  les  cinq  sommets 
et  les  dix  points  ili.monaiix  ^  points  dinlei-s»*' lion  d'arêtes  el  faces  opposées) 
étant  les  points  de  ha«»o  rérU  «l'un  nsoau  de  sinf.itos  cubiques  pas>ant  par  le 
recelé  commun  .i  louio*  lo<  sphère^,  r*c«ii-à  tlire  d'un  ré^oau  de  cyrlnles  cubiques. 
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Par  inversion  Fauteur  en  déduit  un  système  triplement  infini  de  cyclides  quar- 
tiques,  anallagmatiques  par  rapport  aux  cinq  inversions  dont  cinq  sphères 
coorthogonales  sont  les  lieux  des  points  doubles.  Et  par  une  inversion  dont 
le  centre  ne  se  trouve  plus  dans  l'espace  tridimcnsional  de  ce  système  linéaire 
de  cyclides  quartiques,  ce  système  se  transforme  en  un  système  linéaire  d'hyper- 
cycliques,  surfaces  tordues  à  deux  dimensions  de  l'ordre  quatre,  situées  sur 
rhypersphère  à  trois  dimensions  dans  laquelle  se  transforme  l'espace  tridimen- 
sional  qui  porte  la  figure  originale.  Ces  trois  systèmes  sont  étudiées  ici  sous 
les  rapports  indiqués  :  origine,  inversions,  modes  de  génération,  propriétés 
focales,  lieux  géométriques. 

Zeeman  Gz  (P-)-  —  Une  surface  minima  algébrique  du  vingtième 
ordre.  (299-345,  1  pi.)- 

La  surface  minima  passant  par  une  courbe  /(^p^t)  =  0  du  plan  XOY  et 
admettant  cette  courbe  comme  ligne  géodésique,  est  définie  par  les  formules 

où  R(U)  désigne  la  partie  réelle  de  U,  et  s  l'arc  de  la  courbe.  En  appliquant 
ces  formules  au  cas  spécial  de  la  cardioïde 

ar,=  aa(i  -h  C0S9)  COS9,        ^,  =  2a{i  -h  cosç)  sinç, 

l'auteur  trouve 
J7  =  aaR(i  +  coso)  coscp,       j' =  aaR(i -h  cos(f  )  sino,        5  =  8aR(i  sin- J> 


011 


X  =  a-ha{p^-h  2)  cosaa  h —  (p*-+- 4p'H-  2)  cos42t 


2 


y  =  ^(p2_4_  2)  sin  2a  H —  (p*-+-  4p'-t-  "*  )  sin  4»» 


2 


z  =        4^P  cosa, 


où  p  et  a  représentent  des  paramètres  arbitraires.  La  surface,  lieu  de  ce  point, 
est  du  vingtième  ordre.  Les  courbes  a  =  C  sont  des  biquadratiques  gauches; 
les  courbes  p  =  C  en  forment  les  trajectoires  orthogonales  du  huitième  ordre. 
Intersection  de  la  surface  avec  les  plans  coordonnés.  Construction  des  courbes 
a  =  C  et  p'=  C.  Les  courbes  minima  de  la  surface  d'après  Lie.  Classe  et  rang 
de  ces  courbes  du  huitième  ordre.  Intersection  de  la  surface  avec  le  plan  de 
l'infini.  Les  lignes  multiples  de  la  surface.  Classe  et  ordre  de  la  surface.  Son 
équation  en  coordonnées  rectangulaires. 

Van  Laar  (J,-J.),  —  Théorie  générale  des  dissolutions.  (i-64). 

Dans  ce  Mémoire  l'auteur  se  propose  d'étudier  dans  toute  sa  généralité  la 
question  des  équilibres  qui  se  présentent  chez  les  dissolutions,  si  Ton  admet 
comme  la  supposition  la  plus  générale  que  les  molécules  des  corps  en  dissolu- 
tion sont  partiellement  dissociées  en  Jones  et  que  les  molécules  du  dissolvant 
5e  sont  partiellement  associées  en  molécules  simples. 
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Van  Laar  {J.-J,).  —  Sur  le  chauffage  d'un  cylindre,  donl 
chaque  partie  subit  une  élévation  de  température  continuelle 
par  quelque  procès  intérieur,  physique  ou  chimique  (65-83). 

La  méthode  de  la  solulion  ressemble  en  beaucoup  de  points  i  celle  dont  s*est 
servi  Fourier  dans  le  cas  du  problème  de  refroidissement,  mais  elle  s*en  écarte 
à  beaucoup  d*aulres  égards.  Le  résultat  de  l'analyse  ne  saurait  se  déduire  de 
la  solution  du  problème  de  Fourier,  la  manière  de  chauffage  étant  tout  4  fait 
différente  de  la  manière  de  refroidissement. 

Janssen  van  Raay  (  W^-IL-L.),  —  Le  caractère  géométrique  des 
fonctions  elliptiques  sn,  en,  dn.  (iSi-iôs). 

Tout  comme  les  fonctions  circulaires  et  hyperboliques  les  fonctions  ellip- 
tiques sont  liées  à  une  courbe  qui  en  représente  géométriquement  les  pro- 
priétés et  qui,  pour  n'avoir  joué  jusqu'à  présent  aucun  râle  en  Mécanique  ou 
en  Physique,  n'en  est  pas  moins  comparable,  au  point  de  vue  géomélriquef  as 
cercle  et  à  l'hyperbole  équilatère.  De  cette  remarque  l'auteur  fait  découler  une 
méthode  d'exposition  assez  élémentaire  des  propriétés  fondamentales  de  ces 
fonctions;  pour  y  partir  de  principes  aussi  simples  que  possible,  il  écarte 
provisoirement  les  considérations  relatives  au  domaine  de  l'imaginaire,  la 
seconde  période  incluse. 

Sclioute  {P, -/!,).  —  Quelques  figures  à  /?  -h  2  inversions  dans 
Tespace  à  n  dimensions.  Troisième  et  dernière  partie.  (i63-236). 

En  continuant  l'ordre  d'idées  des  deux  Communications  précédentes,  cette 
partie  devrait  contenir  l'étude  des  hypcrcyclides  cubiques  et  quartiques  de 
l'espace  à  quatre  dimensions  cl  de  riiypercyclique  d'un  rang  plus  élevé  de 
l'espare  à  cinq  dimensions.  Cependant  Tauteur  a  préféré  développer  dès  main- 
tenanl  les  extensions  générales  et  renvoyer  à  des  noies  les  extensions  à  l'espace 
à  quatre  ou  à  cinq  dimensions  (]ui  méritent  une  mention  spéciale.  Ainsi  il 
traite  tout  de  suite  «les  liypereyclides  cubiques  et  quartiques  un  —  i  dimen- 
sions dans  l'espace  à  n  dimensions  et  de  l'Iiypercyclique  à  /»  —  i  dimensions 
dans  l'espace  à  /i -+- i  dimensions.  Le  («-h>) —  angle  ortliocentrique  forme 
ici  le  point  de  départ,  etc. 

l  an  fMar  (,/.-./.).  —  évaluation  de  la  deuxième  correction  sur 
la  grandeur  h  de  réquatiou  de  M.  \  au  (1er  \\  aals.  (23]j-28.4). 

Dans  un  Mémoire  récent  [voir  Bulletin,  t.  WIV,  II'  Partie  (1900),  p.  162] 
M.  \an  dcr  Wa.ils  a  indi(}ué  une  méthode  pour  obtenir  la  valeur  de  la  gran- 
deur ^  (le  ré<{uation 

après  avoir  déduit   antériciirenieiit   la   valeur  --^  de   3.    La   méthode  emplovér 
était  celle  de  Clausius.  Kn  supposant   une  des  molécules  réduite  à  son  centre. 
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Tespace  disponible  pour  le  mouvement  de  ce  point  s'obtient  évidemment  en 
doublant  le  rayon  des  autres  molécules,  de  manière  qu'il  faudrait  diminuer  le 
volume  V  de  huit  fois  le  volume  b  de  toutes  les  molécules;  seulement,  en  se 
fondant  sur  la  théorie  du  virial  M.  Van  der  Waals  a  montré  qu'il  faut  substi- 
tuer ^b  k  Sb  dans  cette  soustraction. 

Toutefois  cette  valeur  de  4^  n'est  qu'une  valeur  limite,  car  en  réalité  il  se 
présente  continuellement  des  approchements  de  molécules  de  sorte  que  les 
sphères  à  rayon  double  (  sphères  de  distance)  empiètent  les  unes  sur  les  autres. 
En  faisant  attention  à  Faction  mutuelle  de  deux  molécules,  M.  Van  der  Waals 
évaluait  la  constante  a.  Ici,  à  force  d'intégrations  assez  nombreuses,  M.  van  Laar, 
en  considérant  le  cas  de  trois  sphères,  évalue  la  constante  p. 


NOUVELLES  ANNALES  de  Mathématiques,  Journal  des  candidats  aux  Écoles 
spéciales,  à  la  Licence  et  à  TAgrégation,  dirigé  par  MM.  C.-A.  Laisant  et 
X.  Antomari  (»).  —  3"  série. 

TomeXVIll;  1899. 

Duport  {/!*)-  —  Démonstration  de  quelques  théorèmes  de  Ciné- 
matique. (5-3 1). 

L'auteur  s'est  proposé  de  démontrer  les  théorèmes  suivants  : 

I.  Le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan  peut  être  produit  par  le 
roulement  d'une  courbe  liée  à  la  figure  sur  une  courbe  fixe. 

II.  Le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  peut  être  produit 
par  le  roulement  d'un  cône  lié  au  corps  sur  un  cône  fixe  de  même  sommet. 

III.  Le  mouvement  général  d'un  corps  solide  peut  être  produit  en  faisant 
mouvoir  une  surface  réglée  liée  au  corps  de  façon  qu'elle  touche  constamment 
une  surface  réglée  fixe  le  long  d'une  génératrice. 

Candido{G,),  —  Formules  pour  Tétude  d'une  figure  remarquable. 
(3i-38). 

Ces  formules  expriment  les  distances  des  points  du  plan  aux  sommets  d'un 
triangle  et  les  distances  mutuelles  de  ces  points,  connaissant  les  rapports  que 
déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  les  droites  joignant  ces  points  aux  som- 
mets. 

Bioche  (C).  —  Sur  les  quadriques  circonscrites  à  un  tétraèdre. 

(38-42). 

L'auteur  montre  que  le  tétraèdre  formé  par  quatre  points  d'une  quadrique 
non   développable  et   le   tétraèdre  formé   par  les  plans  tangents  ne  sont  pas 


(*)  Voir  DuUetiiu  t.  WUL,  p.  87  et  255. 
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toujours  homologiques,  mais  que  sur  une  quadrique  donnée,  non  développaUe, 
on  peut  toujours  trouver  des  systèmes  de  quatre  points  présentant  cette  parti- 
cularilé. 

Staéckel  (P.)  (traductioa  L,   Laugei)»  —  Sur  quelques  pro- 
priétés arithmétiques  des  fonctions  analjrtiques.  (53-64)* 

L'auteur  établit  l'existence  de  fonctions  transcendantes  de  la  variable  com- 
plexe X  qui,  pour  toutes  les  valeurs  rationnelles  (et  aussi  pour  toutes  les  va- 
leurs algébriques)  de  leur  argument,  prennent  elles-mêmes  des  valeurs  tootes 
rationnelles. 

Pleskot  {A.),  —  Nouveau  procédé  pour  résoudre  les  équatioas 
du  troisième  degré.  (65-66). 

L'équation  du  troisième  degré  étant 

x^  -+-  px  H-  7  =  c>, 
on  forme  une  équation  ayant  pour  racines  X  fois  les  racines  de  la  proposée. 

Fontené  (G,),  —  Sur  des  polyèdres  mobiles  comparables  aux 
polygones  de  Poncelet.  (67-74)- 

Knoncé  et  démonstration  des  conditions  que  doivent  remplir  deux  quadriques 
données  admettant  des  tétraèdres  (ou  d'autres  polyèdres  particuliers)  inscrits 
et  circonscrits. 

l(t\ss  {F,-J.),  —  Solution  graphique  de  n  équations  linéaires 
avec  n  variables.  (74-79). 

\'acquant  {A.).  —  Agrégation  des  sciences  mathématiques. 
Concours  de  1898.  Solution  de  la  question  de  Mathématiques 
élémentaires.    (7()-86).     Solution    de    la    (jueslion    d'Anal v>«'. 

(i3.1-i.1i)- 

liipert  (/>.).  -  Sur  rhomogra[)liie  et  la  dualité  appliquées  aux 
propriétés  métriques  du  plan.  (101- 121). 

Dislance  anliarmoni({ue  de  deux  points.  —  Angle  unliarmcmiquc  de  deux 
droites.  —  Distance  anhannonique  d'un  point  à  une  droite-  -  Vn^lc  anhar- 
nioniquc  d'une  droite  et  d'un  point.  —  Division  anharinoniquc  des  segments  et 
des  angles.  —  Conjufïuées  et  conjuguées  anharinoniques.  —  Kléments  anhar- 
inoni(]ues  des  angles  et  des  segments.  —  Bissectrices  et  bissecteurs  anharino- 
nitiucs.  —  Note  sur  la  division  anharmonique  des  angles  et  des  segments. 

liiiklrn  (O.).  —  Stir  les  normales  de  rclli|)soïde.  (121-12.')). 

Mariftntoni  et  Pdiatini.  —  Sur  le  problème  do  la  poivscclion  <ie 
ran:;lo.  (\i(\'\?t  1). 
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Propriétés  des  courbes  sectrices  par  lesquelles  on  peut  obtenir  la  solution 
de  ce  problème. 

Piccioli  {II')-  —  Un  théorème  de  Géométrie  à   n  dimensions. 
(i32-i33). 

Les  courbes  à  courbures  constantes  de  l'espace  à  nombre  impair  de  dimen- 
sions ont  pour  développantes  celles  des  courbes  hypersphériques  à  courbures 
constantes,  bases  des  cylindres  qui  les  contiennent. 

Tarry  (G.).  —  Les  lignes  arithmétiques.  (i49-i55). 

Tarry  (G.).  —  Curiosité  mathématique.  (i56). 

Godefroy .  —  Démonstration  nouvelle  de  la  règle  de  convergence 
de  Gauss.  (157-160). 

Lecornii  (L,.).  —  Sur  le  mouvement  d'un  point  sollicité  par  une 
force  centrale  constante.  (161-169). 

La  trajectoire,  assez  semblable  à  l'herpolhodie,  se  compose  d'une  suite  d'arcs 
identiques  sans  inflexion,  allant  alternativement  toucher  deux  circonférences 
concentriques. 

Candido  {A.),  —  Sur  un  théorème  connu.  (170-178). 

Par  le  sommet  A  d'un  triangle  ABC  on  mène  les  perpendiculaires  aux 
côtés  AB,  AC,  qui  coupent  en  D  et  en  E  le  cercle  circonscrit  au  triangle.  Dé- 
montrer que  le  quadrilatère  ADBE  (ou  ADCE)  est  équivalent  au  triangle  ABC. 

Tikhomandritzky ,  —  Sur  le  second  théorème  de  la  moyenne. 
(173-175). 

Bricard  {I^-)-  —  Deuxième  concours  des  Nouvelles  Annales 
pour  1898.  (197-217). 

Mémoire  ayant  obtenu  le  prix.  Propriétés  de  la  tétraédroïde,  ti^ansformée 
homographique  générale  de  la  surface  de  l'onde. 

Nobile  (  V.).  —  Note  de  Géométrie  cinématique.  (2i8-a34). 

Exposé  de  quelques  propriétés  du  mouvement  d'un  solide  de  révolution  fixé 
par  un  point  de  son  axe  et  assujetti  à  s'appuyer  sur  une  droite  fixe. 

Laurent  {II,),  —  Sur  les  nombres  premiers.  (234-24 1)« 

Démonstration  d'une  propriété  nouvelle  des  nombres  premiers,  qui  ne  semble 
pas  découler  du  théorème  de  Wilson. 


Duporcq  (£*■)■  —  Agrëgntion  des  sciences  malliém»u<]uvs.  Con-  1 
cours  de  1898.  Solution  de  la  question  de  MaLhématiques  sp^  J 
ciales.  (aSS-igi). 

LacQuriE.).  —  Sur  IV'nuatioo  d'Eulcr-T=^  =  '     ■  (aqWoo). 

Pleskot  {A.).  —  Limiles  des  racines  d'une  équalioa  n'ayant  que 
des  racines  réelles.  (3oi-3o5). 

Ripert  (L.).   —  Sur  l'homographie  el  la  duahlé  appliquées  aui 
propriétés  métriques  de  l'espace.  (SoG-Sag). 


Géométrie  autour  du  point. 

—  Dièdre  anliari 

Tioniqucdedeu] 

I  plans.  -  An|1* 

. -Produhset  ■ 

icimmes  auliarm 

oniques,  —  Géo- 

métrie de  l'espace.  —  Définitii 

)na  el  applicatioi 

is.  —  Systèmes 

de  coordonnée. 

—  Fojer»  dans  les  coniques-  - 

-  Foyers  dans  lo 

■s  quadriques. 

Concours  général  de  1899.  {33o). 

Concours  d'admission  à  l'École  polytechnique  en  iSgg.  (33i-332). 
(Pour  la  solution,  voir  p.  ^]i-435,  article  de  .M.  Philbcrt  du  PIcssis.) 
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Concours  d'admission   à   TÉcole  normale  supérieure  en    1899. 
(332-334). 

Autonne  {L,).  —  Sur  le  rapport  anharmonique.  (34 1-346). 

Le  rapport  aDharmonique  K  de  quatre  quantités  ^^.(1  =  1,  3,  3,  4)  est  sus- 
ceptible de  six  valeurs  K.(y  =0,  i,  a,  3,  4f  5),  en  général  différentes,  toutes 
fonctions  d'une  quelconque  d'entre  elles.  On  trouvera  dans  Clebsch  {Leçons 
sur  la  Géométrie,  traduction  A.  Benoit,  1. 1,  p.  49  et  suivantes)  une  discussion 
des  relations  qui  existent  entre  les  K^.  L'auteur  se  propose  de  reprendre  la 
question  en  insistant  sur  les  liens  qui  unissent  la  théorie  à  celle  des  groupes 
de  substitutions  entre  quatre  lettres. 

Combebiac,  —  Notions  élémentaires  sur  les  groupes  de  transfor- 
mations. (347-370). 

Transformations.  —  Séries  de  transformations.  Paramètres  essentiels.  — 
Groupes  de  transformations.  —  Sous-groupes.  —  Famille  de  variétés.  —  Tran- 
sitivité.  Invariants.  —  Primitivité.  Covariants.  —  Invariants  et  covariants 
simultanés.  —  Isomorphisme.  —  Similitude.  —  Groupes  paramétraux.  — 
Groupes  de  structure  donnée.  —  Groupe  adjoint.  Transformations  distinguées. 
—  Types  de  sous-groupes. 

Bôklen  (O.).    —   Note   sur   une   surface   étudiée  par   Painvin. 
(370-372). 

Il  s'agit  de  la  surface  étudiée  pour  la  première  fois  dans  les  Nouvelles 
Annales,  par  Painvin  (1864,  p.  48i)  et  qui  représente  le  lieu  des  foyers  des 
sections  centrales  d'une  quadrique. 

Longchamps{G.  de).  —  Les  courbes-images  et  les  courbes  symé- 
triques. (373-378). 

Soient  A  un  point  fixe  d'une  courbe  C,  M  un  point  mobile  sur  C;  BMB'  la 
normale,  MB  =  MB'=  /i,  n  ayant  une  relation  déterminée  avec  l'arc  AM  =  v. 
Le  lieu  de  B,  B'  est  une  courbe  C'  ou  C  que  M.  Petrovitch  a  proposé  d'appeler 
Vimage  de  C.  Les  deux  courbes  C',  C'  sont  dites  courbes  symétriques  relati- 
vement à  C. 

Le  présent  article  a  pour  objet  la  détermination  des  tangentes  à  ces  courbes. 

Agrégation  des  Sciences  mathématiques.  —  Concours  de  1899. 
(378-381). 

Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  —  Concours  de  1899. 
(Première  session  (38 1-383). 

Zahradnik  (C).  —  Contribution  à  la  théorie  des  cubiques  cus- 
pidales.  (389-407). 

Droites  satellites.  —  Correspondance  homographique  entre  les  droites  satcl- 


Fontené  (G.).  —  Sur  les  angles  n^sullanls.  {,\o-^-\iç,).  Noie  « 
Rédacteur  (419-4^0)- 
ExtcnsioD,  A  ]'esp>Rc,  du  théorème  Ac  Uellavitis  sur  le  '|uui1raii);l<-  pljtn. 

Sur  les  s^'sLèmcâ  de  troi.i  rei 

itre  trois  variables.  (4^7-4^4 

la   ^l;rll(^rehe  des  condilioiit  <U 


Une   queslion    de    Géomélric    difîér 

de  M.  Eoncpcr'l'j 

Sur  le  hessien  d'une  forme  cubique  binaif 


DémoDslralion  de  celle  propriété  de  li  surface 
pour  asymplolïqurs  des  hélices  cylindriques. 


FonlP.nA  (G.). 
(459-400- 

Purmation  simple  du  hessien  basée  lar  l'identité  de  ta  hcasieni 
sleinérienne  pour  les  courbes  et  les  surrices  du  troisième  ordre. 


Sj-stdi 


S  des  JVouvellex 
s  tangentes  à  une  < 


:/ej  |iour  1900.  (485-^87) 


Collignon  (£"•)-  —  Problèmes  divers  sur  ta  méthode  inverse  des 

tangentes.  (488-5o8). 
Le  problème  de  M.  de  Beaunc. 
Remarques  sur  les  couifacs  représentées  par  l'équation 


) 


Piccioli  {//.).  —  Sur  quelques  questions  de  la  théorie  des  courties 
à  double  courbure.  (5o8-5i  1), 


.1  n'est  pas  exact,  en  général,  que  la 

c  hélice  cylindro-eonique  soit  placée  sur  ua  cûne  de 
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Lefeb^'re.  —  Etude  d'un  système  de  deux  miroirs  sphériques. 
(5i2-529). 

Réflexion  par  un  miroir  sphériqiie.  —  Réflexion  par  deux  miroirs.  —  Pôles 
et  circonférenees  polaires.  —  Classificalion  des  systèmes  de  deux  miroirs.  — 
Systèmes  périodiques.  —  Systèmes  apériodiques.  —  Systèmes  intermédiaires. 
—  Systèmes  homofocaux  et  singuliers.  —  Nombre  des  images.  —  Efl'et  de 
n  réflexions.  —  Conclusions.  —  Note. 

Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  —  Concours  de  1899 
(Deuxième  session). 

SaltykoKV  (/V.).  —  Sur  la  tliéorie  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  d'une  seule  fonction. 
(533-543). 

Contribution  à  Texposé  des  méthodes  de  Lagrange  et  de  Jacobi. 

Lacour  {E.),  —  Sur  le  mouvement  d'un  solide  pesant  autour 
d'un  point  fixe  (application  des  fonctions  elliptiques).  (543-553). 

Définition  des  paramètres  a,  p,  y,  6.  —  Mise  en  équation  du  problème  de 
Mécanique.  —  Inversion.  —  Calcul  des  constantes  elliptiques.  —  Remarque. 

Jamet  (  K.).  —  Sur  le  problème  d'Analyse  donné  à  l'Agréo^ation 
en  1899.  (553-073). 

Etude  des  intégrales  communes  aux  deux  équations 

{p  —  x){z  —  e)  —  {x  ^  a){  px  -^  qy  —  j  z)  ~  o, 
{g  —y){s  —  c)  —  {x—  b){px-r-qy  —  :}z)  z.~  n. 

Licence  es  Sciences  mathématiques. 

Le  Journal  a  continué  l'insertion  des  sujets  de  composition  d'Analyse,  de  Mé- 
canique et  d'Astronomie  proposés  aux  examens  de  Licence  es  Sciences  mathé- 
matiques à  Paris  et  dans  la  plupart  des  Universités  françaises.  Voir  p.  4^-4^* 
86-92,  i/|i-i45,  175 - 191,  4^'ï-469»  57 '1-579.  Plusieurs  énoncés  ont  été  accompagnés 
de  brèves  indications  pour  leur  solution. 

Note,  —  Plus  exactement,  la  licence  es  sciences  est  remplacée  par  des  cer- 
tiflcats  d'études  supérieures  des  Facultés  des  Sciences. 

SOLUTIONS   DE    QUESTIONS. 

Abonné.  —  Rectification  a  une  propriété  de  la  podaire  de  la 
cjcloïde. 

Audibert.  —  Propriétés  des  lunules  d'Hippocratc.  —  Polynôme 
algébrique.  —  Propriétés  des  coniques. 
liiiU.  des  Sciences  mathéni.,  2*  série,  t.  WIV.  (Octobre  1900.)  R.i4 


2i4  SFXONDK   PAUTIE. 

Barisien  {E,-N,),  —  Triangles  ëquilaléraux  et  Iiypoc^cloïde 
triangulaire. 

Boulanger  {A.),  —  Quadriques  orthogonales.  —  Surfaces  mou- 
lures. 

Dulimbert,  —  Divisibilité  de  certains  nombres.  —  Propriétés 
d'un  cylindre  et  d'un  cône.  —  Déterminant  de  quantités  imagi- 
naires. 

Diiporcq  {E .),  —  Propriété  de  l'ellipse. 

Gcnly  {E ,).  —  Propriété  de  Thyperboloïde  équilalère. 

Gilbert  (/?.).  —  Construction  d'une  conique. 

flilaire.  —  Au  sujet  de  la  question  549  proposée  en  1860  par 
M.  Faure. 

Issaly.  —  Au  sujet  de  la  solution  de  la  question  1727  par  M.  Tzil- 


zéica. 


Leinckugel  [G.).  —  Propriété  des  coniques. 

Malo  (E.).  —  Propriété  des  coniques. 

Mannhcini  {A.).  —  Propriétés  des  coniques. 

Ocagnc  (  J/.  cl').  —  Généralisalion  d'une  propriété  du  paraboloïde 
livperboliquc. 

Retali  (F.).  —  Au  sujet  d'une  courbe  rencontrée  par  M.  Servais. 

Saint-Germain  {A,  de).  —  Au  sujet  de  la  solution  de  la  ques- 
tion 1727  par  M.  Tzilzéica.  —  Au  sujet  de  la  question  174() 
par  .M.  Boulanger. 

TzitZi'ica  (G.).  —  Propriété  (Tune  surface  à  indicatrice  ellip- 
tl(|ue.  —  Propriété  (Pun  svslrnio  d<î  cubiques. 

N'iriftl-driix  questions  résiiliirs,  quatorzo  anciens  énoncés  réimprimés,  vingt 
ri  une  questions  nouvelles,  enfin  les  sujets  proposés  dans  de  nombreux  con- 
cours universitaires  attestent  suffisamment  limportance  que  MM.  les  Hédac- 
teurs  <lu  journal  entendent  maintenir  avec  raison  à  cel  élément  d'activité  des 
étudies  mathématiques  dans   les  sr«'»nds  foyers  de   rensei};ncmenl  français.   Le 
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choix,  la  variété  el  la  difficulté  des  questions  proposées  juslifient  rémulalion 
dont  collaborateurs  et  candidats  font  preuve  dans  Télégance  et  l'ingéniosité  de 
leurs  solutions. 

L'expérience  faite  ici  comme  dans  d'autres  recueils  mathématiques  a  montré 
Tutilité  de  la  réimpression  de  questions  anciennes  demeurées  non  résolues. 
Plusieurs  d'entre  elles  ont  enfin  réussi  à  trouver  leur  solutionniste. 

H.  B. 


REVUE  D'ARTILLERIE  (»). 
Tome  XLVI;  avril-septembre  1895. 

Laurent  (P-).  —  De  rinflnence  de  l'inclinaison  des  filets  de  la 
vis  de  culasse  sur  la  résistance  de  récrpu.  (69-101,  9  fig.). 
Suite  et  fin  du  Travail  inséré  aux  Tomes  XLIV  et  XLV. 

Troisième  Partie.  —  I.  Valeurs  des  forces  élastiques.  —  II.  Applications.  — 
III.  Résistance  à  la  force  élastique  principale  X3.  —  IV.  Problème  I.  —  V.  Pro- 
blême II.  —  VI.  Conclusions. 

Les  exemples  donnés  et  les  théories  exposées  dans  ce  Mémoire  montrent 
quelle  est  l'influence  considérable  de  Tinclinaison  du  filet  sur  la  résistance  de 
l'écrou  de  culasse,  et  l'avantage  cjui  résulte  de  l'emploi  d'un  filet  à  forte  incli- 
naison. Les  exemples  pris  ici  n'ont  pas  été  choisis  au  hasard;  ils  sont  très 
voisins  comme  données  numériques  de  canons  existants,  et  ils  font  voir  que 
pour  ne  pas  dépasser  un  module  de  3o^i?,  il  faut  se  tenir  pour  l'inclinaison 
dans  les  environs  de  fio**,  lorsqu'on  veut  ne  pas  avoir  une  vis  trop  longue. 

Hartmann  (/^.).  —  Distribution  des  dëfoi*malions  dans  les  métaux 
soumis  à  des  efTorts.  (i 06- 188,  3i  fig.). 

Continuation  du  g  III  du  Mémoire  commencé  au  Tome  XLVI  (voir  Bulletin, 
1*  Partie,  p.  4^;  1896). 

Hartmann  (L,.).  —  Unification  des  mesures  industrielles.  (33^- 
364,  479-^*^7  6o3-622,  9.-^  fig.,   I  pi.). 

Exposé  des  procédés  théoriques  et  description  des  instruments  nécessaires  à 
la  comparaison  des  longueurs  métriques  des  règles  destinées  à  l'étalonnage  des 
mesures  des  longueurs  à  bouts  et  à  divisions. 

Lardillon,  —  Etude  théorique  des  effets  du  tir  fusant.  (365-390, 
2  fig.,  I  pi.,  14  tabl.). 

Cette   Note  a   pour  objet   de   déterminer  le   nombre   mojen   par  coup   des 


(')  Voir  Bulletin,  iSijii,  XX,,  ."iS. 
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atleiulcs  produites  par  une  salve  fusante  sur  un  rang  de  panneaux  de  fnint 
indéfini,  disposés  normalemenl  à  la  trajectoire  moyenne,  ainsi  que  la  valeur 
moyenne  des  fronts  battus  par  les  diiïércnts  coups  de  la  salve. 


Tomo  XLVII;  octobre  1895-mars  1896. 


Daiibresse  {A,),  —   Kliide    théorique   sur   les  jumelles.  (5-35, 

L'auteur  s'est  proposé  de  donner,  de  la  lunette  de  Galilée,  une  théorie  des- 
tinée à  faire  ressortir  les  effets  que  produisent  les  aberrations  dans  cet  instru- 
ment, sans  d'ailleurs  en  calculer  la  valeur;  d'indiquer  la  façon  dont  on  peut 
compenser  les  unes  par  les  autres  les  aberrations  dues  aux  divers  éléments  du 
système,  de  manière  que  l'image  résullanlc,  celle  que  l'œil  perçoit,  offre  une 
netteté  convenable:  enfin,  d'énumércr  les  conditions  pratiques  auxquelles  doit 
satisfaire  un  bon  instrument. 

L'étude  se  termine  par  un  court  exposé  de  la  combinaison  nouvelle  qui  a 
permis  de  réaliser  récemment,  sous  le  nom  ùg  jumelles  hyperdioptriques,  des 
jumelles  douées  d'une  plus  grande  puissance  et  d'un  champ  plus  étendu  que 
les  instruments  basés  sur  la  combinaison  ordinaire  de  Galilée. 

Lafay{A,).  —  Abaques  relatifs  au  tir  de  siège.  (65-^9,  4  fi^-' 
1  pi.). 

Application  de  la  théorie  générale  des  abaques,  ou  de  la  Nomographie, 
publiée  en   1891   par  M.  d'Ocagne,  à   la  construction  d'abaques  destinés  à   la 

résolution  des  problèmes  relatifs  .iu  tir  i\c  sièco. 

Hartmann  (L-)-  —   Distribution  des  (b'IorniîUions  dans  les  mé- 
taux soumis  à  des   elVorts.  (.>.7S-.^ii,  ,^()()-4o'>,  ().'>  fi*;.,  3  pi.). 

Suite  et  fin  du  .Mém«»irc,  purement  dtsrriplif,  mais  riMnpIi  (rinlèressanls 
ro<uhats  dex  péri  en  COS. 

III.  Dèforniahons  produites  par  la  flexion  dos  métaux  (suite).  Flexion 
«•\ métrique  (suite).  Mexion  dissymétrique.  Flexion  des  poutres  erieastréo*. 
Klexitm  par  compression.  Flexion  par  traction.  Flexion  des  poutres  rourbe'>. 
Pliajîc,  eintraiie  et  courbage  des  tôles  minées.  Compres>ion  de>  solidt's  èvidés. 
Pièces  onca'itrée*  soumise-^  au  eisaiIlem«Mit.  l''lexi«>n  |>ar  chor.  -  \\.  Péforma- 
tions  produites  par  l'emboutissage  des  métaux.  —  V.  héformalions  des  solide^ 
rreux  soumis  à  îles  elTorts  intérieurs  ou  extèriiMirs.  —  \\.  Héformations  pro- 
duites par  la  torsion  des  métaux.  —  \  II.  Ih<>lribution  ilcs  f.irees  élastiques 
dans  l'acier  trempé. 

heformations  élastiques  des  ct)rps  solides. 

lié^ume  et  eonriusiuns. 

Ilartinartn  {  L.).   —   l  nifiralion  ile*^   mesures  industrielles.  (^Su- 
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Fin  de  l'étude  commencée  au  précédent  volume. 

Projet  d'organisation  d'un  service  national  des  mesures  industrielles. 

Paloque   {J-)-   —   Étude   sur  la   bicyclette  (4o3-433,   499-5 19, 
624-648,  33  lîg.,  2  pi.). 

Après  avoir  exposé  un  très  intéressant  historique  de  la  véiocipédie  et  des 
résultats  surprenants  qu'elle  a  obtenus  chez  certains  professionnels,  Tauteur 
fait  connaître  les  principales  données  de  la  théorie  mathématique  de  la  bi- 
cyclette usuelle. 

Tome  XLVIII;  avril-septembre  1896. 

Bochet  {A.).  —  Emploi  des  projecteurs  électriques  à  la  guerre. 
(126-148,  5  lig.,  2  pi.). 

Simple  résumé  donnant  seulement  le  canevas  et  les  conclusions  d'une  étude 
qui  a  fait  l'objet  d'une  communication  plus  développée. 

Chapcl  {F,).  —  Sur  une  nouvelle  étude  de  balistique  extérieure 
de  M.  Siacci.  (165-1^2,  3o2). 

Depuis  longtemps  on  a  été  frappé  de  ce  fait  qu'à  partir  de  400"'  et  même 
de  300"  jusqu'aux  plus  hautes  vitesses  mesurées  (environ  looo™  actuellement) 
la  courbe  expérimentale  se  confond  presque  rigoureusement  avec  une  ligne 
droite.  En  conformité  de  ce  résultai,  M.  Siacci  s'est  proposé  de  rechercher  si 
la  fonction  de  résistance  ne  pourrait  être  représentée  dans  toute  son  étendue 
par  uue  courbe  dont  la  droite  ci-dessus  serait  en  quelque  sorte  l'asymptote  et 
il  s'est  adressé  à  la  plus  simple  de  toutes  les  courbes  asymptotiques,  l'hyper- 
bole; non  l'hyperbole  tangente  à  l'origine  à  l'axe  des  vitesses,  ainsi  qu'on  l'avait 
essayé  déjà,  mais  légèrement  inclinée  sur  cet  axe,  ce  qui  l'a  conduit  à  l'équation 

'^  =  7:  [0,19^5^  — 4^'H-^  v^(o,i72.")v'  —  47*^9 )^-^  "J»,!^]; 

0  est  le  poids  du  mètre  cube  d'air  rapporté  à  celui  de  l'air  normal  1206;  i  le 
coefficient  de  forme  ou  indice  balisti(iue  du  projectile;  C  son  coeflicient  balis- 

|> 
tique  :  G  =. 1»  a  et  P  diamètre  et  poids  du  projectile  en  mètres  et  kilo- 

loooa'' 

grammes. 

Mis  en  possession  des  derniers  résultats  obtenus  à  Meppcn  dans  les  tirs  à 
grandes  vitesses,  M.  Siacci  montre  que  l'asyniplole  de  son  hyperbole,  asymptote 
qui  se  confond  avec  la  courbe  à  partir  de  Soo",  représente  très  exactement 
les  valeurs  expérimentales.  Celte  ligne  a  pour  équation 

R  =  42,47^—11,170. 

Toute  satisfaisante  que  soit  cette  première  solution,  M.  Siacci  ne  s'en  est  pas 
contenté,  et,  ayant  reconnu  que,  pour  les  faibles  vitesses,  l'hyperbole  ci-dcssutt 
conduit  à  des  résistunres  un  peu  supérieures  à  celles  que  donnent  les  formules 


2i8  SECONDE  PAUTIK. 

usuelles,  il  propose  rintroduclîoo  d'un  terme  correclif  qui  s'évanouit  lorsque 
la  vitesse  atteint  une  certaine  valeur;  la  résistance  se  trouve  alors  représentée 
par  une  courbe  d'ordre  supérieur  qui,  lorsque  la  vitesse  croit,  tend  à  se  con- 
fondre avec  riiyperbole  comme  l'hyperbole  elle-même  tend  à  se  confondre  avec 
la  droite  pour  les  vitesses  les  plus  élevées. 
Cette  courbe  a  pour  équation 

L»       ^' r  fo    '   ,    n cT3 7 rn a  .   o,oi42f(v  — 3oo)l 

Cette  fonction  reproduit  les  résultats  des  expériences  hollandaises  avec  un 
écart  quadratique  moyen  inférieur  à  celui  que  donnent  les  cinq  fonctions 
monômes  adoptées  par  M.  Hojel. 

La  nouvelle  expression  de  M.  Siacci  est  incontestablement  la  plus  parfaite 
qui  ait  été  proposée  jusqu'à  ce  jour;  malheureusement,  elle  exigera  des  calculs 
très  laborieux. 

L'auteur  signale  enfm  un  desideratum  formulé  par  M.  Siacci,  relatif  à  la 
nécessité  pour  ies  artilleurs  de  se  mettre  enfin  d'accord  sur  la  définition  du 
coefficient  balistique. 

Dévé  (C).   —    Vérificateurs   du   dressage   des  canons  de    fusil. 
(2i6-24'î  I  '  fig-7  >  pl-)- 

Exposé  du  principe  et  de  la  construction  de^  nouveaux  appareils  d'optique, 
vérificateurs  de  dressage  et  vérificateur  d'ensemble,  également  confiés  i  des 
ouvriers,  et  permettant  aujourd'hui  de  contrôler  avec  rapidité  et  précision  le 
dressage  des  armes,  de  pronostiquer  leur  tir  et  de  déterminer  les  plus  impor- 
tantes causes  d'écarts. 

Laurent  (P.).  —  Noie  sur  les   lonclions  secondaires  de  dériva- 
tion. (4^5-475,  6  labl.). 

Partant  d'une  formule  dr  la  tlrrivalion  donnée  par  le  général  Mayevski. 
Tauteur  y  adapte  les  notations  <ir  Siacci  et  en  détermine  ensuite  les  éléments 
numérii]iies  groupés  en  tableaux  pour  les  usages  de  la  prali<|ue. 

Tsouciiliis  (L.).  —  i\ole  sur  tie  nouvelles  tables  pour  le   calcul 
de  la  résistance  des  canons  (reliés.  (5()7-r)84,  :>.  fig.,  8  tabl.). 

Transformation  propo>ée  pour  les  formules  de  la  théorie  classique  du  général 
Virgile  alin  de  rendre  |)os>ible  l'emploi  de  tables  spéciales. 


Tome  XLIX;  oelobro   iS<>r»-niars  iS<j7. 

Journcr.  —  iNole  sur  la  résislanee  de  Talr  aux  peliles  \ilesses. 
^:^(),)-3o5,  W  li^.,    I   labl.,   i  j>l.^. 

Késullats  d'expériences   faites  en    iSSvS  .«  l'ceole  normale  de   tir  «le   Chàlons. 
Programme  d'autres  e\périenees  à  faire. 
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Ce  sujet  a  clé  peu  étudié,  et  la  loi  de  la  résistance  reste  encore  indé- 
terminée. 

Tome  L;  avril-septembre  1897. 

Journée.  —  Contribution  à  réliide  du  recul  des  armes  à  feu.  (aSo- 
249;  3  fig.). 

Les  vitesses  de  recul  ont  été  mesurées  au  vélocimètre  et  au  fusil  suspendu 

Gages  (L.),  —  Les  unités  électriques.  (600-621). 

Les  unités  de  la  Mécanique. 

L  De  rinterdépendance  des  unités.  —  H.  De  rétablissement  des  unités  fon- 
damentales. —  IIL  Dimensions  des  unités  dérivées.  Passage  d'un  système  absolu 
à  un  autre.  —  IV.  Du  système  absolu  CGS  (cenlimètre  —  gramme  masse  — 
seconde). 

De  la  nature  des  grandeurs  électriques  primordiales. 

I'*  Partie.  —  Phénomènes  électro-statiques. 

1.  Notion  de  la  quantité  résultant  de  la  loi  de  Coulomb. 


Tome  LI;  octobre  1897-mars  1898. 

Laurent   (/^.).    —   Table   balistique  pour   la   détermination  de 
l'angle  de  chute.  (77-85;  6  tabl.). 

La  Jievue  a  publié  en  1893  (voir  Bulletin,  2'  partie,  p.  4^;  ^^9^>)  une  table 
balistique  de  la  fonction  secondaire  des  portées.  L'objet  de  la  présente  note  est 
de  donner,  pour  faire  suite  à  la  précédente,  une  table  de  la  fonction  tertiaire 
des  angles  de  chute. 

Gages  (L,),  —  Les  unités  électriques.  (6^-76,  149-172,  365-38o, 
1 1  fig.). 

Suite  et  fin  du  Mémoire  commencé  au  t.  L. 

IL  Notion  du  potentiel.  —  A.  Considérations  élémentaires  conduisant' à  la 
notion  du  potentiel.  —  B.  Etude  analytique  du  potentiel.  —  IIL  Notion  de  la 
capacité. 

Il*  Partir.  —  Phénomènes  électro-dynamiques. 
Notions  préliminaires. 

I.  Loi  d'Ohm.  —  IL  Formule  de  Biot  et  Savart  ou  de  Laplace.  —  III.  For- 
mule d'\mpére. 

Classification  générale  des  divers  systèmes  d'unités  électriques.  —  Unités 
pratiques. 

I.  Belations  générales  entre  les  coefficients  spécifiques.  —  IL  Classification 
des  systèmes  d'unités  électriques.  —  IIL  Relations  entre  les  unités  électro- 
magnétiques et  les  unités  électrostatiques.  —  IV    Unités  électriques  pratiques. 
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Genay  (L.).  —  Noie  sur  un  appareil  lélémétriqiie  à  petite  hase 
pour  le  lir  de  côte.  (274 -'^83;  10  fig.). 

Un  fil  d'acier  vcrlicul  0  étant  au  repos  (comme  le  serait  un  fil  à  plomb),  ce 
fil  reprcscnlc  l'axe  de  cercles  concentriques  horizontaux  dont  les  rayons  sont 
les  distances  au  but  C  (un  navire  évoluant  au  large). 

Deux  observateurs  A,  M,  munis,  \,  d'une  lunette  à  prisme  donnant  l'angle 
«iroit.  M,  d'un  viseur  formé  d'une  tige  suspendue  à  la  Cardan  et  rendue  verti- 
cale par  un  poids,  se  tiennent,  A  à  aoo"  du  point  O,  M  derrière  le  fil  à 
plomb,  mais  se  déplaçant  dans  la  direction  CO,  sur  les  indications  de  A,  de 
manière  que  l'angle  C.\M  soit  droit.  A  ce  moment.  M  lit  la  dislance  OM  sur 
le  sol,  préalablement  quadrillé  de  piquets  repérés  servant  à  maintenir  des  fils 
de  fer  posés  à  fleur  du  sol  et  représentant  le  tracé  de  l'arc  utile  des  courbes 
lieux  des  points  IVl  ainsi  définis. 

Note.  —  La  courbe  ici  rencontrée  a  été  proposée  en  i885  par  M.  Jérabck,  dont 
elle  porte  aujourd'hui  le  nom  (voir  Mathesis,  p.  jio-ijd).  Klle  a  été  étudiée 
à  diverses  reprises  par  plusieurs  géomètres.  Il  est  assez  curieux  qu'à  sa  biblio- 
graphie déjà  étendue  vienne  s'ajouter  une  application  technique. 

Mesnager  {A,),   —  Essai  sur  la  lliéorie  de  la  déforinalion  per- 
manente des  solides.  (5o9-5/î5,  17  ^'g-)* 

M.  le  Commandant  Hartmann  a,  dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des 
Scienros  le  5  mars  1894  et  dans  un  Mémoire  publié  dans  la  Bévue  d* Artillerie 
(t.  \LV,  voir  Bulletin,  :?•  partie,  i8ç)(),  p.  /^<))  exposé  les  résultats  de  très  inté- 
ressantes expériences  qu'il  a  entreprises  sur  les  déformations  dans  les  métaux 
soumis  à  des  eiïorts.  Ces  résultats  ont  forcé  les  théoriciens  de  l'élasticité  a 
introduire  <ie  nouvelles  hypothèses  mettant  les  formules  mieux  d'accord  avec 
les  faits.  L'auteur  a  résumé  sa  théorie  dans  une  note  présentée  à  l'Aradèmie 
des  Sciences  le  i  |  février  iS»,,s;  jj  a  ainsi  relroiivè  les  phénomènes  observés 
par  M.  ILirlmann,  notamment  clans  les  prismes  tendus. 

1.  Itappel  de  (|nel<|iies  notions  de  Mi'canique  sur  lesijuelles  «*st  basée  la  théorie 
de  rèiaslii  lié. 

U.  llypc'Llic^es  sur  la  couslilulion  de  la  uialicre  et  0<>nséquences.  —  Les  for- 
mules (le  la  (Icfnrmalioii  iuleruc  ne  sont  pas  applicables  à  la  surface.  —  Frot- 
tement intoiieui'. 

III.  Condition  i;cuérale  de  réijuilibic.  -  Rupture  de  rè(|uilil)re.  —  Relation 
(•nlr<*  la  plus  i;rai)(Ie  et  la  \Aw<  petite  l'oice  principale  à  l'intérieur  du  stdide 
au  niouient  dti  glissement 

IN.  Llude  du  >oli(le  [)ri>uiali(|ue  mince.  —  hireetions  des  lignes  de  glisse- 
ment à  la  suilaee  des  solides  de  forme  «lueleonque. 

yutt'.  —  Vu  cours  de  son  étude,  l'auteur  a  éti*  amené  à  considérer  les  courbe> 
a>ant  pour  éi[uations  polaires 

y        ^/ sin  •',..  r,        co-co  (  r/ (  oso»    ■    b^\\\tt)). 

JiHiraci' .  —  îSolc  (U)ii(-rrnai)l   la  rr.sislaïKM'  de  Tair  sur  le  plonil) 
<!«' (•Iia>st*.  (r)|()-j*K>.   I  pi.). 

Snilc  ,1   la   noir  du  I.  \LI\   ^\i\    l.i   rr^isiancc  de  l'air  aux  petites  \ites>e*. 
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La  conclusion  d'une  série  d'expériences  faites  à  ce  sujet  est  que  la  résistance 
de  Tair  sur  des  grains  de  plomb  à  très  peu  prés  sphériqucs  est  proportionnelle 
au  carré  de  la  vitesse  dans  les  limites  de  o  à  iSo".  Pour  des  vitesses  plus 
fortes,  cette  loi  n'est  plus  applicable. 


Tome  LU;  avril-septembre  1898. 

Pralon  {A.),  —  Sur  les  essais  à  la  traction  des  cuivres  et  laitons. 
(5-25,  1 4 1-1  53,  248-268,  -j  fjg.,  6  grapliiqucs). 

Cette  étude,  expérimentale  plutôt  que  théorique,  renferme  diverses  indica- 
tions pratiques  dont  pourra  profiter  la  théorie  de  l'élasticité. 

Gautier  {€.).  —  Note  sur  le  calcul  des  dimensions  transversales 
des  bouches  à  feu  en  acier.  (344-35o,  i  fig.). 

Indication  de  nouveaux  perfectionnements  dont  la  méthode  classique  parait 
susceptible,  grâce  aux  travaux  de  Lamé,  du  général  Virgile,  de  Gadolio  et  du 
commandant  Henry. 

Il  serait  sans  doute  très  avantageux  de  construire,  au  moins  pour  les  petits 
calibres,  les  canons  par  la  superposition  avec  serrage  d'un  grand  nombre  de 
tubes  minces  emboutis. 


Tome  LUI;  oclol)re  1898-mars  1899. 

Gages  (//.).  —  Essai  sur  la  théorie  générale  des  aciers.  (23-5-, 
i32-i5i,  248-2G2,  44*~46o;  10  fig.,  1  graphi(|ue). 

Mémoire  purexuent  descriptif,  mais  signalé  ici  à  cause  de  son  importance 
pour  les  perfectionnements  à  venir  de  la  théorie  et  de  la  mesure  de  rélaslicité. 

Girardville  (/^.).  —  Elude  sur  la  navigation  aérienne.  (53 1-558, 
10  fig.). 

Les  chercheurs  qui  se  sont  occupés  des  questions  de  navigation  aérienne  se 
panaient  en  deux  grandes  écoles  :  les  partisans  du  plus  léger  que  l'air,  et  ceux 
(lu  plus  lourd  que  Pair. 

La  première  a  fait  ses  débuts  peu  après  la  célèbre  découverte  de  Montgolfier. 

La  seconde  remonte,  à  travers  l'histoire,  jus(|u'à  la  légende  d'Icare. 

La  solution  du  problème  du  plus  léger  que  l'air  a,  en  réalité,  fait  de  notables 
progrès.  Elle  est  subordonnée  à  la  création  d'un  moteur  ne  pesant  pas  plus 
(Ir  jo^f  par  cheval,  mais  il  sera  malaisé  d'obtenir  une  vitesse  de  plus  de  la"". 

Les  thé(»rici(*ns  du   plus  lourd  ({ue  l'air,  ou  les  aviateurs,  ont  échoué  à  peu 


Tome  I.VI;  avril-scplembrc  1900. 


Il  n'y  a  jus  non  |>lu4  dans  re  ïoluiiip  dupplicalion  de»  Sciences  tiialhémili- 
rines,  maiâ  il  runtîcnl  d'y  signaler  une  in.mosraphie  (Hiêmement  inlërcsilnle. 
ik  M-  l''i>rcstii:r,  inspri^leur  »£iicral  des  porils  el  eliaussées,  intilnlée  :  Eaai 
fl'i/ne  élude paleo-tec/iiiittogifi'f  lie  la  i-oiic.  Ce,  Mémoire  est  savamment  doc»- 
iiicnlo  Cl  limé  de  iGi   ligures  donnant  le  rac-similô  des  représentations  dï  Ij 

H.  B. 
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ANNALES  DE  LA  FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  TOULOUSE. 

Tome  X;  1896  (•). 

Maillet  {E,),  —  Sur  quelques  propriétés  des  groupes  de  substitu- 
lions  d'ordre  donné  [Suite  et  Jin).  (A.  0-20). 

ContÏDuation  d'uo  travail  publié  par  les  Annales,  t.  IX,  p.  0.  1;  Tauteur 
développe  quelques  applications  de  théorèmes  obtenus  dans  la  première  partie. 

Signalons,  en  particulier,  les  résultats  suivants  : 

Soit  p"^  la  plus  haute  puissance  du  nombre  premier/?,  qui  divise  l'ordre  g 
d'un  groupe  G;  on  a,  d'après  Sylow, 

Si  /ij=  o,  G  possède  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  p  ou  p^)  G  ne  peut 
être  primitif  que  s'il  est  linéaire  et  de  degré  />-; 
Si   /i,  ^  o  et  /?  >  2,   N  étant   le   degré  de   G  et  N  —  m^,  sa  classe,  on  aura, 

so'xl  Uq  =  p  ou  Nâ/?'  quand  /? -h  I  7^  2i*,  soit    a,^/>  ou   N5/?'(/?-M)  quand 
/?  -h  1  =  2i*. 

Pour  un  groupe  transitif  de  degré  p^  et  de  classe />^ — u^{u^<.p)j  Tordre^ 
est  donné  par 

D'autres  théorèmes  concernent  les  groupes  primitifs  de  degré  N  et  de  classe 
N  —  Mj  quand  u^  a  une  valeur  donnée.  En  voici  un  exemple  :  p  étant  donné, 
un  groupe  primitif  de  classe  N  —  2  et  de  degré  N  =  p/?'  {p  premier)  ne  peut 
exister  en  général  que  s'il  est  transitif  et  si  pp'=q'**-\-i  {q  premier).  Les 
exceptions  n'ont  lieu  que  pour  des  valeurs  de  p  limitées  en  fonction  de  p. 

Diiheni  (P.).  —    Sur   la   propagation    des   actions   électrodyna- 
miques (B.  1-87). 

Ce  travail  fait  suite  au  troisième  volume  des  Leçons  sur  l* Électricité  et  le 
Magnétisme  et  aux  divers  Mémoires,  relatifs  à  l'Électrodynamique,  publiés  par 
l'auteur  dans  ces  Annales, 

Il  a  pour  tiutde  relier  logiquement  entre  elles  les  découvertes  récentes  faites 
dans  le  domaine  de  l'Électrodynamique,  en  particulier  par  Maxwell  et  Helm- 
hoitz.  Ce  sont  les  idées  de  ce  dernier  physicien  que  suit  M.  Duhem  à  l'exclu- 
sion des  doctrines  nouvelles. 

L'auteur  appelle  l'attention  sur  le  problème  de  la  réflexion  et  de  la  réfraction 
d'une  onde  électromagnétique  plane  propageant  une  perturbation  transversale, 
dans  la  théorie  électromagnétique  de  la  lumière.  Apres  avoir  montré  que  les 
conditions  aux  limites,  adoptées  par  M.  Potier  pour  traiter  ce  problème,  devaient 
être  modifiées,  il  arrive  avec  les  conditions  nouvelles  aux  résultats  suivants  : 

Lorsqu'une  onde  électromagnétique  plane,  propageant  une  force  éIectromo> 
trice  transversale  et  perpendiculaire  au  plan  d'incidence,  tombe  sur  la  surface 

(')  Voir  le  Bulletin,  XXlVj,  p.  3j. 
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|iIaiiL'  c|iii  •^L'ptiri^  iUii\  ilicicclrlqu»,  il  y  a  une  ««uk  onile  plane  réllrchio  K 
une  hfule  uiiile  plnac  r^.friiciéc-,  chicjnc  d'elles  prupige  une  force  ^lectromo- 
trice  Imnsversalc  pcrpcnriiculnire  au  plan  d'incidence;  1»  formule»  qui  li«at 
la  force  rdll^liie  et  la  lutte  rittaelÉe  t  1*  force  inddentc  soûl  idenliqnf?  «wi 
fiirmules  qu),  selon  Prcsnel,  licnl  In  vibratînn  Tittiehh  et  la  vibriiion  riffraeUe 
à  Ib  vibi-Bllon  incIdpuiR,  quand  lu  lumière  incidenlc  eM  polurisée  dans  h  plM 
d'incideacir. 

Mais,  lorsque  l'onde  inridriile  pcopoge  une  forre  élePlrninolrice  Iratmeiwile 
ïitu£e  dnus  le  pUn  d'incidence,  ïl  n'est  plus  possible  d'accorder  les  cunditixiu 
liiiiiii-s  "litcnues  avec  l'existenec  d'une  »eule  ende  r^Hé^ïbic  et  d'une  seule  imde 
ri^ti .ii^id >■  l'i'opuiieBnt  loulei  deux  une  force  élerirotnotrice  Iransverule- 

l.ii  ilu'ui'ic  rlrrtromagniïliiiue  de  la  lumii^re  m  heurte  donc  ù  des  euntrailio 
ii«ri9  unuloi^iius  h  celles  que  rcneoiitru  la  lliinrie  élastique. 

l'eji/oï  {£■)•  —  Sur  b  rcchcrdiL-  tics  équaliotis  finies  d'un  groupe 
continu  fini  de  transrormationiî  et  &ur  le»  i^cjualions  de  Lie. 

(C.  1-26). 

Ce  travail  est  destiné  i  compléter  un  Mémoire  antérieur,  paru  au  lume  l'itl 
des  Annale»  el  rjinsacré  aux  Équaliom  de  Lie.  L'auleur  s'occupe  ici  du  pra- 
blème,  réservé  alors,  de  la  aèterminalion  des  ëqttaliant  JînUi  d'un  gr«upt 
eontina  fini  de  trantformationt  dont  on  eannalt  la  tran$/ormationt  iffi- 
nilèiimaUt;  il  indique  pour  le  résoudre  diverses  métliodcs  toutes  fondées  «ar 
lu  Ibéorie  de  l'inlrgratioa  des  sysLémes  compleLs  eupostie  par  S.  Ue  au 
toiue  \XV  des  Mat/iemalisc/ie  Annalen,  et  retrouve  ainsi  \«a  réiuluts  dunnèt 
par  Lie  sur  les  groupes  Iraosiiifs  de  struclure  donnée. 

Prabléme  .■  On  sappone  connua  let  Irant/ormaliont  infinitéàimalu  d'un 
groupe  J 

(0  \(,/"t- Vï.,(^„  ....xj  -'if        (t  =  . r)  " 


el  l'un  >e  propose,  de  trouver  sous  une  forme  quelconque,  les   équaliom 
finies  de  ce  groupe. 

l.cs  transfuruialionii  ïnliDiLL'siinalcF^  dc^  groupes  paramétriques  eationigue' 

(sroupu.  l'ar  un   cliiiugemcut  quelconque  de  variïbles  on  a  dune  deux  groupe; 
sirupicniciit  Irunsilifs  réciproques,  isniuorplies  à  (1) 


».(/)i 

'^'..l-.- 

..„,; 

■'•'- 

{t  = 

":(/)- 

^  Vf"'"i- 

-...: 

1  ''•'- 

(*    = 

'..]l|lnscr 

1 

S".; 

d',"! 

)»., 
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On  est  donc  ramené  à  intégrer  le  système  complet 
(4)  X^(/)4-A»(/)  =  o        (A-  =  i,  ...,  r) 

connaissant  les  transformations  infinitésimales  Bi^/  qui  le  laissent  invariant, 
c'est-à-dire  à  appliquer  la  théorie  de  Lie.  (Se  reporter  au  travail  antérieur  de 
Fauteur  {Annales  de  la  Faculté  de  Toulouse^  t.  VIII). 

Si  le  groupe  (i)  est  simplement  transitif  (/i  =  r)  et  si  le  déterminant  des  \^- 
n'est  pas  nul,  on  a  le  problême  normal  de  la  théorie  de  Lie,  qui  se  ramène  à 
l'intégration  d'équations  linéaires  auxiliaires  et  à  des  quadratures  s'il  y  a  dans  (i) 
des  transformations  distinguées. 

Si  le  groupe  (i)  est  un  groupe  transitif  quelconque,  le  système  (4)  peut 
prendre  la  forme 

n 
n 

(«)     «^(/)  =  A„,^(/)+_Sv,.(x)A,(/)  =  o    (j!  !'„';.■;")' 

/  =  ! 

en  résolvant  n  des  équations  (4)  par  rapport  aux  -p-  et  portant  les  expressions 
obtenues  dans  les  équations  qui  restent;  ou  aura  alors 

(M,BJ  =  o,        (.l>,BJ  =  o, 

(7)  (-K-"^/)   =  ^   */,/m(^)"^'«  (/*,/-!,    ...,S). 

Des  équations  (6)  on  tire  les  valeurs  de  s  dérivées,    ,— >  •••>  -r— »  et  on  les 

porte  dans  les  B^C/);  si  l'on  écrit  pour  plus  de  netteté  ô,,   ...,  b^  au  lieu 

de  a,^,,  . . .,  a^y  on  aura 

s 

(8)  A(/)  =  B,(/)-f-2]0u.(^l«l*)-'S.(/)» 

avec 


(\ii»,ii^)=2]^/<hA^ 


/  =  ! 


c'est-à-dire  que  le  groupe  (8)  est  isomorphe  à  (i).  [M.  Vessiot  fait  observer 
qu'il  est  môme  semblable  à  (0-] 

Parmi  les  liî);^  on  en  peut  trouver  n  dont  le  déterminant  ne  soit  pas  nul  et 
l'on  a,  en  supposant  que  ce  sont  les  n  premières 


(0)  '^K.u  =  Yé'^ui{^^^\à)\^i 


i=z\ 


où  les  9,    sont  des  intégrales  du  système  (5)  (G);  il  va  donc  autant  de  9  in- 
dépendants comme  fonctions  des  x,  a,  b  que  comme  fonctions  des  b  seuls. 
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S'il  y  en  a  n  d'indépendants,  le  problème  est  résolu  sans  intégration;  le 
groupe  (i)  est  asy statique. 

S'il  n'y  a  que  n—  p  —  q  fonctions  cpj^.  indépendantes,  on  les  prend  comme 
nouvelles  variables  f/,,  ...,  u   k  la  place  de  q  des  6,  par  exemple  6^p  ...,6.; 

les  équations  transfoniîécs  de  (5)  et  (6)  ne  renferment  plus  les  dérivées  -p-  et 
les  transformations  (8)  prennent  la  forme 

(,o)  ï^(/)-lJ,(/)4-HÎH(/) 

où  les  U  ne  dépendent  que  des  variables  {/  et  défini^isent  un  fçroupe  isomorphe 
à  (i).  Des  n  premières  transformées  (lo)  nous  pouvons  déduire  p  combinaisons 
de  la  forme 


qui  ne  contiennent  aucune  des  dérivées  -,— >  •••»  -,  —  et  qui  ne  sont  liées  par 
^  ùu.  ()n^ 

aucune   relation   linéaire   et   homogène   dont  les  coefficienls   soient   fonctiim'* 

des  u  seuls.  Si  C,(/),  ...,  C  (/)  sont  ces  transformations  on  aura 

r 

(II)  (C,C,,)  =2]k,,,(i/)C,        (/,  A  m,  ...,p), 

et  l'on  est  ramené  à  l'intégration  d'un  système  complet  [le  transformé  du  svs- 
Icme  (r>),  (6)]  connaissant  le  groupe  simplement  transitif  (ii)  qu'il  admet, 
c'est-à-dire  au  problème  normal  de  la  théorie  de  Lie. 

Autre  méthode.  —  On  résout  les  équations  (4)  par  rapport  aux  -~y  ce  qui 

est  toujours  possible  sans  faire  d'hypothèse  sur  (i);  on  porte  les  valeurs  ainsi 
trouvées 

r 

(•2)  \\{f)--   'Jf^-  ■^y^^,,(a)\,{/)    -. 

dans  les  transfornialions  Ui^{/).  ce  qui  revient  à  f<u*mer  les  combinaisons 

r  r 

(i3)  V.(/)-li,.(/)-\]?a(«)»'J/)-2]p'"^'''*   ••-".)'^,(/^- 

Le  problème  est  ramené  à  iiiléj;rer  le  système  (i  >)  connaissant  les  transfor- 
mations (i3)  qui  le  hiisscut  invariant,  et  qui  dèlinissent,  quand  les  a  sont  con- 
stants, le  ^nMi()e  (i). 

M.  Vessiot  fait  <>l>scrver  «jue  si  le  Li^roupc  (i)  est  intransitif,  il  est  nécessaire 
de  déterminer  d'abord  ses  im^ariants.  problème  qui  équivaut  à  l'intégration 
d'un  système  complet  quelconque. 

Troisième  met/iode.        On  clicrclic  les  tran'^rornialions  de  lu  forme 


;• 
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qui  laissent  invariante  l'équation  de  Lie 


dt 


2]\X^(/)  =  o; 


la  détermination  des  p  dépend  seulement  de  la  résolution  d'une  équation  algé- 
brique. 

On  est  alors  ramené  à  l'un  des  problèmes  considérés  plus  baut.  Cette  méthode 
s'étend  à  une  équation  de  Lie  quelconque. 


àf 


2]^^(0X,(/)  =  o 


*  =  i 
où  les  fonctions  6  sont  arbitrairement  choisies. 

Vessiol  (E.).  —  Remarques  sur  quelques  points  de  la  théorie  des 
fonctions  algébriques.  (D.  i-i4)- 

I.  Sur  la  réduction  des  singularités  d'une  courbe  algébrique  plane,  — 
L'auteur  établit  à  nouveau  le  théorème  de  Nœlher  :  Toute  courbe  algébrique 
plane  peut  être  transformée  birationnellement  en  une  autre  courbe  algébrique 
plane  n^admettant  pas  d'autres  points  multiples  que  des  points  doubles  à  tan- 
gentes distinctes. 

La  réduciion  des  singularités  est  obtenue  par  l'Hpplication  successive  de 
transformations  B  qui  sont  le  produit  d'une  transformation  projective  géné- 
rale P  par  la  transformation  T,  définie  par  les  formules 

_dy^  _  _  f)/  ,  fjl 

où  /(x,  y)  —  o  est  l'équation  de  la  courbe  après  la  transformation  projec- 
tive P. 

II.  Sur  l'application  du  théorème  d'Abel  à  la  Géométrie.  —  M.  Vcssiot 
démontre,  simplement  et  sans  faire  appel  aux  résultats  du  problème  de  l'in- 
version de  Jacobi,  les  propositions  suivantes  : 

Soit  f{Xy  y)  T=  o  l'équation  d'une  courbe  algébrique  irréductible  n'ayant 
que  des  points  doubles  à  tangentes  distinctes  ou  des  rebroussements  de  pre- 
mière espèce;  désignons  par  d  le  nombre  total  des  points  doubles  et  par 

W|(-2^,  r)»     •••»    u^{x,y) 

un  système  d'intégrales  normales  de  première  espèce  attachées  à  la  courbe. 

Si  deux  systèmes  de  nq  —  id  —  s  points  de  la  courbe  (a-,  6,),  (aj,  b'i)  sont 
liés  par  les  relations 

s  s 

^";.(«i'  ^k)  =^  ";.(«*»  **)        (/«  =  1,  ...,  p), 
k=\  k=\ 

où  les  périodes  sous-entendues  par  les  signes  ~  sont  des  périodes  correspon- 
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Hantes  el  si  l'un  des  systèmes  forme  le  système  des  points  dMiitersection  (mo- 
biles) d'une  adjointe  de  degré  q  avec  la  courbe  proposée,  il  en  est  de  même 
de  l'autre. 

Parmi  les  points  multiples,  choisissons  p'  points  doubles  &  tangentes  dis- 
tinctes et  p"  points  de  rebroussement;  soient 

ra;(^,r)(' =  ï P')y     ^ji^fr){j=^y     "f  p') 

les  intégrales  normales  de  troisième  ou  de  seconde  espèce  correspondantes;  si 
deux  systèmes  de  nq  —  2{d  —  p'  —  p" )  =  s  points  de  la  courbe  (a,-,  6,),  (ai,  b\) 
sont  liées  par  les /? -f- y?' -4- //  relations 

s  s 

^  "/,(«*»  ôj  -r^^i/Jai,  6i)        (A  =  1,  ...,  p), 
k  =  \  kz=\ 

^o.(«o  ^t)  ^^0.(01,  b'k)         (1  =  1,  ...»  p')j 

k=i  k=l 

s  $ 

kr-.\  kz=\ 

OÙ  les  périodes  sous-entendues  par  les  signes  —  sont  des  périodes  correspon- 
dantes (en  tant  que  périodes  cycliques)  el  si  l'un  des  systèmes  forme  le  système 
des  points  d'intersection  (mobiles)  de  la  courbe  avrc  une  courbe  de  degré  q^ 
passant  par  les  points  multiples  qui  n'ont  pas  été  choisis,  il  en  est  de  même  de 
Pautre  système. 

III.  Remarque  sur  les    transformations   rationnelles  des   courbes  algé- 
briques. —  A  la  courbe  alg(''l)ri([ue  do  j;i!iire  p 

(C)  /(^,  v)  =  o, 

faisons  correspondre  par  une  transformation  simplement  ratioiincHo 

%  -----  M(x,  y),        T,  -  S{x,  y), 
une  courbe  de  genre  inférieur  n, 

(r)  ?(^    T.)    :-  O; 

soii  q  le  nombre  des  points  de  la  première  (]ui  correspondent  à  un  point  de  la 
seconde.  Il  existe  un  sy-ilème  de  p  —  n  intégrale-*  de  première  espèce  de  (C)» 
l\(x,  )'),  linéairement  indépendantes,  telles  que  les  divers  points  de  (C)  qui 
Correspondent  à  un  inèinc  point  de  (y)  sont  liés,  quel  que  soit  ce  point,  par 
le*;  p  —  n  relations 

>    IJr^,  r.  )        K,.         {h       i />  —  ^^, 

A      1 

on  les  «riNinds  nuMnbres  sont  de<  confiantes. 
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Ces  intégrales  Ut^ix^y)  se  réduisent  au  genre  p  —  a;  on  peut  leur  associer, 
pour  former  un  système  complet  d'intégrales  de  première  espèce,  o  intégrales 
se  réduisant  au  genre  es. 

Mathias(E,).  —  Sur  l'étude  calorimétrique  complète  des  liquides 
saturés.  (E.  i-5a). 

Bouquet  (F.).  —  Sur  un  cas  particulier  du  mouvement  à  cinq 
conditions.  (F.  i-aS). 

Sous  quelles  conditions  une  ligne  S,  invariablement  liée  au  trièdre  fonda- 
mental d'une  courbe  (O)  et  entraînée  dans  le  déplacement  de  ce  trièdre  quand 
le  sommet  décrit  la  courbe,  est-elle  constamment  normale  aux  trajectoire*  de 
ses  différenls  points? 

M.  Pirondini  a  montré  {Nouvelles  Annales  de  Math.,  3*  série,  t.  IX)  que  les 
courbures  de  la  courbe  (O)  sont  liées  par  une  relation  linéaire  (courbes  de 
Bertrand)  et  que  la  ligne  S  est  une  droite  qui  dépend  de  deux  paramètires. 
M.  Rouquet  reprend  la  question  et,  après  avoir  écarté  les  normales  à  (O)  et 
les  parallèles  à  la  binormale  situées  dans  le  plan  normal  qui  sont,  pour  toute 
courbe  (O),  des  solutions  du  problème,  il  montre  que  les  droites  £  forment  une 
congruence  linéaire. 

Les  surfaces  réglées  engendrées  par  ces  droites  sont  applicables  sur  des  sur- 
faces réglées  de  Bertrand,  c'est-à-dire  peuvent  être  déformées  avec  conservation 
des  génératrices  de  façon  que  ces  génératrices  soient  les  normales  principales 
de  deux  de  leurs  trajectoires  orthogonales. 

Painlevé  (P')-  —  Mémoire  sur  les  équations  différentielles  du 
premier  ordre  dont  Tintégrale  est  de  la  forme 

(G.  1-3;). 

M.  Painlevé  traite,  dans  ce  travail,  différents  problèmes  relatifs  aux  équations 

dy  _  P(>-,  X)  _  a^yr^.,.^a^ 

dx  ~  \\{y,x)  ~  ^^-^^^_, >'<-»-+-... -+-6/ 

où  les  a,  b  sont  des  fonctions  analytiques  quelconques  de  x,  dont  l'intégrale  se 
laisse  mettre  sous  la  forme 

( 2 )  C  =  h{x)[y-' g,{x)]\  . . .  [r  —  gn{^)V'--  ^iy^  ^), 

où  îes  g  tl  h  sont  certaines  fonctions  de  x^  les  X  des  constantes  numériques 
et  C  la  constante  d'intégration;  nous  ne  pouvons  guère  indiquer  ici  que  les 
résultats  essentiels  obtenus,  la  méthode  suivie  ne  pouvant  se  résumer  en 
quelques  lignes. 

Premier  problème.  —  Étant  donnée  une  équation  (i)  :  i*  reconnaître  si  son 
intégrale  peut  se  mettre  sous  la  forme  (  3  )  où  l'entier  n  est  donné  et  où  les  X 
sont  des  constantes  numériques  inconnues,  les  {g^  h)  des  fonctions  inconnues 

Bull,  des  Sciences  mathém.,  a»  série,  t.  XXIV.  (Novembre  1900.)       R.i5 
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de  x;  À*  quaod  il  en  est  ainsi,  calculer  les  {g^.  A)  en  fonction  des  coefficients 
de  (i). 

Soit  r  le  plus  grand  des  nombres  q  et  p  —  a;  pour  que  Tlntégrale  de  (i) 
puisse  se  mettre  sous  la  forme  (2),  il  faut  et  il  suflit  que  Téquation  au  multi- 
plicaleùr  de  Jacobi  admette  une  solution  de  la  forme 

K{y,x) 


où  K  est  un  polynôme  en  y  de  degré  n  —  r  —  i  au  plus  et  où  les  g^  sont  des 
fonctions  distinctes. 

S'il  existe  une  seule  solution  de  cette  forme,  les  gi  sont  donnés  algébrique- 
ment en  fonction  des  coefficients  de  (i)  et  de  leurs  dérivées,  ainsi  que  les  rap- 
ports des  constantes  \;  A  est  donné  ensuite  par  une  quadrature  logarithmique. 

S*il  existe  plusieurs  multiplicateurs  de  la  forme  précédente,  l'intégrale  >^(j?) 
de  (i)  ne  prend  qu'un  nombre  fini  v  de  valeurs  autour  des  points  critiques 
mobiles;  ce  nombre  est  inférieur  à  3/i  —  r  —  i.  On  sait  alors  ramener  l'équa- 
tion (1)  à  une  équation  de  Riccati, 

.      =  a  a' -h  3  a  -h  V 
dx 

par  une  transformation 


u 


Bv-,^*  '-»-•-+-  "ir-*-* 


les  A,  B  s'exprimant  rationnellement  à  l'aide  des  coefficients  de  (i)  et  de  leurs 
dérivées.  Les  g^  sont  donnés  algébriquement  et  A  par  une  quadrature,  4  moins 
que  l'intégrale  ne  puisse  se  mettre  sous  une  forme  (a)  où  tous  les  exposants  X 
sont  des  entiers,  positifs  ou  négatifs. 

M.  Painlevé  complète  ce  théorème  par  quelques  remarques  relatives  au  cas 
où  tous  les  X  sont  distincts  et  au  cas  où  n  est  égal  à  sa  limite  inférieure  r-i-i 
ou  r  -I-  2. 

Appelons  fonction  quasi  algébrique  âcs  variables  x,  /,  ...,  v  toute  fonction 
qui  s^cxpriine  algébriquement  en   p^*,   ...,  p^",  les  p  désignant  des  fonctions 

algébriques  de  x,  ^,  . ..,  v  et  les  X  des  constantes;  Tauteur  montre  que  si  les 
coefficients  de  l'équation  (i)  sont  algébriques  en  a:,  on  sait  reconnaître  »  à 
l'aide  d*un  nombre  fini  d'opérations  algébriques,  si  son  intégrale  y{Xy  C) 
est  une  fonction  transcendante  {non  quasi  algébrique)  qui  ne  prend  autour 
des  points  critiques  mobiles  qu'un  nombre  fini,  non  donne,  de  valeurs. 

Considérons  une  équation  (i)  uù  F'  et  Q  sont  des  polynômes  en  x,  y^  tels 
que  toutes  les  intersections  des  courbes 

1»  rr.   O,  ()    .--   O, 

à  distance  finie  ou  iu(inic,  soient  distinctes;  à  chaque  point  d'intersection, 
M.  Foincarc  a  fait  correspondre  un  exposant  facile  à  calculer,  et  par  un  tel 
point  il  ne  passe  que  deux  courbes  intégrales,  à  moins  que  Texposant  ne  soit 
une  fraction  positive,  auquel  cas  le  point  est  un  nœud  algébrique.  S'il  n'existe 
pas  de  nœud  algébrique,  on  sait  reconnaître  algébriquement  si  l'équa^ 
tion  {i)  se  laisse  mettre  sous  une  forme  (2)  irréductible  à  la  forme  ration- 
nelle SANS  un;  l'kntieii  n  soit  donnk.  Le  mt^me  rt^sullat  s'clend  au  cas  où  P 
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et  Q  sont  des  fonctions  algébriques  quelconques,  sous  les  mêmes  hypothèses. 
L'auteur  étudie  ensuite  en  détail  l'application  de  ces  résultats  au  cas  A  =  i. 

Deuxième  problème.  —  M.  Painlevé  traite  ici  diverses  questions  qui  se 
ramènent  à  la  suivante  :  Déterminer  toutes  les  équations 

de  degré  r  donné,  dont  l'intégrale  générale  est  de  la  forme 

(a)  c  =  (r-5'.)^'---(r-«'J^-» 

avec  les  conditions 

où  l'entier  n  et  les  exposants  X  sont  donnés. 

On  montre  qu'il  existe  pour  n^r  +  i  une  infinité  d'équations  irréductibles 
de  degré  r,  dépendant  de  r  fonctions  et  (/i  — r  — i)  constantes  arbitraires, 
quels  que  soient  les  X. 

La  forme  (2)  est  irréductible,  sauf  pour  des  valeurs  exceptionnelles  des  X; 
elle  l'est  toujours  si  les  \  sont  distincts  et  si  r  >  i. 

A  tout  système  d'entiers  positifs  dont  la  somme  est  n  —  r  —  i,  tel  que 
/g  — I,  ...,  /j  — I  (/, >  a),  correspondent  une  infinité  d'équations  (i)  irréducti- 
bles et  de  degré  r,  dépendant  de  r  fonctions  et  k  constantes  arbitraires,  quels 
que  soient  les  X,  pourvu  que  ces  derniers  ne  satisfassent  pas  à  certaines  con- 
ditions algébriques  (dépendant  du  système  des  /J.  Pour  ces  valeurs  exception- 
nelles des  X,  il  n'y  a  pas  d'équation  (1)  correspondant  au  système  des  /,.  Pour 
les  autres  valeurs  des  X  la  forme  (a)  est  en  général  irréductible;  elle  l'est 
toujours  si  les  X  sont  distincts  (/*>  i). 

En  épuisant  tous  les  systèmes  d*entiers  /,,  on  obtient  toutes  les  équa- 
tions (i)  dont  l'intégrale  générale  se  met  sous  la /orme  (a). 

Troisième  problème.  —  M.  Painlevé  se  propose  de  résoudre  une  question 
analogue  à  la  précédente  en  supposant  que  les  coefficients  de  (1)  appartiennent 
4  une  classe  donnée  de  fonctions,  par  exemple  à  la  classe  des  fonctions  algé- 
briques de  X.  11  s'agit  de  former  toutes  les  équations  (i) 


dx       ^'^-+-^^_, :>"-'-+-... -h  6, 

de  degré  donné  et  à  coefficients  algébriques  en  x,  qui  admettent  l'intégrale 
première  irréductible 

(  a  )  f^('r)lr-g,(x  j]^  . . .  [r  —  5^-  (  -P  )]^''  =  const., 

où  l'entier  n  et  les  exposants  X  sont  donnés. 

Si  l'un  au  moins  des  rapports  -A  n'est  pas  réel  et  commensurable,  la  forme  (  a  ) 

irréductible  ne  peut  être  réduite  A  une  forme  rationnelle;  les  g  s'expriment 
algébriquement  avec  les  coefficients  de  (1),  c'est-à-dire  sont  algébriques;  h  est 
de  la  forme  «JH(.r)ii.r^  où  H  est  algébrique  en  x.  Ces  remarques  permettent  à 
M.  Painlevé  de  traiter  la  question  de  façon  complète. 


232  SECONDE  PARTIE. 

)^ 
Si  tous  les  rapports  -^  sont  réels  et  commensurablesy  on  peut  supposer  les  X 

entiers  et  premiers  entre  eux;  si  N  est  le  plus  grand  des  entiers  qui  expriment 
les  degrés  du  numérateur  et  du  dénominateur  du  premier  membre  de  (3)  par 
rapport  à  y,  la  fonction  yi^x^  C)  prendra  exactement  N  valeurs  autour  des 
points  critiques  mobiles.  M.  Painlevé  examine  en  détail  les  diverses  circon- 
stances que  Ton  rencontre  suivant  le  nombre  des  valeurs  remarquables  de  la 
constante  C,  et  fixe  dans  chaque  cas  les  arbitraires  qui  figurent  dans  (i). 

Signalons  encore  les  conséquences  suivantes  :  //  existe  une  infinité'  d^équa- 
tions  {i)  de  degré  r  en  y,  algébriques  en  x,  dont  l* intégrale  y{x^C)  prend 
exactement  v  valeurs  autour  des  points  critiques  mobiles,  mais  dès  que  v 
dépasse  r  -¥  ly  V intégrale  est  une  fonction  algébrique  de  x  et  e^^[r)dx^  où 
H  (a?)  est  algébrique  en  x. 

Il  existe  une  infinité  d'équations  (i)  de  degré  r  en  y,  algébriques  en  «, 
dont  l'intégrale  se  met  sous  la  forme  irréductible  (a),  où  les  "k  sont  des 
entiers  positifs  ou  négatifs,  mais  dès  que  n  dépasse  r  -h  2  l'intégrale  y  {x,  C) 
est  nécessairement  algébrique. 

Doitty  {E.).  —  Les  flammes  sensibles  et  les  lentilles  acoustiques. 
(H.  i-i8). 

Cosserat  (E,  et  F,),  —  Sur  la  théorie  de  Télasticité.  Premier 
Mémoire.  (I.  i-i  i6). 

Extraits  de  l'Introduction  :  On  sait  quel  puissant  instrument  de  découverte 
a  été  le  trièdre  de  référence  mobile  dans  la  théorie  des  surfaces,  entre  les 
mains  de  Hibaucour  et  de  M.  Darboux,  et  Ton  peut  voir  par  les  Leçons  de 
Cinématique  àt  M.  Konnigs  que  son  introduction  dans  la  Mécanique  des  solides 
invariables  n'est  pas  moins  lieiuPiisc.  Nous  nous  sommes  proposé  d'étendre 
remploi  de  ec  trièilre  à  l'élude  des  corps  déformabics,  el  nous  avons  été  ainsi 
conduits,  dans  plu^ieurs  questions  importantes,  à  des  résultats  qui  nous  parais- 
sent nouveaux. 

Nous  avons  dil  reprendre  l'examen  des  é(]uations  ordinaires  de  la  théorie  de 
rKlaslicilé,  el  nous  avons  été  amenés  à  remonter  aux  équations  plus  générales 
qui  s<Mit  dues  principalement  à  Lord  Kelvin.  Nous  avons  pu  rattacher  cette 
généralisation  à  la  notion  du  ds-  de  l'espace,  cl  l'on  verra  par  là  combien 
devient  utile  le  trièdre  de  référence  mobile. 

On  n<'  trouvera  pas  dans  ce  premier  Mémoire  les  résultais  nouveaux  que 
nou<  ann«»nçons  plus  haut,  et  l'on  nous  pardonnera  d'avoir  fait  d'abord  une 
exfiosilion  dont  certaines  parties  sonl  bien  coniiu<*s;  mais  nous  avons  cru  «ju'il 
n'était  pas  sans  int'Mèl  de  pré-^enh'r,  sous  l'aspect  que  leur  donne  la  notion 
précédente,  les  principes  de  la  théorie  de  riClasticilé. 

Notre  travail  est  divisé  en  (]ualre  Chapitres  : 

I.  Déformation  d'un  milieu  continu.  —  De  la  déformation  en  général.  —  De 
la  «léformation  inliiiiment  petite. 

II.  De  refft>rt  à  l'intérieur  d'un  milieu  continu. 

III.  L*«"neigie  de  déformation  et  les  équations  d'équilibre  des  corps  élastitjues. 

IV.  Les  l'qualinns  de  la  théorie  de  l'élasticité  en  coordonnées  curvilignes. 
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Tome  XI;  1897. 

Stieltjes  {T,  »/.).  —  Sur  le  caractère  quadratique  du  nombre  2. 

(A.  5-8). 

Traduction  d'un  travail  antérieur  {IVieuw  Archief  voor  Wiskunde,  t.  IX, 
p.  193-195  ;,  1882)  consacré  à  établir,  par  une  méthode  nouvelle,  le  caractère 
quadratique  de  a. 

Gilbault  (//.).  —  Recherches  sur  la  compressibilité  des  dissolu- 
tions. (B.  1-63). 

"Stieltjes  (  T,  J,).  —  Contribution  à  la  théorie  des  résidus  cubiques 
et  biquadratiques.  (C.  i-65). 

Extrait  des  Archives  néerlandaises,  t.  XVIII,  i883. 

La  loi  de  réciprocité,  dans  la  théorie  des  résidus  quadratiques,  est  relative 
au  rapport  réciproque  de  deux  nombres  premiers  impairs,  el  dans  une  théorie 
complète  le  caractère  quadratique  du  nombre  a  doit  être  traité  séparément. 

Un  fait  analogue  se  présente  dans  la  théorie  des  résidus  biquadratiques,  où 
la  loi  de  réciprocité  est  relative  à  deux  nombres  premiers  non  divisibles 
par  I  -4-  1;  le  caractère  de  ce  nombre  premier  iH-  i  doit  être  déterminé  séparé- 
ment. Enfin  dans  la  théorie  des  résidus  cubiques  le  nombre  i —  0,  où  p  est  une 
racine  cubique  complexe  de  l'unité,  joue  également  un  rôle  spécial. 

Les  caractères  de  1  H- i  et  de  i  —  p  ont  été  déterminés  par  Eisenstein  en 
faisant  usage  de  la  loi  générale  de  réciprocité  et,  d'après  Slieltjes,  la  marche 
suivie  par  Gauss  (  Theoria  residuorum  biquadraticum)  pour  déterminer  le 
caractère  biquadratique  du  nombre  i  -f- 1  est  la  seule  qui  puisse  être  dite  pure- 
ment arithmétique  et  complètement  indépendante  de  la  loi  générale  de  réci- 
procité. 

Stieltjes  se  propose  de  déterminer  directement,  par  une  méthode  uniforme, 
les  caractères  relatifs  aux  nombres  premiers  2,  i  +  i,  1  —  p. 

Le  principe  de  cette  méthode  consiste  à  remplacer  le  nombre  premier  dont 
il  s'agit  de  déterminer  le  caractère  par  un  produit  congruent  de  facteurs.  On 
détermine  le  caractère  de  ces  facteurs  par  des  considérations  tout  à  fait  ana- 
logues à  celles  dont  Gauss  s'est  servi  dans  les  art.  15-20  de  son  premier  Mé- 
moire sur  la  théorie  des  résidus  biquadratiques  (  Werke,  t.  II,  p.  78-87).  Stieltjes 
a  reconnu  que  les  raisonnements  de  Gauss,  faits  sur  des  nombres  réels,  se 
laissent  reproduire  presque  sans  changement  dans  la  théorie  des  nombres  com- 
plexes. 

Le  caractère  de  1  +<*,  par  rapport  à  un  nombre  premier  de  la  formea-f- 61(6^0) 
étant  déterminé,  une  méthode  analogue  peut  être  employée  quand  le  module 
est  un  nombre  premier  de  la  forme  4'H-3. 

Stieltjes  démontre  ensuite,  à  l'aide  des  résultats  obtenus,  les  théorèmes, 
trouvés  par  induction,  que  Gauss  a  énoncés  dans  l'art.  28  de  la  Theoria  resi- 
duorum biquadraticum,  commentatio  secunda.  Une  partie  seulement  de  ces 
théorèmes  a  été  démontrée  par  Lebesgue  {Journal  de  Liouvilie,  t.  VI,  p.  5i). 
La  dcmcnstration  de  Stieltjes  est  entièrement  fondée  sur  la  théorie  des  nombres 
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compleies,  qui  joue  ici   un  rôle  purement  auxiliaire,  les  lliéorémes  ajant 
seulement  rapport  aux  nombres  réels. 

Stieltjes  {T,  J.).  —  Sur  la  déconiposillon  en  carrés  des  nombres 
premiers  de  la  forme  3ai  -|-  i.  (D.  i-6). 

Traduction  d'un  travail  antérieur  (  Verslagen  en  Mededeelingen  der  Konin- 
klikje  Akademie  van  Wetenêchappen  te  Amsterdam,  a*  série,  t.  XIX,  p.  loS- 

m;  i884). 

Tout  nombre  premier^  de  la  forme  3/i  + 1  peut  s'écrire  sous  la  forme 

Le  quadruple  d'un  tel  nombre  peut,  de  plus,  être  représenté  sous  la  (orme 

4/?=  .V^27U=. 

Dans  le  Mémoire  :  De  résidait  cubicis  commentatio  numérota  (  Crblli,  t.  2  ) 
Jacobi  a  indiqué  sans  démonstration  que  la  valeur  de  A  est  égale  au  reste 
qu'on  obtient  en  divisant  le  nombre  entier 

(/i-4-i)(/i  -f-2)...a/i 
I .  j . . .  /i 

par  p  et  choisissant  le  reste  compris  entre  —  ;•  et  -4-      •  En  outre,  A  -H  i  est 

toujours  divisible  par  3. 

La  démonstration  de  cette  proposition  peut  élre  trouvée  dans  le  Mémoire 
sur  la  théorie  des  nombres  de  Cauchy  (  Mémoires  de  l'Académie  des  ScienceSy 
t.  XVII,  i84o)  et  chez  Lebesgue  {Journal  de  Liouville,  t.  Il,  p.  279),  ou  encore 
chez  Stieltjes  dans  le  Mémoire  analysé  précédemment.  Stieltjes  se  propose  de 

déterminer  directement  c,  qui  est  le  reste,  compris  entre  —  ^  et  -+-      »  de  la 


division  du  nombre  entier 


{n  -}-  i){n  -h  2) . . .  7n 


i  .'2. . .  n 


par  p;  en  outre  c  —  1  est  divisible  par  3. 

Leau  (L.),  —  Étude  sur  les  équations  fonctionnelles  à  une  et 
à  plusieurs  variables.  (E.  i-i  10). 

Les  équations  fonclionnelies  considérées  dans  ce  travail  sont  des  relations 
d'égalité  entre  les  variables  indépendantes,  certaines  fonctions  inconnues  de  ces 
variables  et  les  valeurs  qu'elles  acquièrent  lorsqu'on  effectue  sur  les  variables 
qu'elles  contiennent  certaines  transformations  ponctuelles.  M.  Leau  s'est  pro- 
posé d'établir  rexistcnce  des  solutions  dans  des  conditions  aussi  générales  que 
possible  et  de  faire  ensuite  (fiielques  applications  simples  des  théorèmes  géné- 
raux obtenus. 

La   méllHule  cmploxée  est   relie  des  fondions  majorantes,  qui  sert  dans  les 
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questions  analogues  relatives  aux  équations  aux  dérivées  partielles.  Voici  le 
théorème  fondamental  obtenu  : 
Soient  les  transformations  en  nombre  p 

^f—  ^./(^o  ••  •»  ^«)      (*  =  '»  •••»  'i; y  =  »»  •••»  p\ 

où  les  (p,ySont  des  fonctions  données,  bolomorphes,  des  variables j?,,  ...>^.  au 
point  (a,,  ...,  a^),  qui  se  réduisent  respectivement  à  ai,  ...,  a„  en  ce  point: 
désignons,  d'une  manière  générale,  par  ^(/)  le  résultat  de  la  substitution,  dans 

une  fonction  z,  des  fonctions  x'p  aux  variables  x^  correspondantes. 
Considérons  alors  un  système  de  m  équations 

M.=  F.(a:„  ...,  x^y  u^\  ...,  m^^  ...;  i/,"\  .    .,  i/^'^)        (i  =  i,  ...,  m), 


où  les  tt  sont  des  fonctions  inconnues  de  x,, 
nées,  holomorphes,  au  voisinage  du  point 


,s  x\  les  F  des  fonctions  don- 


ar.=  a,.,        w;*^=A/        (/  =  i,  ...,m) 


pour  lequel  on  a  les  identités 

O^  =  r,-(  flp  •  •  *  »  ^«»  ^i»  •  •  «1  ^rt,  î  •  •  •  »  ^11  •  •  •  »  ^»i  )  î 

on  peut  chercher  à  calculer  pardiiïérentiation  les  dérivées  des  fonctions  incon- 
nues tf|,  ...,  u^  au  point  a^,  ...,  a^.  Soit  D,  le  déterminant  formé  par  les 
coefficients  des  dérivées  d'ordre  a;  si  Ton  a  pris  pour  les  dérivées  des  a,  jusqu'à 
un  certain  ordre  n,  un  système  de  valeurs  vérifiant  les  équations  dérivées,  et  si 
D.  est  difTérent  de  zéro  pour  toutes  les  valeurs  de  a  supérieures  à  /i,  il  existe 
au  point  a,, ...,  a^  une  solution  holomorphe,  et  une  seule,  formée  de  fonctions  u^ 
qui  se  réduisent,  en  ce  point,  aux  quantités  h^  et  dont  les  dérivées  prennent, 
en  ce  point,  les  valeurs  assignées,  pourvu  que  l'on  ait 


d» 


•r 


<1  - 


dXj  Ti—Oi  ^   /i 


pour  toutes  les  valeurs  de  5,  y,  A:,  ou  bien 


ùx. 


<i 


•»•<=«» 


avec 


t^?.,l 


=  0        (A-?£«). 

OX^  \xi=^H 

M.  Leaa  démontre  ensuite  ce  théorème  par  la  méthode  des  approximations  suc- 
cessives de  M.  Picard. 

Les  conditions  imposées  aux  fonctions  de  substitution  ne  permettent  pas  de 
supposer  que  l'une  quelconque  de  leurs  dérivées  devienne  égale  à  i  au  point 
Op  ...,  a„;  l'auteur  traite  par  la  méthode  des  approximations  successives 
quelques  équations  simples  à  une  variable  en  faisant  cette  hypothèse  particu- 
lière. 


de  M.  S.kp>i<r:  >»  4  «  a  pjrtiic«J«r 
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entre  réquation  de  M.  SchrOder  généralisée  et  certaines  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  :  les  équations  linéaire»  qui  admettent  la  substi- 
tution 

rapports  déjà  signalés  par  M.  Appell  pour  le  cas  d'une  seule  variable  {Acta 
mathematicaj  t.  XV). 

Bouasse  (//•)•  —  Sur  les  oscillations  à  peu  près  sinusoïdales  à 
longue  période.  Application  à  Tétude  de  la  résistance  de  Vair  et 
des  propriétés  élastiques  des  fils  fins.  (F,  1-76). 

Klein  (F.).  —  Sur  la  Géométrie  dite  non  euclidienne,  (G.  1-62). 

Traduction  par  M .  Laugel  d'un  travail  paru  dans  les  Mathematische 
Annalen,  t.  iV,  p.  673^625.  Une  partie  de  ce  travail  est  Ta  reproduction  Iitté>- 
rale  d'une  Notice  parue  sous  le  même  litre  {Gottinger  Nachrichten;  1871)  et 
traduite  par  Hoiiel  dans  ce  Bulletin  (i'*  série,  t.  II,  p.  3^i-35i;  1871). 

Nous  renverrons  le  lecteur  à  l'analyse  du  travail  de  M.  Klein,  publiée  dans 
le  Bulletin, 

Blanchi  (L,),  —  Sur  deux  classes  de  surfaces  qui  engendrent  par 
un  mouvement  hélicoïdal  une  famille  de  Lamé.  (H.  1-8). 

L'auteur  rappelle  l'attention  sur  deux  classes  de  systèmes  triples  orlbogo- 
naux,  dans  lesquels  les  surfaces  de  Tune  des  familles  sont  congruentes,  qu'il 
a  signalés  dans  des  Mémoires  antérieurs  {Annali  di  Afatematica,  2*  Série, 
t.  XIII,  1884,  et  XIX,  1890). 

Dans  le  premier  Mémoire,  il  a  établi  l'existence  de  familles  de  Lamé,  dépen- 
dant de  deux  fonctions  arbitraires,  formées  d'hélicoïdes  qui  ont  même  axe  et 
même  pas.  Le  mouvement  hélicoïdal  qui  farit  glisser  les  hélicoYdes  sur  eux- 
mêmes  échange  entre  elles  les  surfaces  de  chacune  des  deux  autres  familles,  qui 
sont  donc  formées  de  surfaces  congruentes.  La- détermination  de  ces  systèmes 
dépend  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  second  ordre  dont  M.  Bianchi 
donne  des  intégrales  particulières  remarquables. 

La  deuxième  classe  de  systèmes  triples  signalée  par  l'auteur  s'obtient  de  la 
manière  suivante  :  soit  £  un  hélicoYde  quelconque,  C  une  de  ses  lignes  de  cour- 
bure; sur  le  plan  normal  en  un  point  P  de  C  à  l'hélice  qui  passe  en  ce  point 
traçons  une  courbe  arbitraire  T  qui  coupe  orthogonalement  £  en  P.  Traçons 
aussi  tous  les  plans  a  normaux  en  chaque  point  de  C  à  l'hélice  correspondante. 
Il  existe  une  surface  S,  et  une  seule,  qui  contient  CetT  comme  lignes  de  cour- 
bure et  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  système  sont  situées  dans  le  plan  a; 
elle  se  détermine  par  quadratures. 

Si  l'on  donne  à  S  le  mouvement  hélicoïdal  qui  fait  glisser  Z  sur  elle-même, 
elle  engendre  une  famille  de  Lamé. 

Un  cas  particulier  conduit  M.  Bianchi  à  des  surfaces  £  ayant  toutes  la  même 

courbure  totale  constante  (—  7^  )  *  Les  complémentaires  de  ces  hélicoïdes£sont 

encore  toutes  congruentcs  entre  eWe*  à  Pégard  du  déplacement  hélicoïdal;  leurs 
Bull,  des  Sciences  mathc'm.,  a'  série,  l.  WIV.  (Décembre  1900.)        B.iG 
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équations  en  termes  finis  s'obtiennent  au  moyen  des  fonctions  elliptiques.  Ce 
ne  sont  ni  des  hélicoTdcs,  ni  des  surfaces  à  lignes  de  courbure  planes. 

Dans  une  Addition  importante  M.  Bianchi  établit  l'existence  de  familles  de 
Lamé  dont  tous  les  individus  se  déduisent  de  Tun  d'eux  par  les  transformations 
conformes  d'un  groupe  G,  à  un  paramètre  :  soit  S  une  surface  dont  toutes  les 
lignes  de  courbure  d'un  système  coupent  à  angle  droit  toutes  les  trajectoires 
du  groupe  de  transformations  conformes  G,,  issues  de  leurs  points;  si  Ton 
transforme  cette  surface  S  par  le  groupe  Gp  on  obtient  une  famille  de  Lamé. 

Kn  particulier  on  peut  ainsi  former  des  familles  de  Lamé,  dépendant  de  deux 
fonctions  arbitraires,  avec  des  surfaces  spirales  de  M.  M.  Lévy  ayant  n»éme 
axe  et  même  paramètre. 

J.  D. 


VERIIANDEUNGEN   der   Koninelijkr  Akadevie   van  Wetbnscbappem  ti 

AySTERDAM.  ErRSTB  SRCTIB.  ln-4°  (*). 

Tome  V;  1897. 


Schoute    (P,'/L).    —    Le   prisme    quadridimensional.   (n*  2, 
20  p.,  1  pi.). 

Démonstration,  d'abord  à  l'aide  de  l'hypergéométrie  et  ensuite  d'une  manière 
indépendante  de  la  quatrième  dimension,  d'un  certain  théorème  se  rapportant 
à  la  section  moyenne  du  prismoTde,  corps  polyfacial  limité  par  des  parallélo- 
grauimes  et  dos  triangles.  La  formulo  pour  le  volunie  du  prismoide  tridimen- 
>iona!  ost  (Micore  de  riiîueur  pour  le  Viiliiiiic  du  prismoide  quddridiuiensional. 
Siiuplilioation  do  tV>rmulo>  de  C«>tcs.  Kcaiun|iies. 

Il  inii  •^(\-//.^,  —  Klinlo  sur  la  llirorio  dos  phénoinonos  magnéto- 
opliipios  eu  rapport  avec  rolVot  de  Hall.  \^n"  3,  ()i  p.^. 

I.'.uilour.  on  '^o  l>tis.tnt  sur  lo'*  otjualions  onlmairos  do  Maxwell  et  sur  un 
rapport  particiilior  onlro  io  Ci>iir,nU  ot  la  forro  iloi  inquos  dans  les  points  d'un 
champ  iiia3:ncti«]iio.  oxposo  une  tliforic  qui  o\pliquc  les  phcnonu*nos  connus 
connue  otTcl  de  llall.  rolatiou  ma^notiquo  du  pian  do  polarisation  indiquée 
par  l"arada>  ot  phononiono  do  Korr.  ol  di»nno  lion  à  plu-^iours  résultats  encore 
à  \crilîerpar  re\p«*riniontalion.  Cotte  théorie,  intiinouient  liet^àcellc  de  H, -A. 
I.orenl/.  a  ele  oomîmieo  par  do  nou\eau\  re>ull»it>  obtenus  par  I*.  Zeoman. 

Sicrfsrrutt  i  A.-//."^.    —  Sur  rimpo>^lhililr  do  substances  diama- 


I       Noir  /•*.*/.'«•,'.••;.  Wll..  p.  1  ^'^    le  Tome  1\     b  ^   le     .i;;.;*c.'.  ^^-fv.  .pu  u\,  j.,^ 
OU'    re  paru.  '»er.t  .inal\<*«    j  i>  ^li.iiurmont 
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gaéliques  d'après  Duhem  et  quelques  propriétés  de  minimum 
dans  le  champ  magnétique,  (n'^  4,  29  p.). 

D'après  M.  Duhem  l'existence  de  matières  à  coefficient  de  magnétisation 
négatif  est  en  contradiction  avec  les  lois  de  la  théorie  mécanique  de  la  chaleur. 
Aa  contraire,  l'auteur  fait  voir  que  la  contradiction  disparaît,  si  Ton  adopte  la 
théorie  de  Maxwell  au  lieu  de  celle  de  Poisson.  Ensuite  il  s'occupe  de  pro- 
priétés de  minimum. 

Korleweg  (D.-J,).  —  Sur  certaines  vibrations  d'ordre  supérieur 
et  d'intensité  anormale  (vibrations  de  relation)  dans  les  méca- 
nismes à  plusieurs  degrés  de  liberté,  (n"  8,  Sa  p.,  1  pi.). 

Les  vibrations  dont  Xf  y,  Zj  ...  sont  les  coordonnées  principales  et  n^y  n  , 
/t.,  ...  les  nombres  d'oscillations  correspondants,  peuvent  s'exprimer  par  des 
séries  en  général  rapidement  convergentes.  Mais  dans  le  cas  d'une  relation 
linéaire 

/?,  w,-t- ^.n^H- r,n,-h. .  .-4- p  =  o, 

où  p^J  ^p  r,,  ...  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  p  est  relati- 
vement petit  en  rapport  à  n^^  n  ^  /i,,  certains  termes  obtiennent  des  valeurs 
anormales  et  les  vibrations  correspondantes  d'un  ordre  supérieur  sont  d'une 
intensité  qui  peut  devenir  égale  à  celle  des  vibrations  principales,  si  la  somme 

des  valeurs  absolues  des  coefficients />,,  7,,  r,,  ...  est  relativement  petite. 

L'auteur  complète  ce  théorème  de  M.  E.-J.  Routh  (  Treatise  onthe  stability 
of  a  given  state  of  motion,  particularly  steady  moiion,  1877)  en  démon- 
trant que  l'influence  des  vibrations  de  relation  les  plus  fortes  sera  toujours 
faible  pour  S  >  4.  tandis  que  les  cas  S  =  2,  3,  4  sont  caractérisés  à  ce  sujet  par 
des  particularités  qui  leur  sont  propres.  Il  étudie  ces  cas  S  =  2^  3,  4»  en  s'occu- 
pant  principalement  des  vibrations  de  relation  qui  se  présentent  pour  p  =  o. 

Sommaire  :  1.  Introduction.  2.  Conditions  d'existence  et  définition  des  vibra- 
tions de  relation.  3.  Grandeur  de  Taccroissement  de  l'intensité  de  ces  vibra- 
tions. 4.  Leur  signification  dans  la  mécanique  et  dans  les  théories  du  son  et 
de  la  lumière.  5.  Considérations  de  Kouth.  Distinction  précise  entre  les  deux 
cas  où  la  somme  S  surpasse  ou  ne  surpasse  pas  quatre.  6.  Les  trois  espèces  de 
vibrations  de  relation.  7.  Vibrations  de  relation  d'ordre  supérieur.  8.  Le  cas 
S>  4-  Phénomène  dans  le  spectre.  9.  Le  cas  8  =  4»  10.  Le  cas  S  =  3.  Vibra- 
tions de  pseudo-somme  {fi^-^  n  —  n^=  p)  et  de  pseudo-octave  (2/1^  — /i=  p)^ 
11.  Le  cas  8  =  2.  Vibrations  pseudo-égales  (/i^  — /i  =  p).  12.  Vibrations  de 
relation  pure  (p  =  o).  13.  Mécanismes  d'exception.  14.  Mécanismes  symé« 
iriqucsv  15.  Le  pendule  sphérique. 


l'an    Oss   (S.-L.).  —    Das    regeirnii-isige    Sccl.sluinderlZL-ll    «nd 
seine  sel  listel  et  kcn  de  n  Be«egiingcii.  (n"I,  18  p.,  y  pi.). 


[espace  quailrulimensiona 
.le  lauLcur  dcfen<liic  à  C 
regelmàsiigen  Cebilde  vi 


nicntt  anall»griialiqiie«  de  la  ligure  régulière  de 
\  ti[iiîli.'e  |)ar  ftoo  létracdics  Tdit  suite  de  la  thèse 
sen  {Allemagne)  Die  Bea/i^gungsgriippeii  dtr 
vier  Dimeiisioncn  (  l.cs  groupes  de  mouvements 
15),  Utrrclit,  P.  den  Boer.  Dans  celte 


s  Iigur 


réguli, 


i  il  étudie 

■e  par  6oi>  tétraèdres  et  son  groupe  de  731111  rota- 
ic  deui  jilaiiclies  à  la   ligure  polaire  rèciproriuc 
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par  rapport  à  une  hypersphère  concentrique,  limitée  par  120  dodécaèdres. 
Chemin  faisant  M.  van  Oss  trouve  que  les  lao  sommets  de  la  figure  princi- 
pale pris  cinq  fois  forment  les  sommets  de  25  figures  limitées  par  24  octaèdres, 
résultat  qui  peut  être  comparé  au  théorème  connu  que  les  milieux  des  arêtes 
d'un  dodécaèdre  ou  d'un  icosaèdre  forment  les  sommets  de  5  octaèdres. 

Stott  (JU^^  A.  Boole).  —  Oq  cerlain  Séries  of  Sections  of  ihe 
Regular  Four-dimensional  Hjpersolids.  (n°  3,  21  p.,  5  pi.). 

Si  l'on  se  propose  que  notre  espace  E3  fasse  partie  d'un  E^  et  que  dans  cet 
E4  des  figures  régulières  limitées  respectivement  par  5,  16  ou  600  tétraèdres, 
8  hexaèdres,  i\  octaèdres  ou  120  dodécaèdres  se  meuvent  parallèlement  à  elles- 
mêmes  à  travers  notre  E,,  on  peut  considérer  à  chaque  moment  l'intersection 
tridimcnbionale  de  notre  E3  avec  ces  figures  quadridimensionnales  en  mouve- 
ment. Cette  forme  dépend,  il  va  sans  dire,  de  la  position  de  ces  figures  par 
rapport  à  notre  E3.  Si  Ton  se  borne  à  des  intersections  d'un  caractère  régulier, 
il  y  a  en  général  quatre  séries  de  positions  parallèles  à  distinguer,  ces  figures 
régulières  admettant  quatre  espèces  d'axes,  les  axes  a,  joignant  deux  sommets 
opposés,  les  axes  a^  joignant  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées,  les  axes  a, 
joignant  les  centres  de  deux  faces  opposées  et  les  axes  adjoignant  les  centres 
de  deux  corps  limitants  opposés.  Ainsi  l'étude  de  ces  sections  régulières  aurait 
à  s'occuper  de  vingt-quatre  séries  de  sections  parallèles,  parce  quMl  y  a  six 
figures  régulières;  seulement  le  pentaèdroïde  fait  exception  à  la  loi  générale, 
parce  qu'il  ne  possède  que  deux  espèces  d'axes.  Donc  le  nombre  des  séries  de 
sections  parallèles  est  vingt-deux. 

La  fille  distinguée  du  mathématicien  anglais  éminent  a  fait  une  élude  pro- 
fonde de  ces  vingt-deux  séries  de  sections;  elle  les  a  réalisées  bidimensiona- 
lement  par  le  dessin  et  tridimensionalement  par  de  petits  modèles  en  carton. 

Dans  ce  mémoire,  l'auteur  a  expliqué  comment  se  détermine  la  forme  des 
sections.  Cet  exposé  est  illustré  par  une  série  de  figures,  en  partie  des  pro- 
jections, en  partie  des  diagrammes  d'après  lesquels  on  peut  former  les  modèles 
en  carton. 

L'élude  de  M"**  Stolt  est  en  relation  intime  avec  trois  mémoires  de  M.  Schoute 
(voir  Bulletin,  XXIL,  pp.  89,  91,  iiC);  seulement  elle  est  plus  générale  en  ce 
qu'elle  ne  se  borne  pas  à  des  sections  centrales. 

Schoute  (P.'/I,).  —  Les  liyperquadriques  dans  l'espace  à  quatre 
dimensions.  Elude  de  Géométrie  énumérative.  (n"  4,  66  p.). 

Dans  un  travail  paru  en  189^  dans  le  t.  XLV  des  Mathematische  Annalerij 
le  géomètre  éminent  de  Hambourg.  M.  H.  Schubert,  a  développé  dans  toute 
généralité  les  formules  qui  font  connaître  en  un  espace  E^  à  n  dimensions  les 
nombres  des  espaces  courbes  du  second  ordre  à  p  dimensions  satisfaisant  à 
ni^p  —  'i)^\p{p—  i)  conditions  simples;  donc  la  Géométrie  énumérative  des 
êtres  du  second  ordre  en  E^  est  depuis  quelques  années  une  théorie  achevée. 

Néanmoins,  M.  Schoute  a  déduit  dans  ce  mémoire-ci,  d'une  manière  directe, 
les  nombres  en  rapport  avt^c  les  hyperquadriques  en  E^,  cette  déduction  ayant 
des  avantages  sur  celle  basée  sur  les  considérations  beaucoup  plus  difficiles  du 
ras  gcnérid  d'un  n  quelconque,  si  l'on  désire  se  borner  au  cas  w  —  4.  Les  in- 
strument» dont  il  se  sert  se  rédiii>cnl  à  doux  principes  fondamentaux,  le  prin* 
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cipe  de  correspondance  de  Chastes  dans  sa  forme  la  plus  simple  et  le  principe 
de  la  conservation  du  nombre. 

La  rédaction  de  ce  travail  a  servi  à  Tauteur  comme  sujet  d*étude  de  la  Géo- 
métrie énumériitive;  il  le  publie  dans  l'espoir  d*éveiller  l'envie  de  se  familiari<M;r 
avec  les  belles  recherches  de  M.  Schubert  qui  n'ont  pas  attiré  encore  l'at- 
tention quelles  méritent. 


ARCHIVES  NÉERLANDAISES  dbs  Sciences  exactes  et  naturelles,  publiées 
par  la  Société  hollandaise  des  Sciences  à  Harlem  et  rcdii^ées  par  M.  J. 
Bosscha(*),  a*  série. 

Tome  I;  1898. 


Kuenen  (J.-P,),  —  Sur  la  condensalion  et  les  phénomènes  cri- 
tiques des  mélanges  d'élliane  et  de  proloxvdc  d'azote.  (22-43). 

Zeeman  (/^.).  —  De  rinflucncc  d'un  champ  magnétique  sur  la 
lumière  émise  par  un  corps.  (44-^4»  21--220). 

Van  der  IVaals  (J.-D,).  —  De  l'équilibre  d'un  corps  solide 
complexe  en  présence  de  gaz  et  de  liquide.  (78-88)  C-^). 

IVind  (C. '//.).  —  Klude  théoricjuf  des  phénomènes  ma*;nél()- 
opli(|ues  et  du  phénomène  de  Hall,  (i  n)-2i(>)  ( '). 

KortCKveg  (D.-J.)  —  Sur  eerlaines  vihralions  d'ordre  supérieur 
et  d'inlcnsilé  anormale,  —  vil)ralions  de  relation,  —  dans  les 
mécanismes  à  |)Iusieurs  dej^rés  de  liberté.  (2 ./►()- ./►Go,  1  pi  )  (  *). 

Kuenen  (J.-P.).  —  Sur  la  condensalion  d'un  nu-lan^e  de  deux 
gaz.  {'M\  1-3^1). 

Kuenen  (./.-/'.).  —    De  riniluenee  de  la   pesanteur  sur  les  pln'- 


(')  Wnv  liiillvttn,  \\n.,  |).  II.). 
(•)  Voir  Util  le  tin,  WII.,  j».   m»-;. 
(  '  )  Von   plus  li.iiil .  I».    j  IS. 
(•  )  \  «'ir  p|ii>  liiiiil ,  p.    '  '••». 
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nomènes  criliques   des  substances   simples  et  des    mélanges. 
(342-353). 

Schreinemakers  (F.-A.-II,).  —  De  l'équilibre  dans  les  systèmes 
de  trois  constituants  avec  deux  phases  liquides  possibles. 
I.  Partie  théorique.  (4ii-454)' 

Tome  II;  1899. 

Lorentz  {H, -A,).  —  Sur  la  polarisation  partielle  de  la  lumière 
émise  par  une  source  lumineuse  dans  un  champ  magnétique. 
(7-ao)('). 

Schreinemakers  {F, -A. 'IL),  —  De  l'équilibre,  etc.  II.  Exemples 
expérimentaux.  (21-67).  III.  Deux  phases  solides.  (i44-ï73)- 

Van  der  Waals  (J.-D.).  —  Sur  la  représentation  graphique  des 
équilibres  à  l'aide  de  la  fonction  Ç.  (68-78)  (^). 

Van  der  Waals  (J.-D,),  —  Une  règle  approchée  relative  à  la 
forme  de  la  courbe  de  plissement  d'un  mélange.  (79-102)  ('). 

Einthoi^en  (  W.).  —  Explication  physiologique  simple  de  diverses 
illusions  optiques.  (io3-i43). 

Lorentz  (fL-A.).  —  De  l'influence  des  corps  étrangers  sur  la 
température  de  transformation.  (»74-'79)- 

Siertsema  {L,'/L),  —  Mesures  de  la  polarisation  rotatoire,  etc. 
(291-380,  3  pi.). 

Lorentz  (IL-A.).  —  Sur  les  vibrations  de  systèmes  portant  des 
charges    électriques   et  placés    dans    un   champ    magnétique. 

(412-434). 


(')  Voir  Bulletin,  WIV,,  p.  i5o. 
(')  Voir  Bulletin,  XXIVj,  p.  i3i. 
(^)  Voir  Bulletin,  XXIV;,  p.   i.>2. 
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HÂNDEUNGEN  van  h£t  Nederlandsch  Natuur-  bn  Gbnbeskundig  Congres. 

7*  Congrès,  1899;  Harlem  (>). 

Schoute  (P. 'II.).  —  Une  transformation  cubique  dans  Tespace. 

(a58-268)(2). 

De  Vries  (»/.).  —  Quelques  propriétés  des  cubiques  planes  ration- 
nelles. (268-270). 

Ici  la  cubique  plane  rationnelle  la  plus  générale  est  engendrée  par  les  fais- 
ceaux de  droites 

AV-+-2BX-f-C  =  0,        PX-4-Q  =  o, 

où  A,  B,  C,  P,  Q  représentent  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  x^  y. 

Koopmans  {C^-C-A .).  —  Sur  le  manque  de  rigueur  de  plu- 
sieurs définitions  et  méthodes  des  mathématiques  élémentaires. 
(270-276). 

Vaes  (F.'J.).  —  Corps  déduits  des  corps  réguliers.  (276-287). 

Les  sommets  d'un  dodécaèdre  et  d*un  icosaédre  concentriques,  dont  les  arêtes 
se  bissectent  orlhogonalement  les  unes  les  autres,  forment  ensemble  les 
32  sommets  d'un  corps  semi-régulier  limité  par  3o  losanges;  on  peut  dire  que 
ce  polyèdre  nouveau  enveloppe  les  deux  autres.  De  la  même  manière,  on  peut 
envelopper  ce  polyèdre  à  trente  faces  par  un  polyèdre  régulier  limite  par 
60  dcltoides,  etc. 

Janssrn  van  I^aav  (If'.-IL-L.).  —  Définitions  géonïélri(|ues  de 
quelques  fonctions  elliptiques.  (287-300). 

L'auteur  se  propose  de  déduire  par  la  géométrie  les  propriétés  générales  des 
fondions  ellipli»iues  de  Jacobi.  Son  point  de  départ  forme  rellipse  biquadra- 
tique  de  Halphen,  sa  mélliode  dilTèrc  de  celle  de  Hulplien  en  ce  qu'elle  se  rattacbe 
plus  étroitement  à  la  goniomctric. 


(')  \oir  nulletùi,  WIl,,  p.  iiO. 
{')   Voir  liulltin,  \\\\ .,  p.   n,'). 
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